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Master Maths

5. Distributions tempérées et transformées de Fourier I

— Exercices de base —

Exercice 1. On considére les fonctions définies dans R par
file) =c, falx)=a", fs(x)=e" et fo(z)=e"“", f5(x) = cos(x)sin(x),
avec ¢ € C,n € Ny et a € R. Les distributions associées sont-elles tempérées dans R 7 Si oui, en
calculer la transformée de Fourier.
Exercice 2. (2.1) Justifier que si (¢m)men est une suite de D(R") qui converge dans D(R")
vers ¢ € D(R™), alors la convergence a aussi lieu dans S(R").
(2.2) Donner une suite de fonctions (¢m)men de D(R), qui converge vers 0 dans S(R), mais
pas dans D(R).
Exercice 3. Montrer qu’on a les inclusions
S(R") C LP(R™) Cc §'(R™)
pour tout p € {1,2,00}.

Exercice 4. Rappelons que la transformée de Fourier de la distribution associée a la fonction
H = Xj0,4o0[ st donnée par

+o0 _ _
Frup(p) = mp(0) iz’/ de, Yo € D(R).
0
En déduire I'expression de la transformée de Fourier de la valeur principale de 1/x.

Exercice 5. En utilisant l'identité |z| = xH(x) — vH(—x), calculer F~|z| au sens des distribu-
tions et en déduire 7~ (Pf x%) :

Exercice 6. Démontrer que, dans S’(R), on a

lim e?*vp(1/z) = indo.
Jm e vp(l/z) = imdy

Pour ce faire, utiliser deux méthodes différentes. (Calcul direct et transformée de Fourier.)

Exercice 7. Soit (aj)ren une suite de complexes. On définit

u:p € DR)— Zakgo(k‘).
keN
(6.1) Montrer que u définit une distribution sur R.

(6.2) Montrer que u est une distribution tempérée si et seulement s’il existe p € N et C' > 0 tels
que |ag] < C (1+ k)P pour tout k € N.

Exercice 8. Soit f la fonction définie par f(x) = sin(e”), x € R. Montrer que D f définit une
distribution tempérée mais qu’on n’a pas d’estimation du type

|IDf(z)| < C(1+ |z|)Y pour tout z € R,
ot C>0et NeN.



Exercice 9. Pour tout a > 0, on considére ’application
Ay ¢ € D(R) — Z«p(ka).
keZ
(8.1) Montrer que A, définit une distribution tempérée dans R.
(8.2) Montrer que pour tout a > 0, il existe b > 0 tel que F~A, = bA,.

Exercice 10. On considére les applications
u:p € DR)— Z me(m) , v:ep € DR)— Z w(2mm).
meZ meZ
(9.1) Montrer que u et v sont des distributions tempérées.
(9.2) Montrer que l'on a F~u = 2iwDv.

Exercice 11. Soit u € D'(R) une distribution a support compact. Si u(z®) = 0 pour tout o € N,
montrer que u = 0.

— Autres exercices —

Exercice 12. Soit f : R — C une fonction localement intégrable. On désigne par u la distribution
associée a cette fonction.

(a) On suppose qu’il existe un naturel p tel que

@l
/R<1+|x>pd < oo

Montrer que u est tempérée.
(b)(b.1) Calculer Dg ou g est la fonction définie par g(z) = z™ sin(exp(x)).
(b.2) Montrer que si u est la distribution associée a la fonction f définie par
f(x) = o™ exp(a) cos(exp(a)),
m > 1, alors u est tempérée. En déduire que la réciproque du point (a) est fausse.

(c)(c.1) Soit ¢ € D(R) telle que ¢ = 1 sur [—1,1], 0 hors de [-2,2] et 0 < ¢ < 1. Pour r > 1,
on pose Y, (x) = 1(x/r). Montrer que pour tous a, k > 0 il existe une constante C' > 0
telle que, pour tout x € R et pour tout » > 1, on ait

(1+ |z))¥|6{) ()| < C(1+ 7).

(c.2) On suppose désormais que f est positive, et que u est une distribution tempérée. Mon-
trer que la réciproque a la question (a) est vraie.
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