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Chapitre 1

Introduction

Les notations N, Ng désignent respectivement ’ensemble des naturels et celui des natu-
rels non nuls. L’ensemble des fonctions indéfiniment continiment dérivables sur un ouvert
Q de R™ est noté Co(£2) et le sous-ensemble formé par les fonctions dont le support est
un compact de R™ inclus dans Q est noté D(2) (on rencontre aussi parfois la notation

Cgo ().

Il est fréquent de rencontrer des fonctions non dérivables dans des problemes ot le calcul
différentiel serait bien utile. L’expérience montre que ’application brutale des techniques
du calcul différentiel et intégral dans des situations ou elles ne sont pas justifiées peut
donner lieu & des résultats intéressants ou a des non-sens.

Tout comme ’ensemble des nombres complexes étend ’ensemble des nombres réels et
permet d’extraire des racines carrées sans restriction, la théorie des distributions fournit
un nouveau cadre qui justifie certains calculs illicites dans le cadre restreint des fonctions.
La théorie des distributions est devenue un outil trés puissant notamment a la suite des
travaux de Laurent Schwartz (années 1950), lequel a su en présenter tout l'intérét pratique
tout en établissant une théorie mathématique rigoureuse.

Donnons deux exemples introductifs posant des problemes qui seront résolus lorsque
les distributions seront étudiées.

a) Pour tout m > 0, considérons ’équation différentielle

{ D*upy, + Uy = fm (1)

Up =0 siz<—-1/m

avec
0 si |z] >1/m,

m (1 —mlz]), si |z|]<1/m. (1.2)

fnte) = {

3



La suite de fonctions f,,.

Pour tout m, la fonction f,, est d’intégrale égale a 1 et son support est [—%, %]
L’équation (1.1) est celle d’un oscillateur harmonique initialement a la position d’équilibre
et qui est perturbé par une impulsion d’intégrale constante mais de plus en plus concentrée
au voisinage de 0.

Pour tout m, la résolution de I’équation tenant compte de la condition d’annulation
conduit a la solution

um(z) = Pi(x) sin(x)

avec
0 siz<—1/m
Pi(z) = msin(z) + m?z sin(z) + m? cos(x) — m? cos(1/m) si —1/m<x<0
2m? — m? cos(1/m) + msin(z) — m2xsin(z) —m2cos(z) si0 <z <1/m
2m? — 2m? cos(1/m) sil/m<z

Les solutions u,, sont représentées ci-dessous pour m = 1/4,1/2,1,2,4,8 (repére or-

thogonal non normé)
2 4 8

-0.5

-1

Convergence des solutions u,, de (1.1).

On constate que la suite u,, (m € Ng) converge ponctuellement vers la fonction

u(:L‘) _ 0 si x <0,
sin(z) si >0



si m — 400. Cette fonction n’est pas deux fois dérivable en 0. Peut-on écrire une équation
limite analogue & (1.1) pour la fonction u? Cette équation modéliserait une impulsion
instantanée. Quel en serait le second membre ?

b) Paul Dirac! définit sa fonction généralisée par la relation
+00
| s@ew s = (0 (1.3
—0o0

pour toute fonction ¢ € D(R). Les régles du calcul intégral interdisent 1'existence d’une
telle fonction? ¢ € L{ (R).

loc
Par contre, une suite de fonctions peut approcher la propriété demandée par (1.3).

Considérons par exemple les fonctions f,, définies en (1.2). Il vient

+o00 1/m
/ fm(@)p@)dz = m / (1 - mlz) () da

—o0 —1/m

1 X
_ /1(1_ lz]) ¢ (E) dx

S 0) / (1 |a]) dx = (0)

1

si m — +o0 en vertu du théoréeme de Lebesgue.
Cette propriété est réalisée par de nombreuses suites de fonctions. Par exemple, les

fonctions gaussiennes
m .2
gl = [ e (1.4)
conviennent également car
Foeo 1 teo x
[ oot = o2 [ oo () ars p0
—o0 —00

si m — +oo.

22 mai 2025

1. Paul Adrien Maurice Dirac est un mathématicien et physicien britannique né en 1909 et décédé en
1984.

2. L’intégrale de cette fonction avec tout élément de D(R) serait nulle donc la fonction serait nulle pp
dans R\ {0} (résultat classique mais qui sera démontré dans la suite). L’intégrale serait donc nulle pour
toute fonction ¢, ce qui est absurde.



Chapitre 2

Eléments de la théorie des
distributions

2.1 Fonctions test

Nous adoptons ’approche classique qui consiste a définir les distributions comme des
fonctionnelles linéaires continues sur ’ensemble des fonctions indéfiniment contintiment
dérivabless a support compact. Une premiere étape consiste a rassembler les principales
propriétés de ces fonctions. On désigne par {2 un ouvert de R™.

2.1.1 Supports : rappels et compléments

Définition 2.1.1 Soit f une fonction définie dans un ouvert Q) de R™. Un ouvert w inclus
dans Q0 est un ouwvert d’annulation pour f si f(x) = 0 pour tout x dans w. L’union de tous
les ouverts d’annulation de f est encore un ouvert d’annulation de f. Son complémentaire
dans Q) est appelé le support de f et est noté

supp(f) ou encore [f].

Soit f une fonction définie presque partout dans un ouvert  de R™. Un ouvert w inclus
dans Q est un ouvert d’annulation presque partout pour f si f(x) = 0 pour presque tout
dans w. L’union de tous les ouverts d’annulation presque partout de f est encore un ouvert
d’annulation presque partout de f (voir cours d’analyse en bachelier). Son complémentaire
dans Q est appelé le support presque partout de [ et est noté

supppp(f) ou encore [f]pp.

e Rappelons aussi que si f est défini dans €2, on a

supp(f) = {z € Q< f(z) £ 0}

6
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(Padhérence est prise dans 2); si en outre f est continu on a

supp(f) = supp,(f).

e Soient f,g des fonctions définies (pp) sur Q et «,3 € C. Rappelons également les
propriétés suivantes a propos des supports (des supports presque partout)

laf +Bg] C [flUlg] et [fg]l C[fIN]g].

e Rappelons encore que I'on désigne par Co, (€2) 'espace vectoriel des fonctions indéfiniment
continument dérivables dans 2 a valeurs complexes. Le sous-espace formé des éléments
dont le support est un compact inclus dans {2 est noté

D(Q).
Plus généralement, si e est un sous-ensemble de R™, on définit aussi
D(e)
comme ’ensemble des fonctions f € D(R") telles que [f] C e.
e Notons que si ¢ € D(Q2) alors
supp() = {w € s (@) 70} =z € X p(@) 20 -
De fait, on a tout d’abord !

e 0@ Z01 NQ=Tzeq: o(@) £0}"

donc
Rn

Q
{r eQ:p(x)#0} C{zeQ:px)#0} .
Par ailleurs, comme le support de ¢ est un compact, c’est un fermé de R™; 'inclusion
{x € Q:¢(x) # 0} C supp(p) donne alors

{re Qo) £0) ClzecQ:p@) £0} = supp(y).

D’ou I’égalité annoncée.

e Toute fonction ¢ € D(Q2) peut étre prolongée en une fonction ¢ définie dans R™ en
posant ¢ = ¢ dans Q et » = 0 dans R” \ Q. On a ¢ € D(R™). De fait, ¢ est de classe Co
dans les ouverts Q et2 R™ \ [] et ces deux ouverts recouvrent R™. De plus,

W= (2@ £0) ={we Qo) £0) ={zcRm: 3@ A0} =gl

On ne fait généralement pas de distinction entre les fonctions ¢ et ¢ bien que leurs
domaines de définition soient distincts.

1. résultat de topologie générale pour les topologies induites
2. ce qui s’établit directement car si z ¢ [¢] alors ¢ = 0 dans un voisinage de = donc ¢ également vu
sa définition.
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2.1.2 Convergence

Introduisons la notion de convergence dans D(£2).

Définition 2.1.2 On dit qu’une suite ¢, (m € Ng) d’éléments de D(2) converge dans
D(Q) vers un élément ¢ de D(N) s'il existe un compact K de Q tel que [¢,,] C K pour
tout m, [¢] C K et
lim sup |D%;, — D%| =0
m—+00
pour tout a € N".

On dit qu’'une suite @, (m € Ng) d’éléments de D(2) converge dans D(2) s’il existe
une fonction ¢ de cet ensemble pour laquelle elle vérifie ce qui précede.

Une suite ¢, (m € Ng) d’éléments de D(2) est dite de Cauchy dans D(Q) s'il existe
un compact K de Q tel que [p,,] C K pour tout m et

: (0% 0%
mlggoos%p |D%pr — D%ps| =0
pour tout o € N".

On voit donc que la notion de convergence dans D(Q) n’est rien d’autre que la conver-
gence uniforme de toutes les dérivées, avec en plus l’exigence d’un compact fixe qui contient
tous les supports.

Une suite ¢, (m € Ng) d’éléments de D(2) est dite bornée dans D(2) sl existe un
compact K de Q tel que [¢,,] C K pour tout m et si pour tout a € N", il existe une
constante C,, telle que

sup | D% | < C, pour tout m.
K

Bien sur il est immédiat de se convaincre des propriétés suivantes.
e Une suite ¢, (m € Ng) d’éléments de D(2) converge vers ¢ dans D(f2) si et seulement
si pm — ¢ converge vers 0 dans D(S2).
e Une combinaison linéaire de suites convergentes dans D(2) converge vers la combinaison
linéaire correspondante des limites.
e Le produit de deux suites convergentes converge vers le produit des limites.

Théoréme 2.1.3 [Critére de Cauchy] Une suite @, (m € Ng) d’éléments de D(S2) converge
dans D(Q) si et seulement si elle est de Cauchy dans D(S).

Preuve. La preuve est tout a fait classique.
La condition est nécessaire car si la suite ¢, (m € Ng) converge vers ¢ dans D(f2), il
existe un compact K de 2 tel que [¢,,] C K pour tout m et on a

sup | D%p, — D%pg| < sup |D%, — D%p| + sup |[D%p — D%ps|.
K K K

On conclut aisément.
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Montrons qu’elle est aussi suffisante. Si la suite ¢, (m € Ng) est de Cauchy, il existe
un compact K de Q tel que [p,,] C K pour tout m. De plus, la suite ¢, (m € Np) et
toutes ses dérivées satisfont au critere de Cauchy de la convergence uniforme dans tout
compact de €. Par le théoreme de convergence des fonctions continiment dérivables, la
suite @, (m € Np) converge uniformément dans tout compact de €2 avec toutes ses dérivées
vers une fonction ¢ qui est de classe C, dans Q. La fonction ¢ est nulle dans Q \ K car
il en est ainsi de toutes les fonctions ¢,,.0

Exemple 2.1.4 Soit v € D(R™) une fonction d’intégrale égale a 1 et dont le support
est inclus dans la boule unité. Pour tout entier m strictement positif, posons v, (x) =
m"(mzx). Toutes les fonctions 1), ont une intégrale égale & 1.
Si o € D(R™), la suite ¢ * 1y, (m € Ng) converge vers ¢ dans D(R™).
Ce résultat est semblable a ce qui se passe pour les unités approchées de composition.
De fait, on a

[o % thm] C @] + [m] C [0] 4 b(1/m)

donc les supports des fonctions ¢ * 1, sont inclus dans un compact fixe. Pour tout x € R”
et tout multi-indice «, on a

* wm) () — D%p(x)

©)(x — y)Ym(y)dy — D¥p(x)

D(p*hm —@)(x) = ((D%

( (
®)
)

:/Rnp
:/Rn(
:/(

[D*(p * m — @) (2)] < /Rn [ (y)ldy x i (D%p)(x + 1) — D% (x)|.

x —y) — D(x)) ¥m(y)dy

)
“o)
(D%p)(
(D%p)(x —y/m) — D*¢(x)) ¢(y)dy.

n

py)

Cela étant

Ceci démontre le résultat car toutes les dérivées de ¢ sont uniformément continues sur
R™.0

Proposition 2.1.5 Si f € L} (Q) et

loc

/ f(2) pla)dz = 0
Q

pour tout ¢ € D(Q) alors f est égal a 0 presque partout.

Preuve. Cf le cours d’introduction a I’analyse harmonique MATH0511.0
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2.2 Distributions

Les valeurs ponctuelles d’une fonction irréguliere n’ont guere de sens. La valeur en 0
de la fonction saut xjo 40| €st arbitraire. Par contre, la proposition 2.1.5 montre qu'une
fonction f € L}OC(Q) est entierement caractérisée par ses intégrales avec les éléments de
D(Q). On peut donc identifier f a la fonctionnelle linéaire

D(Q)—C:p— /Qf(x)go(x) dz.

La théorie des distributions adopte ce point de vue.

Définition 2.2.1 Une distribution v dans un ouvert {2 de R” est une fonctionnelle linéaire
sur D(N) telle que la suite u(p,) (m € Ng) converge vers u(p) quelle que soit la suite
©m (m € Np) de D(€2) qui converge vers ¢ dans D(€2).

Puisque u est linéaire, on peut se limiter dans cette définition & considérer les suites
©m (m € Np) qui convergent vers 0 dans D(£2). On désigne par D’'(Q2) I'ensemble des
distributions dans (2. La condition de continuité des distributions se traduit aussi utilement
par des majorations 3

Théoréme 2.2.2 Une fonctionnelle linéaire u sur D(Q) est une distribution si et seule-
ment si, pour tout compact K de §2, il existe des constantes C, k telles que

lu(p)] < C sup sup |D%| ¢ € D(K).
la|<k K

Preuve. La condition est suffisante vu la définition de la convergence dans D(£2).

Montrons qu’elle est nécessaire. Supposons qu’il existe un compact K de €2 tel que
I'inégalité ci-dessus ne soit réalisée pour aucune valeur de C' et k. En prenant C =k =m
on obtient, pour tout naturel strictement positif m, une fonction ¢,, € D(K) telle que

|u(90m)| > m sup SUP|Da90m"
jal<m K

Puisque cette inégalité reste inchangée lorsque ,, est multiplié par une constante non
nulle, on peut supposer que u(p,,) = 1 pour tout m. On a alors

si |al <m.

1
sup | D% | < —
K m

3. En fait, on munit D(Q2) d’une topologie naturelle de limité inductive et D’'(Q) est son dual. La
majoration énoncée dans 2.2.2 est en fait celle qui traduit la continuité sur la limite inductive. Il se fait
que la spécificité de la topologie permet de caractériser la continuité également a ’aide de limites de suites,
comme dans la définition adoptée.
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En particulier, la suite ¢, (m € Ng) converge vers 0 dans D(Q2). Puisque u est une
distribution, ceci entraine la convergence de la suite u(pn,) (m € Np) vers 0 d’oit une
contradiction. O

Donnons quelques exemples.

a) Si p est une mesure dans €, alors

u(yp) = /Qsodu

définit une distribution dans 2. On a ici

lu(p)| < Vu(K) Sup lpl € DK).

b) Si zp € R", la distribution ¢, de Dirac peut étre définie par
dzo () = ¢(x0), ¢ € D(R™).

c) Si f est une fonction localement intégrable dans 2, la fonctionnelle u; définie par

up(p) = /Q f@)p(@) dr, ¢ € D)

est une distribution dans 2.

d) La fonction 1/x, = € Ry n’est pas localement intégrable dans R. On peut cependant
définir une distribution associée, appelée valeur principale ou partie finie de 1/x. 11 s’agit
de la distribution (notée pv(1/z) ou pf(1/z) dans la suite)

o () @) =tim [ 29 0 seDr).
(F)e=im ]

T e—0 T

On montre directement qu’il s’agit bien d’une distribution dans R en vérifiant que

lim ¢lz) dx = /+OO Mdm = —/D(p(w) In(|z|) dx
0 R

e—0 |z|>e T X
et en utilisant la majoration de continuité pour le dernier terme (la fonction x — In(|z|)
est localement intégrable dans R).
2.3 Dérivation des distributions

2.3.1 Définition
Définition 2.3.1 Siu € D'(Q), on pose

(Dz;u)(¢) = u(=Daz;0) ¢ €D(Q),
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et, si f € Co(R2),
(fu)(p) =ulfe)  »€DQ).

On définit ainsi des distributions D, u et fu dans .
De fait, d’'une part la linéarité est immédiate.
D’autre part, si

lu(¢)| < C sup sup |[D%p| v € D(K),
lo|<k K

on a

(Dyyu)(@)] < C sup sup | D)
la|<k+1 K

et?

|(fu)(9)| < C sup sup [D*(fp)| < C sup sup| Y _ CED*PfD%p| < C’ sup sup D¢
la|<k K lo|<k K B<a la|<k K

pour tout ¢ € D(K).
La continuité aurait bien str pu également étre obtenue en repassant a la définition
donnée.

2.3.2 Quelques propriétés
a) Comme pour les fonctions de classe Co, on peut permuter 'ordre des dérivations
Dy, Dyju = Dy Dyyu u e D'(Q).
De fait, on a
(D Day1) () = —(Dsu)(Day ) = (D, D) = 1Dy Doy 9) = (Do, D) (9):

Ceci permet d’utiliser la notation D%u, o € N”, pour désigner les dérivées partielles d’une
distribution

(Du)(p) = (=1)*lu(D%).
b) La regle de dérivation d’un produit reste valable
Dy, (fu) = (Do flu+ fDyu 5 f € Cx(R), ueD(Q).
On a en effet

—u(f Dy p) = (D, f)p) — u(Day (f0)) ¢ € D(Q).

4. Formule de Leibniz : si f,g € CP(2), et |a| < p, on a D*(fg) = > 45, CEDPFD*Pg on CF =
a! apl.ap! -

Bl(a—B)! — Bil.Bn! (a1—BD) . (an—Bn)!"
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c)SigeCr(Q) et |al <k, ona
Do‘ug = UDeg.

Soit ¢ € D(Q).
Si le support de ¢ est inclus dans un pavé P =]ai, b1[X ... X]ay, b,[ d’adhérence com-
pacte incluse dans €2, par une succession d’intégration par parties, on a successivement

(Dug)(p) = /Q 4(x)(~D)*p(x) da
= [ o)D) elw) da
Da

g(x)p(x) dr
P

- / D(2)p(x) da.
Q

Dans le cas général, le support de ¢ peut étre inclus dans une union finie de pavés dis-
joints sauf pour les bords et 'intégrale sur €2 se scinde alors en une somme finie d’intégrales
sur des pavés et on applique ce qui vient d’étre fait.

d) Sig € Li,.(Q), on a directement fu, = uf,.
2.3.3 Exemples
Exemple 2.3.2 Par définition,

(D*80) () = (—1)*D*(0).

On a ainsi
0 si j>k=>0,
IDk§, = ok .
#' D% (—1) _DFI5y si 0<j<k. (2.1)
(k= j)!
La relation (2.1) s’obtient aisément en utilisant la formule de Leibniz : on a en effet
(a7D*0)(¢) = (=) D"l p(x)]a=0
B 0 A si j>k>0,
L (—=D)FCLIDM T p(0) st 0< 5 <k

Exemple 2.3.3 La fonction H définie par H(x) =1 siz >0 et H(z) =0 si z < 0, porte
le nom de fonction de Heaviside. Sa valeur en 0 importe peu. Considérons la distribution
Y sur R définie par

+o0 +o0
V)= [ A@ @i = [ e

—0o0
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On a
DY = .

De fait,
+oo

DY(p) =Y (=Dy) == | = Dela)dz = ¢(0) = do(¢)
pour tout ¢ € D(R).

Plus généralement, on a le résultat suivant.

Proposition 2.3.4 Soient I un intervalle ouvert de R, xog € I et f une fonction de classe
Cy dans I\ {zo}. Si Df est intégrable au voisinage de xo alors les limites

flxzot) = lim f(x)

r—xot

existent, sont finies et
Dug =upy + (f(zo+) = f(20—)) Oz

Cet énoncé s’applique a la fonction d’Heaviside mais aussi a la fonction 2 — +/|z| pour

laquelle on a donc
sgn x
o Y12

DU‘$|1/2 - 9

dans R.
Preuve. Si zg < y et [xg,y] C I alors

f(a:):f(y)—/ny(s)ds, T < x <.

Puisque Df est intégrable dans [z, y], la limite f(xo+) existe. De la méme facon f(zo—)
existe aussi. Cela étant, f est localement intégrable dans |a, b[ et on a

Dusle) = = [ f@)Dpla) do = ~lim /(@) De(a) da

€0 lx—zo|>€

e—0

— lim ( /| L DI (1) 40~ (o)~ e>>
= upy(#) + (f(wo+) = f(20=)) buo ()
Exemple 2.3.5 On a (au sens d’égalité entre distributions!)

Dy In(|z]) = Vp (;) .
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2.3.4 Propriétés-suite

Proposition 2.3.6 Soit I =]a,b] un intervalle ouvert de R. Si u € D'(I) est tel que
Du = 0 alors u est la distribution associée a une fonction constante.

Preuve. Soit ¢ € D(I) d’intégrale égale a 1. Pour tout ¢ € D(I), la fonction

wo) - | " o(s) ds / " o(s)ds / " po(s) ds

appartient & D(I). On a donc

0= u(D®) =u (o0 [ " (s is) = ule) - uleo) [ (s ds.

Ceci démontre le théoréme. O

Proposition 2.3.7 Si I =]a,b| est un intervalle ouvert de R et w € D'(I), il existe v €
D'(I) tel que Dv=wu. Si f € L} (I), mo € I et

—/xf(s)ds , x €1,

Preuve. Si la fonction g est choisie comme dans la proposition précédente, la distri-

bution
t v(g) = —ug) ( | etsras— | " o(s) ds [ ents) ds)

vérifie Dv = u : la vérification du fait que v est une distribution est un calcul de technique
standard dans ce cadre; cela étant, le fait que 'on a bien Dv = u est immédiat a vérifier.
Supposons a present que f € L; OC( ). Si la fonction ¢ est définie comme ci-dessus, on

a successivement
—/b </x f(s) ds) Dy(x) dx

- [ swpeta) e
(/ £(s ds)Dsoudx—/b( " f(s)d ) o) da
(/D@ ) rvie [ ([ Dotrar) s

(s ) ds +/ w(s) f(s) ds

on a Dug = uy.

b
p(s

/L
/L
/.
[, ot
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en vertu du théoréme de Fubini. O

On peut aussi vérifier directement que la distribution v construite a partir de uy est a
une constante pres la distribution wu.

Considérons alors le cas R™.

Proposition 2.3.8 Soit Q = [[7_,]a;, b et soit u € D'(). Si Dju = 0 pour tout j =
1,...,n alors la distribution u est associée a une fonction constante.
Ce résultat est valable également si u € D'(Q) avec Q ouvert conneze non vide.

Preuve. o Considérons d’abord le cas ou 2 est un pavé. Notons tout d’abord que si u
est associé a la constante ¢, alors pour g € D(Q2) d’'intégrale égale a 1, on a

u(po) = c/lcpo(x) dr = c.

Bien siir la valeur de ¢ est indépendante du choix d’un tel .

On procede alors par récurrence sur la dimension de I'espace.

Vu ce qui précede, le résultat est vrai pour n = 1. Supposons donc qu’il est vrai pour
7 =1,...,n et montrons qu’il le reste pour n + 1.

Pour montrer que u est associé & une constante ¢, il suffit de trouver c tel que

uenx ) = [ pala)(t)dads
Hn+ ]G‘J7b'[

pour tous ¢, € D([[_1]a;,bj[) et ¢ € D(Jant1,bns1)-
Cela étant, soit ¢ €]an41, bny1[. Définissons alors la distribution v, par

n
voln) = u(pn x @), @n € D([[)aj. b,
7j=1

Pour tout j =1,...,non a

(Djvg)(wn) = —vo(Djpn) = —u((Djen) X ) = —u(Dj(pn x ) = (Dju)(pn X @) =0

donc, par hypothese de récurrence, la distribution v, est associée a une constante c,
laquelle est égale a
¢y = vp(pn) = ulyp x )
avec @) € D([I}_]a;, bj[) d’intégrale égale a 1.
Par ailleurs, la loi ¢ — ¢, = u(p) X ¢) est une distribution dans D(Jan+1, bp+1[) dont
la dérivée est nulle puisque la dérivée D, 1u est nulle par hypothese. Cette distribution
est donc constante : on a
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ott ©° € D(Jani1,bny1]) est d’intégrale égale & 1.
Finalement, pour tous ¢, € D([]i_]a;,b;[) et ¢ € D(Jant1,bn+1]), on a bien

wlon X 9) = volon) = cpx / on(z) da
[Tj<1la;.b;!

bn+l

= u( x ) / o(t) dt x / on(z) da
ant1 [T}—1]a;.b;]

— (el x ) [ on(2) (1) d .
T35 a0

e Cas () connexe.

Puisque ’ensemble est non vide, il y a bien un pavé P qui y est inclus et vu le résultat
précédent sur les pavés, il existe une constante c telle que la distribution, considérée sur
D(P), soit associée & cette constante. De plus, si P’ est un autre pavé d’intersection non
vide avec P, la distribution u est aussi associée a ¢ sur D(P’). De fait, vu le résultat sur les
pavés, on sait que u est associé a une constante ¢’ sur D(P’) mais comme P N P’ est non
vide, cet ensemble contient un pavé, dans lequel on a encore une constante associée a wu.
Comme l'intersection est incluse dans P et dans P’ les constantes sont toutes les mémes.

Cela étant, considérons ’ensemble

w = {z € Q: 3 un pavé ouvert P, contenant x tel que u = u. sur D(P,)}.

On va montrer qu’il est ouvert et fermé. Dans ce cas on a w = () et on peut alors en
déduire que la distribution u est associée a la constante c. De fait, soit ¢ € D(§2). Comme
son support est compact et que w = ), ce support peut étre recouvert par un nombre
fini de pavés P,; tels que u = u, sur D(P,;). On peux aussi un peu augmenter ces pavés
et on garde la méme constante (voir les explications ci-dessus). Si on prend des fonctions
@; telles que ¢; € D(P,;) et (voir une construction explicite dans une preuve de résultat
pour définir le support d’une distribution)

e=> (e

alors

u(p) =) ulyg;) =c pj(z) du=c pj(x) de=c [ o(z) dz.
O

2.4 Support d’une distribution

2.4.1 Définition

Définition 2.4.1 Soit Q un ouvert de R™ et u une distribution dans Q. Un ouvert w inclus
dans 0 est un ouvert d’annulation de u si u(yp) =0 pour tout ¢ € D(2).
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Lemme 2.4.2 Toute union d’ouverts d’annulation d’une distribution est un ouvert d’an-
nulation.

Preuve. Soient w un ouvert de {2 qui est une union d’ouverts d’annulation de u et ¢
un élément de D(Q)). Puisque le support de ¢ est compact et inclus dans w, il existe un

nombre fini d’ouverts wy,...,wy qui sont des ouverts d’annulation de u et tels que
N
[QO] C U Wi
=1
Posons

1
Wjm = {waj sz < m,d(z, R™ \ wj) > m}

Pour tout j € {1,..., N}, ces ouverts sont emboités en croissant et leur union est wj.
Comme [p] est compact et inclus dans U;%O:Ol Ué-V:l wjm il existe alors un naturel mg tel que

N
[¢] C U Wij,mg -
j=1

Cela étant, pour tout j € {1,..., N}, 'adhérence de wj,, est un compact de wj ; il existe

donc une fonction «; € D(w;) égale a 1 dans w;,,, et telle que 0 < a; < 1. La fonction
j j) €8 j,mo q J

Z;V:l a; est de classe C dans R™ et est strictement positive dans Ué-vzle’mo. Il s’ensuit

que, pour tout jo € {1,..., N}, la fonction

Qo N
—— size€ U Wj,meo
Pio =4 k=1 Qk j=1

0 sinon

appartient a D(wj,) et ¢ = Zjvzl ¢; dans R™. Puisque les ouverts w; sont des ouverts
d’annulation, on a

u(p) =Y _ule;) =0.

N
Jj=1
L’ouvert w est donc un ouvert d’annulation. O

Le lemme 2.4.2 montre que toute distribution u possede un plus grand ouvert d’annu-
lation. C’est 'union de tous les ouverts d’annulation de w.

Définition 2.4.3 Si u € D'(Q), le support de u, noté [u] est le complémentaire dans
du plus grand ouvert d’annulation de .
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Par définition, [u] est un fermé de Q et on a u(p) =0 si ¢ € D(Q) et [u] N [p] = OD.

Donnons quelques exemples.
a) Si f € L},.(Q), on a

b) Pour tout a € R™, on a

[0a] = {a}.

c) Siup,...,up € D'(Q) et cy,...,cp €C,ona

> cui| ]
7j=1 7j=1
d) Si f € Co(Q) et siu € D'(Q) alors
[fu] C [u] N [f]

Terminons par une propriété (trés facile & démontrer) qui est fort utile et qui sera a
comparer avec le résultat appelé <« Théoreme d’annulation >.

Propriété 2.4.4 Si ¢, sont des éléments de D(§2) égales dans un voisinage ouvert V.
de [u] alors

Preuve. En effet, ¢ — 1) € D(Q) est telle que [p — Y] N[u] C (2\V)N[u] = O donc
u(p =) = 0.0

2.4.2 Extension par supports

Des considérations de supports permettent d’étendre la définition d’une distribution a
des fonctions qui ne sont pas a support compact.

Soient u € D'(Q) et f € Cx() tels que [u] N [f] = K soit compact. Pour tout
P € D'(Q) égal a 1 au voisinage de K, expression u(f1) a un sens (puisque f1) € D())
et est indépendante de la fonction 1) choisie. En effet, si ¢/ € D(Q) est aussi égal & 1 au
voisinage de K, on a

(@ =) fInul € [ =N [fInfu] C (Q\K)NK =0.

De 1a, 0 = u((vp — ") f) = u(yf) — u(y)’'f) par définition du support de u. On écrit alors
u(f) pour désigner la valeur commune des u(vf).

Notons que
e si u est une distribution & support compact, u(f) est défini pour tout f € Coo(£2) puisque
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[u] N [f] est toujours compact,

e si [u] N[f] =0 alors u(f) = 0 car tout ¢ € D(Q) est égal & 1 au voisinage du vide donc
u(f) = u(fy) = (fu)(¥) avec [fu] C [f]1N [u] = 0.

2.4.3 Théoreme d’annulation

Rappelons que si u € D'(Q) et ¢ € D() avec ¢ nul dans un voisinage du support
de w alors u(p) = 0; mais si ¢ € D(Q) est nul sur le support de u, alors on n’a pas
nécessairement u(yp) = 0.

On a cependant le résultat suivant.

Théoréme 2.4.5 Soit Q un ouvert de R™ et u € D'(Q). Si v € D(Q) et D¥p est égal 4 0
sur le support de u pour tout o alors u(p) = 0.

Démontrons un résultat un peu plus précis.

Lemme 2.4.6 Soient u € D'(Q), K un compact de Q et k un entier positif. S’il existe
une constante C' telle que

lu(¢)| < C sup sup|D%|, ¢ € D(K),
o<k K

alors toute fonction ¢ € D(K) nulle sur [u] avec toutes ses dérivées d’ordre inférieur ou
égal a k vérifie u(p) = 0.

Preuve. Soit ¢ € D(K) nul sur [u] avec toutes ses dérivées d’ordre inférieur ou égal a
k.

Si [u] N [¢] = 0 alors u(p) = 0 directement.

Supposons donc que cela ne soit pas le cas. L’idée est d’utiliser des fonctions x. € D(R™)
qui vont permettre d’écrire

u(p) =ulpxe) Yo € D(Q), Ve>0

et ayant en plus une estimation globale des dérivées; ensuite, le développement intégral
de Taylor et I’hypothese d’annulation de v permettra d conclure < sur le fil >.
e Introduction des ye.

Pour tout € > 0, posons

Me={y € R" 2 d(y, [u] N []) < €}

L’ensemble {y € R™ : d(y, [u] N [¢]) < €} est un ouvert et contient [u] N [g]; il en est donc
un voisinage. Si € est assez petit, M, est un compact de €. Il existe donc des fonctions
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Xe € D(R™) égales a 1 au voisinage de [u] N [p] et telles que [x] C M,. On peut choisir les
fonctions x. de telle maniére qu’il existe une constante Cy vérifiant

|D%| < Coe 1l si |a| < k.

Remarquons que l'on a [(1 — xe)e| N [u] C [1— x N[e] N[u] = O par construction; des
lors
u(p) = ulxep), Ve >0.

e Passons a l'utilisation du développement de Taylor. Si |a] < k et y € M., il existe
x € [u] N [¢] tel que |z — y| < e. Par hypothese, on a

D**Po(z) =0 si |8] < k- |a].
La formule de Taylor® appliquée & D%p en z & l'ordre k — |a| > 0 s’écrit donc
_ 8
y—x —|a|—
Do) = (k=la) Y YT [ e D - e+

Bl=k—lo) 7O

Cela étant on obtient
D) < (k—lal) Y € 7, sup sup [D"¢|.
B =k M.
|8|=k—|c|

Il existe donc une constante C; telle que

sup |D%| < Cre*71°l sup sup |D¥¢| si |af < k.
M.

v|=k €

En utilisant ’hypothese et les majorations des dérivées de x. et ¢, on obtient

lu(p)] = |u(pxe)] < C sup s%p\D“(xap)l

lof <k

C sup sup | Z CPDY Py . DPy
la|<k K B<a

IN

< sup Z ClCyePI=1el ey =181 sup sup | DYl
la|<k B<a lv|=k M.

< ' sup sup|D"¢|.
|l/‘:k ME
Cette majorante converge vers 0 car toutes les dérivées de ¢ sont uniformément conti-
nues dans R™ et les dérivées d’ordre k sont nulles sur le support de u. Ceci acheve la
démonstration. O

5. Si le segment d’extrémités x,y est inclus dans €2 et si f est de classe C}, dans €2, on a, avec h = y —z,

:iz’gw 4 >N / 8P (D f) (@ + thdt

J=1|al=j la|=p

Voir ’annexe pour une preuve.
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2.4.4 Distributions a support ponctuel

Le lemme 2.4.6 permet de donner la structure des distributions a support ponctuel.
La réciproque du résultat suivant est bien sir vraie sauf pour la distribution nulle.

Proposition 2.4.7 Si u est une distribution dans un ouvert  dont le support est réduit
a un point xog € Q, [u] = {zo}, alors il existe un naturel positif k et des constantes cq
telles que

u(p) = Y caD*¢(x0), ¢ € D(Q).
jal<h

Les constantes c,, sont uniques.

Preuve. Montrons que si v peut s’écrire de cette maniere, alors les coefficients qui
interviennent dans la décomposition sont uniques. Supposons donc que

u(p) = Y caD%p(x0) , ¢ € D(Q).
o<k
Cela étant, notons que, quels que soient les multi-indices «, 8, on a
D% (x — a:o)ﬁ = D' (z — xo)leS‘Q (x — xo)gQ Do (2 — :co)g".

Des lors d'une part s’il existe j € {1,...,n} tel que o; > B;, on a D%(x — z9)? = 0. Et
d’autre part, si a; < f; pour tout j € {1,...,n}, alors D*(x—1x0)"(20) # 0 si et seulement
si B = a, auquel cas D?(z — 20)?(29) = B!. L’idée est donc de pouvoir < faire comme si
on évaluait u(,) ((z — 20)?) ».

Soit donc ¥ € D(Q2), avec » = 1 dans un voisinage de z( et soit aussi un multi-indice
5. On va évaluer I'expression

u) (V@) (@ —20)%).
Quel que soit le multi-indice «, on a
D (@) (x — 0)") = Y CAD* (@) D (x — wo)’;
<«

des lors, comme D* V1) = 0 au voisinage de xg lorsque o — v # 0, on obtient
D (v(x) (2 = 20)") (w0) = C&D°(x — )’ (w0) = D*(w — 20)° (wo).
Si 3 est tel que |5] < k, on obtient ainsi
ug) (V@) (@ —20)") = > ca D ($(@) (@ —20)") (w0)
la|<k

— Z Co D% (z — xo)ﬁ(xo)
jal<h

= ¢5 D’ (& — 20)" (o)

= cgfl
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les coefficients sont donc uniques.

Etablissons alors I'existence. Puisque on connait la forme des coefficients s’ils existent,
quel que soit le multi-indice o, posons

Co = u(z) (w(x) (x - xO)a) /a'

avec P € D(b), b boule fermée centrée en x, incluse dans € et 1) = 1 au voisinage de xy.
Le probleme consiste donc a trouver k.
Cela étant, puisque u est une distribution, il existe C' > 0 et p € N tels que

lu(e)| < C sup sup |[D%|, ¢ € D(b).
la|<p b

Montrons que k& = p convient c’est-a-dire que pour tout ¢ € D(2), on a
ulp) = Y caD%(wo) = Y D*(x0) uay (¥(2) (x — x0)®) /!
|| <p la|<p

On a

Y D(0) ugw) (b(2) (x = 20)%) Jal = u@) | D D(z0) () (x - x0)* /!

la|<p la<p

= ) [ ¥(@) Z D%p(x0) (x — 20)%/al

la|<p

Cela étant, pour tous multi-indices «, 8, pour toute fonction f de classe C, dans §2 et au
voisinage de g, on a

D (¢(x) f(2)) = () D f(x)
en utilisant comme précédemment Leibniz et le fait que 1 vaut 1 au voisinage de xg. Il
s’ensuit alors que pour tout multi-indice § tel que |5| < p on a

D’ ¢(x) Y Do) (x —w0)*/al | (o)

la|<p

= W(@o) Y Do) (D (@ —20)"/at) (o)
le|<p

= (o) D’ (o)

= D? () (w0).

On a donc obtenu que les fonctions v ¢ et

e () Y EI pege)

o<k
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appartiennent a D(b) sont égales avec toutes leurs dérivées jusqu’a l’ordre k sur le support
de u (qui est {zo}). Par le lemme 2.4.6, on a donc

ue (0@ 3 EI pogag) | = uwe).

|| <k

Pour conclure, il suffit de constater que u(¢ ¢) = u(p) car ¢ et 1y sont égales au voisinage
du support de [u]. O

Exemple 2.4.8 a) Résoudre [’équation Du = z8y ot z est un complexe non nul. (Incon-
nue= u distribution dans R)
b) Résoudre ’équation xDu = 1. (Inconnue= u distribution dans R)

Remarquons que si v est solution de I’équation alors u est solution si et seulement si
v — u est solution de I’équation homogene.

a) Vu ce qui précede, on a déja la solution particuliere zuy . Les solutions de I’équation
homogene Du = 0 sont les distributions associées aux fonctions constantes. Des lors, les
solutions de I’équation sont les distributions associées aux fonctions zY + ¢ ou ¢ € C.

b) Déterminons les solutions de I’équation homogene associée xDu = 0.

Si u est une solution, le support de Du est vide ou réduit au singleton® {0}. Il existe
donc des constantes ¢, . .., ci telles que

k
Du= Z chj do.
§=0
Il vient
k
rDu = — chij_léo =0.
j=1
Ainsi ¢;j = 0 si j > 0 et Du = cpdp. Les solutions de cette derniere équation sont les
distributions associées aux fonctions c¢gY + ¢ ou ¢ € C (cf le cas précédent). Des lors, si u
est solution de xDu = 0, il existe donc des constantes cg, ¢ telles que u soit la distribution
associée a la fonction = — coY (z) + c.
Réciproquement, un simple calcul montre que pour toutes constantes co, ¢, la distribu-
tion associée a la fonction = — coY (z) + ¢ est solution de zDu = 0.
D’autre part, on vérifie directement que la distribution associée a la fonction = +—
In(|z|) (localement intégrable dans R) vérifie ’équation zDu = 1.
En conclusion, les solutions de I’équation zDu = 1 sont les distributions associées aux
fonctions = +— In(|x|) + coY (z) + ¢, ol ¢, ¢ sont des complexes arbitraires.

6. En effet, supposons que v soit une distribution dans R telle que zv = 0 et [v] # @. Soit zo € [v], To #
0. 11 existe alors un voisinage ouvert V' de xo qui ne contient pas 0. D&s lors, pour tout ¢ € D(V), la fonction
Y(z) = ¢(x)/z, x € R appartient & D(R) et est telle que (zv)(y)) = v(p) = 0. Il s’ensuit que V C R\ [v],
ce qui est absurde car zg € V N [v].
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2.5 Distributions de fonctions paramétriques

Le résultat qui suit est en quelque sorte une généralisation de celui qui donne la
dérivabilité des fonctions définies comme des intégrales paramétriques :

F y»—>/Af(x,y) dx.

Dans le présent contexte, 'intégrale est remplacée par une distribution. Ne serait-ce que
pour donner un sens a ’expression, il est clair que des hypotheses sur f et sur la distribution
doivent étre introduites.

2.5.1 Dérivation

Théoréme 2.5.1 Soient Q) un ouvert de R™ et U un ouvert de RP. On suppose que

— u est une distribution dans €2,
— f est de classe Coo dans Q2 x U,
— ([u] x K)N[f] est un compact de Q x U pour tout compact K de U (*).

Alors, la fonction y — u(f(.,y)) est de classe C, dans U et

Dou(f(.,y)) = u(Dy f(.,y))

pour tout multi-indice «.

Remarquons que ’hypothése sur les supports est toujours vérifiée si f ou [u] est a support
compact.

Preuve. Tlustration de (*).

U =]0, +o0] [£]

[u] =]0, 7] Q =]0, +o00[
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U =]0, +o0]

K

[u] =]0, 7] Q =]0, 00|

e Etablissons tout d’abord que l'expression u(f(.,y)) est bien définie pout tout y €
U. Puisque f(.,y) est de classe Co dans l'ouvert €2, pour cela, il suffit de prouver (cf
précédemment) que l'intersection [f(.,y)] N [u] est un compact de 2 x U.

Siz € Q est tel que (z,y) & [f], alors f(x,y) =0 donc

{zeQ: flr,y) #0} C{z € Q: (2,y) € [f}

comme ’ensemble de droite est un fermé de {2, on obtient

Fl oyl c{r e (zy) € [f]}

et donc

[u] N [£(9)] < pra (] < fyh N 1])
ou prg désigne la projection sur 2. Ce dernier ensemble est compact vu I’hypothese. Ainsi,
la condition de support imposée & u et f assure que u(f(.,y)) est défini pour tout y € U,

en prenant v, € D(Q) avec ¥, = 1 au voisinage de prg (([u] x {y})N [f]> et en posant

u(f(oy) = u () ().

Notons que si f est & support compact, alors quel que soit y € U, la fonction f(.,y)
appartient & D(Q2) (elle est de classe C, et son support est inclus dans la projection sur
Q2 du support de f); il n’est donc nécessaire de recourir a une fonction intermédiaire 1.

e Dans un premier temps, montrons que la fonction y — u(f(.,y)) est continue dans U.

Soit yg € U. La notion de continuité étant locale, il importe d’écrire u(f(.,y)) de la
méme maniére pour tout y dans un voisinage de yg. Soit donc une boule fermée K = b(yo, )
de centre yg incluse dans U. Comme montré ci-dessus, quel que soit y on a

[u] N [£(9)] < pra (] < fwh N 1])

donc

(A Cow)]) < fyd < ([l < b n(f]).
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Ainsi, pour tout y € K, on a

(l A 1£Co9)) x fwh © () x K) N1 [])

donc

[ul (£ )] € pro () x K) 0 [f]) = K.

Vu les hypotheses, 'ensemble K est compact. Soit donc ¢ € D(f2) égal a 1 au voisinage
de Ky. On a ainsi

u(f(oy) =u (vOfCw), yeK

donc aussi
u(fCmo+h) = Flowo) =u (v0) (Fso+h) = fly0)) s [Bl <.
Cela étant, les fonctions
2 () (F@.g0+h) = f(w,90)) . [Bl <7

on toutes leur support inclus dans le compact [1)] donc il existe C > 0 et kg € N tels que

[ (60) (FComo+h) = FG0) )|

u (£ +h) = Flom0))|

< ¢ sw D2 (v@) (flayo+h) — @)
ze[Y] |al<ko

< ¢ s |DEf(wyo+h) - DEf(w0)|.
z€[Y] |al<ko

La continuité uniforme sur tout compact de la fonction (z,y) — DS f(x,y) implique alors

lim |u(f (g0 + ) = u(f( 0))| = 0.
h—0

Remarque. On aurait aussi pu utiliser le développement limité de Taylor intégral pour
faire apparaitre les hi,...,h,. C’est ainsi que 'on proceéde pour la dérivation (en plus
simple car cela revient a utiliser Taylor & une variable).

e Montrons maintenant que y — u(f(.,y)) est dérivable en tout yo € U. Soit k € {1,...,n}.
En reprenant ¢ et A comme précédemment, on a

w (f(,’ yo + he;;l)) = u(f(.,%0)) o <Dykf('7y0))

u (¥ (o + hew) = £90) = hDy (1)) )
; .
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Comme dans le cas de la continuité, on ré-écrit les fonctions en lesquelles évaluer u en
passant a une intégrale; ici on utilise le développement intégral de Taylor a l'ordre 2, a
savoir

1
£y + hew) — F(.y0) — WDy, f(r.y0) = B2 /0 (1= t)(D2,f)(x, yo + they)dt.

Un facteur h va disparaitre avec le dénominateur h mais il en reste encore un! Le preuve
suit alors exactement la méme trame que dans le cas de la continuité (*). On obtient donc
finalement

o (f(., Yo + hek)> —u(f(90))

h—0 h

—u (Dykf(” Z/O))

w (¥ (v +hew) = £ y0) = hDy f(500) ) )

- :
= jimhu (1/’(-) (/01(1—t)(Dikf)(x,yothhek) dt>>
= 0,

c’est-a-dire
Par ce qui précede, ces dérivées sont continues dans U.

e On obtient le théoréme en itérant le résultat. O

2.5.2 Intégration

Il est également possible de permuter ’application d’une distribution et d’une intégrale.

Théoreme 2.5.2 On conserve les hypothéses du théoréme 2.5.1. Pour tout compact K

de U, on a
[ st dy=u (/Kf<.,y> dy>.

Preuve. Notons tout d’abord que les deux membres de 1’égalité ont un sens.

De fait, d’une part, vu ce qui précede, la fonction y — u(f(.,y)) est continue sur U
donc intégrable sur tout compact de cet ouvert.

D’autre part, quel que soit € €, la fonction y — f(z,y) est continue sur U donc
intégrable sur tout compact de cet ouvert. De plus, la fonction z +— | x f(z,y) dy appartient
a C () (dérivation des intégrales paramétriques) ; et par ailleurs on a bien str

{:CGQ : /Kf(.,y)dy #+ O}C{er:ElyeKt.q. (x,y)e[f}}.
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On montre directement que ’ensemble & droite de I'inclusion est un fermé de €2 et donc
finalement

[/Kf(.,y)dy] C {er:ElyeKt,q. (z,y) € m}

Il s’ensuit que
N [/Kf(.,y)dy} - {x €lu]:Jye K tq. (z,y) € [f]} C pro (([u] x K)n[f]) = K;.

Vu les hypotheses, on en déduit donc que [u [ f K dy] est compact et on peut donc
utiliser < l'extension par support > (cf la sous- sectlon 2.4.2), qui permet finalement de
donner un sens au membre de droite.

Choisissons maintenant une fonction ¢ € D(2) égale a 1 au voisinage de K. Le second
membre de I'égalité a prouver est donc égal a

u(wc) | dy).

De plus, que que soit y € K, on a
[u] N [f(y)] C Ky

donc la méme fonction 1) peut convenir pour expliciter la fonction a intégrer dans le
premier membre :

/ u(f(y) dy = / w(() (o u)) dy.
K K

On doit donc prouver que

[ awO sty = u<¢<.> /| f(.,y>dy>.

(

Pour tout entier positif m, soit ekm), 0 < k < M,,, une partition finie de K en ensembles

(m))

mesurables tels que diam(e;, ) < €, ol la suite €, (m € Ng) converge vers 0 si m tend

vers I'infini. On choisit également des points y,i ™ ¢ e,(Cm)

de l'intégrale, on a

Par 'interprétation de Riemann

M,

Jou(Outn)d = tim 3w (v0fC ™)) mestel”)
k=0

M,
= lim wu (z/)() Zf(.,y,im))mes(e,(gm))> :

m——+00

Si on définit les fonctions g, (m € Ng) par

M'm

Z G, ymes( (m))
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il suffit donc de montrer que

lim gm() = W /f

m——+00
dans D(Q). Les supports de toutes ces fonctions g,, étant inclus dans le support de v, il
reste donc & voir que la suite g, (m € Ng) converge vers (.) [ f K y)dy uniformément
sur le support de ¥ avec toutes les dérivées. Vu la forme des gy, et de la limite, la formule
de Leibniz (et le théoreme de dérivation des intégrales paramétriques) permettent de dire
qu’il suffit de montrer que

= (m) (m)
DY [z, g™ )ymes(e" )) — | DS f(z,y)dy

lim sup =0

m——+00 $E[’(/1}

pour tout multi-indice a.
On a successivement

(Zf:ryk mes(e ) /Da x,y)d

= (ZDO‘f:Uyk )mes ) /Do‘f:vy
Mp,

= (Z oy D F Gy dy) /D f(a,y)dy

k=0" €k
M7YL MTIL

= Z ()D“fxyk )dy — Z/ DS f (2, y)dy

- Z / D2 f(,y") = D3 (w.y)) dy.

Il s’ensuit que

sup [Dg (Zf (2, g™ ymes(e)" >>> - / D f(z, y)dy
z€[y] k=0 K
M,
< Z/( o (D27 ™) = D2 )| dy
k=0 z€y]

IN

Z / . ap|DEf( =) D2, )]

Y),|2' —z|<em,2’ ,z€K
~ mes(K) s |D3f(a2)— D3f(a 2]
€], |2 —2|<em, ,zEK

Cette expression converge vers 0 si m tend vers Uinfini car les dérivées de f sont uni-
formément continues dans tout compact de  x U. O
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2.5.3 Quelques conséquences

Ecrivons = = (¢/,2") € R” x R" = R" Si ¢/ € D(R") et ¢’ € D(R""), la fonction
¢ ® " € D(R™) est définie par

(¢ @ ¢")(x) = ¢' (") " (z").
On a directement
[0' ® "] = [¢'] x [¢"].

Proposition 2.5.3 Si Q est un ouvert de R", u € D'(Q) et u(¢’ ® ¢") = 0 pour tous
¢ € D(RY) et ¢" € D(R™) tels que [¢' @ "] C Q alors u = 0.

Preuve. Soient ¢/ € D(R") et ¢ € D(R™") des fonctions d’intégrales égales & 1 dont
le support est inclus dans la boule unité. Posons ¢ = ¢/ ® ¢" et 1, (x) = m™p(mz) pour
tout m € Ng.

Soit alors ¢ € D(R2). En vertu de 'exemple 2.1.4 de la sous-section 2.1.2, les fonctions
¢ * 1y, appartiennent a D(€2) pour m assez grand et convergent vers ¢ dans D(Q2). On a
donc

u(p) = Lm u(p*tp)

m——+00

= lim ( | ewnt—v) dy>

=  lim wu m(-—y)dy | .
lim ( /Mw(y)w (.~ ) y>

Cela étant, vérifions que 'on peut permuter I'intégrale et I’application de la distribution
(théoreme 2.5.2) : quel que soit m, la fonction F : (z,y) — ©(y)¥m(z — y) appartient a
Coo(R?™) et son support est inclus dans le compact ([¢0,] + []) X [¢] ; les hypotheéses sont
donc vérifiées. Ainsi on obtient
u(p) = lim . P(y) u(@m(- —y)) dy.

Comme on a ¥, (x —y) = ), (2 —y" )Yl (2" — y"), pour conclure que u(p) = 0, il reste a
s’assurer que quel que soit y € [¢], la fonction © — Y, (xz — y) = ), (" — )Y, (2" —y")
appartient & D(§2) pour m assez grand. Et c’est le cas car on a [ty (. —y)] C y + [¢m] C
[¢] + [tm] avec [¢] compact inclus dans 2 et vu la particularité des supports des ¥/, ¥/ .
g

Le théoreme 2.5.2 (permutation de l'intégrale et de 'application de la distribution)
nous permet aussi d’établir un théoréme de structure des distributions a support
compact. Avant d’en donner ’énoncé et la preuve, établissons une propriété (immédiate
mais tres utile) de majoration de continuité pour les distributions a support compact.
Nous nous en servirons tout de suite ici et encore plus loin, lors de I’étude du théoreme
de Paley-Wiener.
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Propriété 2.5.4 (Maj. de continuité pour les distr. & support compact) Soitu une
distribution dans R™ a support compact. Alors il existe un compact K de R™ et des
constantes C, N telles que

lu(f)] < C sup sup |Df| pour tout f € Cs(R").
lo|l<N K

Preuve. Soit une fonction 1) € D(R™) égale a 1 au voisinage du compact [u]. Quel que
soit f € C(R™), on peut alors définir (cf < I'extension par support )

u(f) = u(fe).
Cela étant, il existe C' > 0 et k € N tels que

lu(p)| < C sgflsTka%L Yo € D([¢]).

Ainsi, quel que soit f € Co(R™), on a f1) € D([¢]) donc
[u(f)] = lu(f¥)] < Csup sup [D(f1))]
R™ |a|<k

= C sup sup [D*(f4))]
] led<k

< C'C sup sup |D*f|
[] |al<k

Passons maintenant & 1’énoncé du théoreme de structure annoncé.

Théoreme 2.5.5 Siu est une distribution a support compact dans R™, il existe un multi-
indice o et une fonction continue f dans R™ tels que

u(p) = . f(z) Dp(z) dx, ¢ € DR").

Avant de se lancer dans la preuve, illustrons le résultat dans R avec une distribution &
support ponctuel {0}, a savoir une distribution du type

J .
> ¢ DIs.
j=0

Par abus de langage, si f est une fonction localement intégrable, on écrira DF f au lieu de
DFy ¢ ou uy est la distribution associée a f.

Considérons dg. Si Y = X9 4+o0] = €1 (échelon de Heaviside), on a DY = . Mais Y
n’est pas continu .. .Par contre, ses primitives le sont ; ainsi, en posant e2(z) = TX[0 4o0[(7),
on a Des = e et par suite

D?ey =8y avec eg € Co(R).
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Considérons ensuite Ddy. On a D3ey = D&y. On a donc bien sir cgD?ey + ¢1D3ey =
codp+c1Ddy. Mais vu le théoreme, on doit parvenir a trouver une seule fonction f a dériver
avec le méme ordre ! Pour cela, il suffit alors de primitiver es : avec e3(x) = 22 /2 X[0,+00[(T),

on obtient
co0p +c1Déy = D3f

avec
f =coes + crea € Cp(R).

Y

€3 €1

0 1 X

J ; . . . N

Pour le cas de ) =0 ¢; D74y, il est donc clair qu’on arrivera a nos fins en prenant des

primitives successives de e; = Y. Ecrivons les formes explicites obtenues car ce genre de
manipulation va servir pour prouver le théoréeme dans toute sa généralité.

Propriété 2.5.6 (Résultat auxiliaire) Pour tout m € Ng, posons

m—1

emlw) = ﬁxmmm

m

On a les propriétés suivantes.
1. Quels que soient p,q € No, on a e, * eq = epyq partout.

2. Pour tout naturel m > 2, on a ey, € Cp—2(R) et pour tout naturel p < m —2, on a
DPe,, = em—p.
3. Pour tout m € Ng, au sens distribution on a
D™ le,, =e et D™e, =0d.
4. Pour tout ¢ € D(R) et pour tout m € Ng, on a
D™ (em xp) = .

Preuve. 1. Notons que le produit de composition (e, * e4)(y) existe pour tout y car la
fonction

zs 2Py — )it X[0,400[(T) X[0,400[(¥y —T) = 2y — )7t X[0,+00[M]—o0,y] (T)

0 siy <0
ety - 2) T Xy (@) siy >0
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est intégrable.
Cela étant, pour y > 0, on a

(ep % 1)(v) / (2) d 1/prd il
ey * e = ep(z) doe = — 2P dx = <
p* el 0o 7 ' Jo p!

et des lors

€p *xep = €p+1-

Ainsi, quel que soit ¢ € Ng on obtient successivement

epxeg = epk(erxeq1)
= (ep*er)*eq1
= Cp+1 ¥ €Eg-1
= €Epig-1*€1
= CEptq

2. Comme on a
Yy
em(y) = (em1*e1)(y) = / em 1 (z) da
0

siy>0eten(y) = (ema1*e1)(y) =0siy <0, on constate directement que e,, est la
primitive de e,,_1 qui s’annule en 0.

On conclut alors par récurrence. De fait par une vérification immédiate on a ea € Cy(R)
et e3 € C1(R). Si maintenant on suppose que e, € Cy,_o alors e,,1 étant une primitive
de e, on obtient que e, 41 € Cp—1(R) et on conclut.

L’expression de DPe,, est alors aussi directe a obtenir vu les liens de primitivations :
on a e, € Cp—2(R) donc pour tout p < m — 2 on obtient

DPe,, = D" "'De,, = D" le,,_ 1= ... = Ep—m-

3. On a (cf calculs de illustration du théoreme)

D"y, = Dupm-2,,, = De, = Ue,

m

et
Dmuem = Duel = 50.

4. Quel que soit ¢ € D(R) le produit de composition e, @ appartient bien siir & Coo (R)
et on a successivement (& comparer avec ce qui sera obtenu lors de I’étude du produit de
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composition d’une distribution et d’une fonction)

D? (D™ %em) * ) ()
D?(e2 % ¢)(y)
= (e2%x D*¢)(y)

- /R (v — ) Xosoo (¥ — ) D?(x) da

D™ (em * ¢) (y)

y
= / (y — x) D*p(x) da
= /_y Dy(z) dx
= »(y).

Preuve du théoréme 2.5.5. ( structure des distributions & support compact)
Faisons la preuve dans le cas n = 1. Le cas général s’obtient de la méme maniere en
remplacant les e, par

zh1
e#(x) = m X]0,+oo[x-..x]0,+oo[($)
avec, par convention, p— 1= (u1 —1,..., pup — 1).

Regardons tout d’abord comment on pourrait faire, en se servant du résultat auxiliaire
2.5.6. Soit ¢ € D(R) et soit m € Ng. On a

u(p) = u(D"(em )
= u(em*D"yp)

= u [ ent =0 D"t ay)
_ ( /M em(- — ) D"(y) dy> |

Vu la derniere expression, on est tenté de permuter I'application de 'intégrale et de la dis-
tribution . ..mais on est arrété rien que par le fait que la fonction e,, n’est pas indéfiniment
continiment dérivable . . .(la distribution étant & support compact, ’hypothese sur les sup-
port est vérifiée) Ce développement donne tout de méme une idée : on sait que ’'on peut
< régulariser > des fonctions en se servant d’unités approchées de composition.

Soit donc ¥ € D(R) une fonction d’intégrale 1 et dont le support est inclus dans la
boule unité. Posons ¢ (x) = kv (kx). En vertu de 'exemple 2.1.4 (convergence dans D) et
du résultat auxiliaire (comme au début de cette preuve), on a, quel que soient m € Ny et
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¢ € D(R),

u(p) = lim u(p*iy)

= i _u( [ (o —nDm ey ).
koo [«]

Maintenent, comme u est & support compact et que la fonction de deux variables (x,y) —

(em * Y1) (x — y)D™p(y) appartient & Coo(R?), on peut appliquer le théoréme 2.5.2 (per-

mutation de P'application d’une intégrale et d’'une distribution), on obtient encore

u() = dim [ w((en 00— 1)) D"y

Il reste donc a démontrer que pour au moins un m la suite de fonctions f,im) (k € No)
définies par

v 1) = u ((en* vl (. — )

convergent uniformément dans tout compact vers une fonction continue f. On utilise pour
cela le critere de Cauchy de la convergence uniforme.

Puisque la distribution u est a support compact, il existe un compact K de R et des
constantes C, N telles que

lu(f)] < C sup sup |D*f| pour tout f € C(R).
a<N K

Si K7 est un compact de R, on a alors

sup [£ ) = £ W) = sup fu ((em *v)(. = y) = (em x¥)(. =) |

yeK1 yeKy

< C sup sup sup |Dg ((em s ) (x —y) — (em * s)(x — y))‘
yeK1 as<N zeK

< C sup sup |€mfa * d}r — Cm—a ¥ Q;Z)s|
a<N K—-K;
lorsque m — 2 > N. Les fonctions e,,_, étant continues dans R pour tout « vérifiant
a < N, les fonctions e;,_q * 1 (k € Ng) convergent donc uniformément vers e,,_, dans
tout compact de R™ si @ < N. Ceci prouve que les fonctions f,gm) (k € Np) vérifient le
critere de Cauchy de la convergence uniforme. D’ou la conclusion. O
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2.6 Limites de distributions

Le résultat que 'on a en vue ici est celui-ci.

Théoréme 2.6.1 Si u,, (m € Ny) est une suite de distributions dans un ouvert ) de R™
telle que la limite

u(p) = lm_ um(p)

m—>—+0oo
existe est est finie pour tout ¢ € D(Q) alors w € D'(2). De plus, si K est un compact de
Q, il existe des constantes C, k, telles que

[um ()] < C sup sup [D%|, ¢ € D(K),
la|<k K

pour tout m.

L’énoncé est donc court 7 mais sa preuve est ... longue et repose soit sur un théoreme
fondamental de I’analyse fonctionnelle (théoreme de Banach- Steinhaus) soit sur la tech-
nique des < la bosse mobile >, qui est elle standard, technique, mais ne fait pas appel a
des résultats < extérieurs >.

Les preuves sont en annexe.

Donnons quelques exemples.

1) Soit ¢ € D(R™). Pour tout € > 0, posons
() = € Mp(x/e)

et ue = uy,. On a

Jim ule) =t [ v
= lim Y(x)p(ex)dx = ¢(0) Y(z)de.
e—=0+ Jrn R™

Ceci prouve que

lim . —/ Y(z)dx X .
R’ﬂ

e—0+

Ceci est a comparer avec la construction standard des unités approchées de composition (cf
cours < Introduction & 'analyse harmonique > MATHO0511). Dans le cadre des fonctions,
on a effectivement vu (cf MATHO0511) qu’il n’y avait pas de < neutre > pour le produit de
composition mais les unités approchées de composition jouaient en quelque sorte ce role.
Dans le présent exemple la forme des 1) en fait une unité approchée de composition (pour
autant que 1 > 0 et soit d’intégrale égale a 1). Au sens distribution, on a la convergence
vers Jp et on verra dans le chapitre consacré au produit de composition qu’en fait §y joue
effectivement le réle de neutre : u * § = u quelle que soit la distribution u dans R™.

7. en termes d’analyse fonctionnelle : la limite faible d’une suite de distributions est une distribution
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2) Soit ¢ € D(R™) tel que®

/ zY(x)dx =0 si |af <k.

Pour tout € > 0, posons

ule) =< [ 6 () pwin, ¢ DRY.

€

Notons que

Cela étant, la formule intégrale de Taylor dans R™ pour f € C,(R™) nous dit que® quels
que soient x,y € R, en posant y —x = h, on a

ZZ —Daf —l—pz / P~ (DY) (2 + th) dt.

J=0|al=j | jal=p

Pour tous ¢ € D(R"), x € R™ et € > 0 on obtient donc

W
,_.

/ et (Do) (tex) dt

[
Il
o

lo]=7 laf=k

8. Voir ’annexe pour une construction standard d’une telle fonction.
9. Voir ’annexe pour une preuve.
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Ainsi

ullp) = €* | V@)e(er)ds

= k Z/ (/ (1—t)k_1(D“cp)(tex)dt) dz.

|| =k
Cela étant, pour tous t € R et x € R", on a

lim(D%)(tex) = (D®p)(0).

e—0

On voudrait donc passer a la limite sur e...a travers tout. Montrons qu’on peut le faire.
On remarque d’abord que ’on a

1 1
k/ (1—t)Ftdt = —/ D1 —t)k
0 0
On obtient ainsi

wlp)= 3 [ Tovta) da (D%)0)

|a|=F

> / = (/ (1t)k_1(D"‘<p)(tex)dt> dz — Z / %mm dz (D%p)(0)

|a|=F

_ Z/n (/ k(l_t)k—l(pw)(m)dt) de

la|=F

_Z/Rna' (/k: le“)()dt)dm

|
=

|| =k
— k-1 oo\ (tex) — (D .
- ||Zk/1a‘ o ([ wa-0 (00 - (00)0) ) a
On a donc
)< C su D%p)(tex) — (D%p)(0
-3 f, ) de (D)) < © sy (D7) ter) — (D7)(0)

et la continuité des D%p en 0 permet de conclure que le membre de droite tend vers 0
lorsque € — 0.
Ainsi on a

lim uc(p) = > ca(D*0)(p)

e—0
o=k
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avec

ﬁ?/)(l’) dzx.

— (—1)lel
Ca ( ) Rn a'

3) Soit k un entier positif. Pour tout m € Ny, posons

Um(p) = mk/ eimxgo(x)d:z , @€ D).
R
Pour tout ¢ € D(R), on a

1 . .
Um(p) = mF! ,Dz(e’mm)go(:v)dx:imk_l/e’mecp(x)dx
R? R

= ---:ik/eimekgo(a;)dx—)O
R

si m — 400 en vertu du théoréeme de Riemann-Lebesgue.

4) Posons A
V() =me™ six >0 et Ypy(x) =0siz <0.

On a ici

+o0 . +o0 1 .
wnle) = [ memple)da = [ 2 DA p(o)da
+oo
= ip(0) + z/ e Do(x)dx — ip(0)
0

si m — +oo (encore en vertu du théoreme de Riemann-Lebesgue). Ainsi u,, — idp.



Chapitre 3

Produit de composition

L’objet de ce chapitre est de montrer que le produit de composition possede une ex-
tension naturelle aux distributions. Elle sera abondamment utilisée dans le chapitre 5.

3.1 Fermés composables

Le produit de composition de deux distributions peut étre défini lorsque leurs supports
sont composables au sens suivant.

Définition 3.1.1 Soit p un entier strictement positif. Des fermés non vides F1, ..., F, de
R™ sont dits composables si

{(.%'1,...,$p)€F1 X...XFp:.’Bl—I—...—i-(L‘pEK}
est compact pour tout compact K de R™.

Dés lors, les fermés F, . .., F}, sont composables si et seulement si les fermés F(y), ..., Fr(p)
sont composables pour toute permutation m de {1,...,p}.

Proposition 3.1.2 1) Deux fermés Fy et Fy de R™ sont composables si et seulement si
Fy N (K — F) est compact pour tout compact K de R™. Il s’ensuit que pour tout compact
K et tout fermé F de R™, les fermés K, F sont composables.

2) Si Fy, ..., F, sont composables alors

(i) F1+ ...+ F, est fermé,

(ii) F1,...,Fy, K sont composables pour tout compact K de R",

(i1t) Fi,...,F,_1 sont composables (avec p > 1),

(v) Fi,F,...,Fy_o, F, 1+ F, sont composables (avec p > 1).

Preuve. Ceci releve de la topologie générale. Plusieurs démonstrations sont possibles,
d’autant plus que 'on est dans R™.

41
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1) On a d’une part
{(331,372) e xFy:x1+x9 € K} C (Fl N (K—Fg) X (K— (F1 N (K—Fg)).

Des lors, si Fy N (K — Fy) est compact, les fermés Fy et Fy sont composables.
Réciproquement, si K est un compact, le fermé FyN(K — Fy) est inclus dans la premiere
projection de
{(m,y) €l x Fy Z.CC+y€K};

d’ou la conclusion.

2) Supposons que F1,. .., F, soient composables.
Prouvons (i). Soit (2, )m>1 une suite de Fy + ... + F, qui converge vers un point z.
(1) (p) (7)

Ecrivons x,, = oy’ + ...+ xy avec z;n € Fj; pour tout j. La suite x,, étant convergente,
K = {z}U{xy, : m > 1} est compact. Vu I'hypothese, toutes les suites 2 possedent des

sous-suites convergentes vers des points z; € Fj. Onax =21+ ... +x, € F1 + ...+ F),.
Le point (ii) résulte de I'inclusion

{(x1,...;zpyx) e i x ... xFyxK:x1+...+xp,+x €M}

C{(z1,....,20p) e FiX...xXFy:m+...+xpeM—-K} x K.

Le point (iii) résulte du fait que si y, € F}, 'ensemble
{(z1,...,zp1) €EFI X ... X Fp i1 +...+ap1 € K}
est inclus dans la projection sur les p — 1 premieres variables de
{(z1,...;zp) e i x ... xFy:ix1+...+z, €y, + K}
Pour le point (iv), on remarque que
{(x1,...,xp) e Fix ... x (Fp1+Fp) oy +...+xp1 € K}

est 'image de
{(x1,...,xp) e i x ... xFy:x1+...+z,€ K}

par Papplication continue (z1,...,2p) — (z1,22,...,2p—1 +2p). O

3.2 Composition d’une distribution et d’une fonction

Définition 3.2.1 Soient u € D'(R™) et ¢ € Coo(R™). Si les fermés [u] et [¢] sont compo-
sables, le produit de composition de u et ¢ est la fonction u * @ définie dans R™ par

(uxp)(x) = ulp(z = .))-

On dit que u et © sont composables.
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Puisque [u] N [p(z —.)] = [u] N (z — [p]) est compact pour tout z, u * ¢ est défini pour
tout x € R™ et la définition ci-dessus a bien un sens.
Cette définition étend le produit de composition de deux fonctions.

Propriété 3.2.2 Si f,g € L. _(R") sont tels que [f],p et [glpp soient composables, alors

loc

f et g sont composables et f xg € L} (R™).

loc

Si en outre g € Coo(R™), alors fxg € Co(R™) et on aup*xg= fx*g.
Preuve. Soit K un compact de R". Si z € K, on a

f()g(x o ) = fX[f}ppm(x*[g]pp)(’)gX[Q]ppm(m*[f]pp) (CIZ o )
- fX[f]ppm(K*[g]pp)('>gx[g]ppm(K*[f}pp) <$ - )
Des lors, comme fx(f],,n(K—[g]pp) € IX[g)ppn (K —[f],p) SOBE cOmposables (ce sont des éléments
de L'(R™) et que leur produit de composition est intégrable dans R™, on conclut en ce qui
concerne la premiere partie.

Si en outre g € Cs(R™), le produit de composition existe pour tout x et le théoreme
des intégrales paramétriques permet de conclure.

Enfin, pour h € D(R™) égal & 1 au voisinage de [f],, N (z — [g]), on a

(g 9)(@) = ug(gle =) = us (h()g(@ - "))
— [ o) fwsla - v) dy

= fy)g(x —y) dy
= (f*xg)(2).

On a aussi directement les propriétés suivantes.

Propriété 3.2.3 a) On a §p * ¢ = ¢ pour tout p € D(R™).
b) Sip € D(R"), on a (uxp)(0) = u(p) avec p(z) = ¢(—x). En particulier, siuxp =0
pour tout ¢ € D(R™) alors u = 0.

Théoréme 3.2.4 Siu € D'(R") et ¢ € Coo(R™) sont composables, alors
1. uxp € Cxn(R™),
2. D¥(u* ) = (DY) * ¢ = u* D%p pour tout o € IN",

3. Jux ] Clul +[],
4. sien outre ) € Coo(R™) et [u], [¢], [1] sont composables alors (uxp)*1p = ux(px1)).
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Preuve. 1. et 2. La fonction uxy est de classe C, en vertu du théoréme 2.5.1 (dérivation
de distributions de fonctions paramétriques). Seule 1’hypothése concernant les supports
n’est pas immédiate. Posons ®(y,z) = ¢(x — y). Si K est un compact de R™, on a

([u] x K) N [®] C ([u] N (K = [¢])) x K

donc ([u] x K) N [®] est compact. Ainsi d’une part on a
D(uxg)@) = D (ug(e@—y)
ug (D%9)( — )

= (uxD%)(x)

et d’autre part

D)) = Dg (uglplz— )

3. 81z ¢ [u] + [¢] alors

[u] N [p(z = )] = [u] N (2 = [¢]) =0
donc (u * ¢)(z) = 0. Puisque [u] + [¢] est fermé, ceci prouve que [u * @] C [u] + [¢].

4. Si [u], [p] et 1] sont composables, alors [u] et [¢] sont composables, de méme que
[¢] et [¢]. De plus, [u* @] et [¢h] sont composables car [u * @] C [u] + [¢] et [¢], [u] + [¢]
sont composables. De fagon analogue, u et ¢ * ¢ sont composables.

Cela étant, on a successivement

(@eerev) @ = [ o= puwdy
= [ o (pta==2)) vl dy

= o ([ ey )

= e ((pr )@ —2)
(w (o 4))(@).

La permutation de la distribution et de I'intégrale est justifiée par le théoreme 2.5.2. O
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3.3 Composition de distributions

Définition 3.3.1 Soient u,v € D'(R™). Si [u] et [v] sont composables, le produit de com-
position de u et v est la distribution dans R™ définie par

(1w v)(#) = uge) (v (@ +1)), » € DRY).
On dit que u et v sont composables.

Montrons que cette définition a bien un sens et que ’on définit ainsi une distribution.

L’expression est définie pour tout ¢ € D(R™). De fait, pour tout z € R”, p(x + .) est
dans D(R™) et

vy (el +y)) = (vxp)(—z).
Comme [v] et |@] sont composables (le second support est compact), la fonction =

vy (p(z +y)) est de classe Cop dans R™. Enfin, [u] N [vg,) (p(. +y))] C [u] N ([¢] — [v]) est
compact ; si x € D(R") est égal a 1 au voisinage de [u] N ([¢] — [v]) on a

(wrv)(p) = ) (x@)vg)(el@+)).-

Montrons que u * v est une distribution.

Tout d’abord, il est immédiat de voir que ’application u*v est liénéaire. Montrons alors
que 'on a les majorations dite < de continuité ». Soit K un compact de R™. Si x € D(R")
est égal a 1 au voisinage de [u] N (K — [v]), quel que soit ¢ € D(K) il vient, en utiisant le
fait que u puis v sont des distributions,

wro)(@)] = |ue (@@ +y),
< G sup sup |2 (x(@)ug (el +1))|
< O} swp sup fug ((D°9)(@ +9)) |

|| <k1 z€[x]

< C)Cy sup sup sup sup |(DPp)(z+1)|
la|<k1 |B|<kz z€[x] yeK —(X]
< (C1Cy sup sup|D%|.

la|<ki+ks K

Voici quelques propriétés relatives a la composition de distributions particulieres.

Propriété 3.3.2 a) Si f,g € Li,.(R") et si [flpp, [glpp sont composables alors us * ug =
Ufsg-
b) Siu e D'(R") et f € Co(R™) ont des supports composables, alors u* ug = Uys .
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Preuve. a) Notons tout d’abord que ’hypotheése sur les supports donne lexistence des
deux membres de I’égalité (f et g sont composables et leur produit de composition est
localement intégrable).

Par définition du produit de composition de deux distributions, pour tout ¢ € D(R")
on a

(up *ug)(p) = uy (ug (ol + y))> :
(@) \W)

Cela étant, le support de la fonction z — uy (p(z + y)) étant inclus dans [p] — [g]pp, si
(y)
x € D(R") égal & 1 au voisinage de [f],p N ([¢] — [g]pp) on a successivement !

rrug)e) = [ @) fo) (o + ) da
= [ @ 1) ([ st ay) ds
= [ @ ([ ate-ae ) i
= [ et ([ ot s ao) a

= [ e () de

avec la permutation des intégrales justifiée en refaisant le calcul avec les valeurs absolues.

b) Ici aussi, I'hypotheése donne lexistence des deux membres de 1’égalité.
Cela étant, soit ¢ € D(R™). Le cas de la composition d’une distribution et d’une
fonction donne, quel que soit © € R™,

up(p(z+.)) = (f*@)(—z) = (f*9)(0—x)

donc

(wrup)e) = g (urlple+.)

1. vu la propriété de x vis-a-vis des supports de f, g, ¢, I'intégration (en z) se fait en fait sur le support
de x et x(z) f(z) p(z +y) = f(z) p(z + y) comme on le vérifie en considérant x € [x] et = ¢ [x]
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|

Théoréme 3.3.3 Siu,v € D'(R") et [u], [v] sont composables alors

1 [wxe] o] + o,
si @ € Co(R™) et [u], [v], [¢] sont composables alors (u*v)*p=ux* (v @).
U*V=0VkU,
si en outre w € D'(R™) et [u], [v], [w] sont composables alors (u*xv)xw = ux(v* w),
D% (u*xv) = (D) *x v = u* D% pour tout a € IN".

G o

Preuve. 1. Si [¢] N ([u] + [v]) = 0 alors [u] N [v,)(e(. +))] C [u] N ([¢] — [v]) = 0 donc

(u*v)(p) = 0. Puisque [u] + [v] est fermé, ceci prouve le premier point.

2. Tout d’abord, I’hypothese sur les supports donne un sens au deux membres de
I’égalité.

Cela étant, pour avoir une idée de la facon de procéder, regardons tout d’abord le cas
ol ¢ est a support compact. Fixons x € R™. Par définition, on a

(s v) + ¢)(@) = (uxv) (=)
en définissant ¢ : t — p(x—t) on a donc successivement (par définition puisque ¢ € D(R))
() x o)) = w*w@(< )
= (uxv)(¥)
= ugy (v Wy +2)))

(

= Uy (U(z)(sﬁ T—y— Z)))
= Uy ( @) )

= (ux(vxyp))(z).

Supposons que ¢ € Cy(R™) sans que son support ne soit compact et bien stir que
[u], [v], [¢] sont composables (hypothese). Fixons z € R™ et définissons ¢ : t — ¢(x — t).
On a

v *

[uxo] N [Y) C ([u] + [v]) + (z = [¢]) = compact;

en prenant y € D(R™) égale & 1 au voisinage de ([u] + [v]) N (z — [¢]) on obtient donc, par
définition,

(wev)se) @) = (usv) (@)

)
)

= (u*xv)(x¥)
= (v (Xy—i—z y+z)>>
= o (v {0+ 3.
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Si on veut continuer comme dans le cas ou ¢ était supposé a support compact, il faut
g’assurer que

V() (x(y +2)p(z —y — Z)) = V(z) (@(w —y— Z))

c’est-a dire que z — x(y + z) convient pour définir cette expression par < extension par
support >. On a d’une part

plnlp(z —y —JCln(z—y—I[e)

et d’autre part x = 1 au voisinage de ([u] + [v]) N (z — [¢]) donc la fonction z — x(y + 2)
est égale a 1 au voisinage de

([ul + ] —y) N (z —y — [])

Il faut donc un peut affiner nos constructions afin que 'ensemble ([u]+[v]—y)N(z—y—[¢])
contienne I'ensemble [v] N (z —y — [¢]). Si y € [u] cela est vrai mais. .. il faut appliquer
la distribution u a cette fonction de y et il ne suffit pas que deux fonctions soient égales
sur le support d’une distribution pour que la valeur de celle-ci en ces deux fonctions soit
la méme! Par contre, si I’égalité a lieu dans un voisinage du support de la distribution 2,
alors I’égalité a lieu. Re-travaillons donc pour obtenir cela.

11 suffit de reprendre la construction ci-dessus mais en partant non plus de [u] mais d’un
voisinage de cet ensemble, par exemple [u] 4 b(€) ou b(e€) est la boule fermée centrée a ’ori-
gine et de rayon e. L’ensemble b(€) étant compact, les propriétés des fermés composables
permettent d’obtenir que [u]+ [v] + b(€) et [p] sont composables; soit donc x € D(R™) égal
a 1 au voisinage de (z — [p]) N ([u] 4 [v] +b(€)), cet ensemble contenant (x — [p]) N ([u]+[v]).
On reprend alors le développement ci-dessus avec ce x. On a donc toujours

plnlp(z —y —JCln(z—y—I[e)

mais ici on a x = 1 au voisinage de ([u]+[v]+b(e)) N (z —[¢]) donc la fonction z — x(y+z)
est égale a 1 au voisinage de

([u] +0(e) + [o] =) N (z =y = [#])-
Et ici , pour tout y € [u] + b(€), on a bien
[l N (z =y = [g]) € ([u] +b(e) + [v] —y) N (z —y = [¢])

donc
V() (x(y +2)p(z —y — Z)) = V(z) (@(w —y— Z)> Yy € [u] +b(e)

2. On a vu cette propriété pour des fonctions de D(Q); elle s’étend aux fonctions de f € Cs(2) avec
[f]1 N [u] compact. De fait, soient f,g € Coo(2) avec [f] N [u] et [g] N [u] compacts telles que f = g dans un
voisinage V' de [u]. Si h € D(2) est égal & 1 au voisinage de ([f] N [u]) U ([g] N [u]), on a u(f) = u(fh) et
u(g) = u(gh). Comme fh = gh dans V et que fh,gh € D(Q2), on a u(fh) = u(gh) donc u(f) = u(g).
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donc
((u V) * 90) () = ugy) <v<z) (x(y +2)p(r —y — 2))> = u(y) (v(z) (@(w -y - Z))>

et on continue comme dans le cas précédent.

3. En appliquant 1’associativité du produit de composition entre deux distributions et
une fonction, entre une distribution et deux fonctions et la commutativité du produit de
composition entre fonctions on a, pour tous ¢, € D(R"™),

(uxv)xpxp = ux(vr(pxp)) =ux*((vrp)*h) =ux(Y*(v*p))
= (uxy)x(vxp)=(vrp)x(ux) =v*(px(u*xy))
= v ((ux)xp)=vx(ux(px1)) = (v*u)*p*x.

Ceci prouve que (u*v) % @ = (v * u) * @ pour tout ¢ donc u* v = v * u.
4.De méme, si [u], [v] et [w] sont composables,
(wxrw)) e = uk((vew)* @) =ux (v (wp))
= (uxv)* (wxp)=((u*xv)*w)*e
donc u * (v w) = (u*v) * w.

5. Enfin, pour tout aw € IN" et tout ¢ € D(R™), vu les résultats relatifs a la composition
d’une fonction et d’une distribution et vu ce qui précede, on obtient

DY (uxv)xp) = (D uxv))*xp = (uxv)*x D% =wux(vxD%)
= ux (D) *x¢) = (u*x D) * p.

Ceci acheve la démonstration puisque le produit de composition est commutatif. O

3.4 Translation et produit de composition

Définition 3.4.1 Soit x € R™. On définit l'opérateur 1, de translation comme ceci : si f
est une fonction définie sur R™ alors 1,.f est la fonction définie sur R™ par

= f(y) = fly—2) VyeR™

On a alors le résultat suivant, lequel indique en quelque sorte que le produit de com-
position est < le seul > opérateur linéaire continu de D(R™) dans C(R™) qui commute
avec les translations.

Remarque. Rappelons que l'espace Coo(R™), muni des semi-normes naturelles est un
espace de Fréchet et que D(R™) est muni de la topologie naturelle de limite inductive



3.4. TRANSLATION ET PRODUIT DE COMPOSITION 50

d’espaces de Fréchet D(K,,) (m € Ng) ou K,,, (m € N) est une suite fondamentale de
compacts de R™. Un opérateur linéaire L de D(R™) dans Coo(R™) est donc continu si et
seulement si pour tout m 'opérateur

L : D(Kn) — Cso(R™)

est continu ; comme les deux espaces qui interviennent sont de Fréchet, cette continuité a
lieu si et seulement si, quelle que soit la suite ¢; (I € N) qui converge vers ¢ dans D(K,,),
la suite L(p;) (I € N) converge vers L(p) dans Coo(R™).

On peut aller plus loin grace au théoreme du graphe fermé : Un opérateur linéaire L de
D(R™) dans Cs(R™) est continu si et seulement si pour tout m et tout x € R™, l'opérateur

Ly : D(Kpn) = C ¢~ (L(p))(z)

est continu. De fait, vu la topologie de C'ro (R™), il est clair que la continuité de L entraine
la continuité de tous les L,. Réciproquement, comme D(K,,) et Co (R™) sont des espaces
de Fréchet, 'opérateur linéaire L est continu entre ces espaces si et seulement si son graphe
est séquentiellement fermé; et c’est bien le cas si les L, sont continus (topologie que la
convergence ponctuelle plus faible que celle de Cso(R™)).

Théoréme 3.4.2 Soit u € D(R™). Alors l'opérateur
L : DR") - Cx(R") @ uxgp
est linéaire, continu et vérifie
T.0L = Lor, Yz & R".
Réciproquement si un opérateur linéaire continu L de D(R™) dans C(R™) est tel que
T,0L = Lor, VYx&R"
alors il existe uw € D(R™) tel que
L(p)=u*xp Ve e DR").

Preuve. Rappelons que si une distribution u et une fonction f sont composables, alors
u* f est la fonction définie par (u* f)(y) = u(y —.), y € R™.

e Cela étant, si u € D(R™), le produit de composition entre une fonction et une distribution
nous indique tout de suite que L est bien défini et est linéaire. Montrons qu’il vérifie la
propriété de commutativité annoncée et qu’il est continu.

D’une part pour tous z,y € R, on a

(rL(9) ®) = (L) =) = (wr )y —2) = u (ely -2 — )
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et

(L(w)) (y) = (u*10)(y) = u ((Tw)(y - -)) =u (w(y —. = x)) :

D’autre part si K est un compact R™ et si ¢; (I € N) est une suite de D(K) qui converge
vers ¢ dans D(K), on doit montrer que pour tout compact K’ et tout multi-indice «, on
a

lim sup |D*L(g;)(z) — DYL(p)(x)| = 0.
=400 e Kt

Pour tous z,a,l on a
DL(g)(w) - D°L{p)(x) = (wx (D%~ D)) () = u (D01 — D*¢)( - ).

Quel que soit x € K, le support de la fonction ¢ — (D%p; — D%p)(x —t) est dans K/ — K ;
la majoration de continuité de u dans ce cas donne 'existence de C' > 0 et de k € N tels
que

sup
zeK'’

(D% = D)= ))| <€ sup | - D) ().
|BI<k,yeK'—K

Comme le support de ¢ et des ¢; est dans K, on a

sup )(D““ﬂ ¢ — D*P @)(y)} < sup )(D”ﬁ o1 — D*P @)(y))
|8|<k,yeK'—K |B|<k,ycK

et on conclut étant donné I’hypotheése de convergence de la suite ¢; (I € N).

e Montrons a présent la réciproque.
Supposons avoir une telle distribution u; cherchons son expression en fonction de
Popérateur L. Quel que soit ¢ € D(R™), on a

(ux?) (0) = ulp) = (L)),
Cela étant, montrons alors que 'opérateur
u: DR =C ¢ (L(@)) ()
est une distribution telle que
L(p) = uxp Yo e DR").

Vu la linéarité de L, il est clair que u est linéaire. Et u est également continu car L
est continu et que la topologie de la convergence ponctuelle est plus faible que celle de
Coo(R™).

Il reste donc a montrer que

L(p) =uxp Vo eDR")
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c’est-a-dire que, quel que soit ¢ € R™, on a

L(p)(z) = (uxp)(z) = u(p(z—.)) = (Llp(z+.)))(0) VzeR"

C’est bien sur ici que ’hypotheése de permutation de L et des translations va jouer. On a
en effett

(L{p(x +.)))0) = (L(1-29))(0) = (7-2L(¥))(0) = L(p)(x).



Chapitre 4

Distributions tempérées

Si on veut généraliser la transformée de Fourier aux distributions comme on a fait les
généralisations dans ce qui précede (dériver, multiplier par une fonction Cy, composer,
etc), c’est-a-dire en faisant < subir > application a la fonction test puis en appliquant
la distribution a la nouvelle fonction obtenue, on se heurte ici au fait que la transformée
de Fourier d’une fonction non nulle de D(R) appartient bien & C(R) mais n’est pas a
support compact L

Ainsi, comme pour les fonctions, la transformée de Fourier d’une distribution ne peut
étre définie que sous certaines conditions. Il est naturel de remplacer ’espace des fonctions
test D(R™) par? S(R"). Ce dernier est en effet stable pour la transformation de Fourier
alors que D(R™) ne lest pas.

4.1 Fonctions a décroissance rapide

La transformée de Fourier d’un élément non nul de D(R™) n’appartient jamais a D(R™).
De maniere a améliorer le comportement des fonctions test pour cette transformation, nous
considérons un ensemble plus grand.

Définition 4.1.1 On désigne par S(R™) l’ensemble des fonctions f de classe Coo dans R™
telles que

prn(f) = sup sup (1 + |z)[D*f(z)|
‘a|§k} rER?

soit fini pour tous naturels k, N. Classiquement, on dit qu’une telle fonction est dite < a
décroissance rapide >.

1. De fait, si elle I’est, alors la fonction—qui est la transformée de Fourier de sa transformée de Fourier—
est la restriction a R d’une fonction holomorphe dans le plan; mais la fonction étant nulle en dehors d’un
compact, on obtient alors qu’elle est nulle partout !

2. espace des fonctions < & décroissance rapide >, voir plus loin pour une étude de cet espace

53
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Remarquons que 1’on peut remplacer les < poids > (1+ |z|) par les < poids >1 +|z|".
De fait, les fonctions @ ~ (1 + |z]|)V et z + 1 + |z|"V sont des polynémes en |z| de degré
N dont le coefficient de |z|" est 1 donc

1 N
lim DTy
z—oo 1+ |x|N

et par suite il existe des constantes r, R > 0 telles que
r(14zN) < Q4+ z)Y < RA+|z[Y), VzeR™

Cela étant, passons en revue quelques propriétés immédiates de cet ensemble.
e On a D(R") C S(R").
e La fonction z + exp(—|z|?) est & décroissance rapide.
e Muni de I'addition et de la multiplication par un complexe, S(R™) est un espace vectoriel.
e Le produit de deux fonctions a décroissance rapide est a décroissance rapide.

e Les fonctions a décroissance rapide sont bornées, intégrables et de carré intégrable dans
R™.

Les fonctions py x permettent de définir une topologie (de Fréchet) sur I'espace vectoriel
S(R™); on y reviendra (théorie et/ou exercices). Mais pour le moment, nous n’introduirons
que les notions de convergence et de Cauchy (qui correspondent bien sur a la structure
topologique que 1’on vient de mentionner).

Définition 4.1.2 On dit qu’une suite f,, (m € No) d’éléments de S(R™) converge dans
S(R™) wers une fonction f € S(R™) si la suite py n(f — fm) (m € Ng) converge vers 0 pour
tous k, N.

Une suite fm, (m € Ng d’éléments de S(R™) est de Cauchy dans S(R™) si , pour tous
k,N, pr.n(fr — fs) converge vers 0 lorsque r et s tendent vers +00.

Dans le cadre de cet espace, on a aussi le caractere séquentiellement complet (au sens
ou toutes les suites de Cauchy convergent), comme le montre le résultat suivant. Et on a
aussi un résultat de densité qui s’averera plus qu’utile.

Proposition 4.1.3 1. Toute suite de Cauchy dans S(R™) converge.
2. Tout élément de S(R™) est la limite dans S(R™) d’une suite d’éléments de D(R™).

Preuve. 1. Si fn, (m € Np) est une suite de Cauchy dans S(R™), toutes les dérivées
termes a termes de la suite f,,, (m € Np) sont de Cauchy pour la convergence uniforme dans
R™. La suite f,,, (m € Ng) converge donc uniformément vers une fonction f € Co(R™). 11
reste & prouver la convergence dans S(R™).
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Fixons N et k et soit € > 0. Puisque la suite f,, (m € Ng) est de Cauchy, si r et s sont
assez grands et |a| < k, on a

(1 + &)V D* fr(@) = D*fo(@)| < pen(fr = fs) <€
pour tout x € R". En passant a la limite sur r on obtient
(1+[2)N[DYf(z) = D fs(x)| < €

si s est assez grand et |o| < k. Ceci montre que f € S(R™) (puisque c’est un espace
vectoriel) et que la suite f,, (m € R™) converge vers f dans S(R").

2. Prouvons la seconde partie de I’énoncé. Soit f € S(R™) et x € D(R™) une fonc-
tion égale a 1 dans la boule unité. Les fonctions = — f,,(z) = x(x/m)f(x) (m € Np)
appartiennent a D(R™). Montrons que la suite f,, (m € Npo) converge vers f dans S(R™).

Pour tout naturel positif N et tout multi-indice «, on a

D(f — f)(@) = (1= x(a/m)) D°f(2) = D Com D X)(@/m) D f(a).
B<a, B#0

Cette expression est nulle si |z| < m. Il existe donc une constante C' telle que

o (1 )Y = @) = sup (1 )Y D°(F — )
< = sup (1L )V D — f)@)
|z|>m

C
< = sup sup (1+ [2) VD ().
M ||<|a| z€R™

Ceci démontre la proposition. O

Rappelons que la transformée de Fourier (+,-) d’une fonction f € L;(R™) est définie
par

(FEf)(€) = FEf = /R P ()

On sait que les fonctions F* f sont uniformément continues dans R™, convergent vers
0 & linfini et que || F* f|loo < |If]1-

Rappelons aussi les définition et propriétés suivantes. Si f € Ly N Ly alors || FEf|s =
(2m)2|fl2. Si f € Ly et fy, (m € Np) est une suite de fonctions de Ly N Ly qui converge
dans Ly vers f, la suite F*f,, (m € Ng) converge dans Ly et sa limite est indépendante
de la suite f,,, (m € Ng) choisie. On pose

FEf= lim FTfp,.

m——+00

L’égalité ||FE f|lo = (2m)™?| f||2 reste valable pour tout f € Lo.
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Etablissons maintenant un résultat important de continuité : la transformée de Fourier
d’un élément de S(R™) est en encore un élément de cet ensemble et cette application
(transformation de Fourier) est continue de S(R™) dans S(R").

Proposition 4.1.4 Si f € S(R") alors F*f € S(R"). De plus, pour tous naturels k, N,
il existe des naturels k', N' et une constante C > 0 tels que

PN (FEf) < Cpwni(f), Vf € SRY).

En particulier, si une suite fp,, (m € Ng) converge dans S(R™) wers f, alors la suite
F*fm (m € Ng) converge dans S(R™) vers F*f.

Preuve. L’idée est d’utiliser les relations liant les dérivées et la transformation de
Fourier.
Pour tout f € S et tout a € N*, on a

Do‘}'gjtf = (£4)” / eFISTY> 3 f(z) da

n

et
+ o p - NaTE
fny_(:FZy)fyf

On en déduit que
FE(a-a)1) = a+ly?) Fsf
Notons aussi que, quel que soit r > 0, on a

L+r < 2(1477).

Cela étant, pour tout naturel N et tout o € N, on obtient successivement

A+ y)N [DNFFH] < 2V + Y

/ e:l:i<ac,y> el f(l’) dx

2N

/n e:l:i<ac,y>(1 _ A)N(xaf(l‘)dx)

< (C sup (1 + |$|>n+1 }(1 - A)N(ﬂfaf(l‘))‘
zeR™
< C'pan,n+14al(f)

et on conclut.O
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4.2 Distributions tempérées et transformation de Fourier

Définition 4.2.1 Une distribution u € D'(R™) est dite tempérée s’il existe une constante
C' et des naturels k, N tels que |u(p)| < Cpi,n(¢) pour tout ¢ € D(R™). On désigne par
S'(R™) 'ensemble des distributions tempérées.

Si une fonctionnelle linéaire sur D(R™) vérifie une estimation de type ci-dessus, c’est
bien stir une distribution tempérée.

Un important exemple de distribution tempérée est celui des distributions a
support compact (on y reviendra quand il s’agira d’étudier la transformation de Fourier
de distributions tempérées). De fait, si u est une distribution & support compact et si
X € D(R™) est une fonction égale & 1 dans un voisinage du support de u, alors il existe
C > 0et k €N (qui dépendent du support de y) tels que

lu(p)| = lulex)] < € sup  [D%(ex)(z)| < €' sup [D%(z)|, Ve € DR").
z€[x],le|<k zeR"|a|<k

Commencons par définir u(f) lorsque u est une distribution tempérée et
f un élément de S(R™). Vu la propriété de densité, il existe une suite ¢, (m € Np)
d’éléments de D(R™) qui converge vers f dans S(R™). Comme on a

‘u((pr) - u(@s)‘ = ‘U((,Or - SDS)’ < Cpk,N(SDT - 905)

quels que soient les naturels 7, s, la convergence de la suite ¢, (m € Npy) dans S(R™)
implique que la suite numérique u(p,,) (m € Np) est de Cauchy, donc converge. Par la
technique habituelle, on obtient directement que la limite ne dépend pas de la suite choisie;
on la désigne alors par u(f).

De plus, si |u(y)| < Cpg,n(p) pour tout ¢ € D(R™), on obtient aussi |[u(f)| < Cpg n(f)
pour tout f € S(R™).

Ce qui précede montre que toute distribution tempérée s’étend en une fonctionnelle
linéaire continue sur S(R™).

Définissons a présent les transformées de Fourier d’une distribution tempérée.
Si u est une distribution tempérée, la distribution F*u définie par

(Fru)(p) = u(F*¢), ¢ € DR,
est tempérée en vertu de la proposition ?7. On a aussi
(Fru)(f) = u(F*f)

pour tout f € S(R™). De fait, si ¢, (m € Np) est une suite d’éléments de D(R™) qui
converge vers f dans S(R™), par définition on a

(FFu)(f) = lim (F5u)(om).

m—r+00
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Par ailleurs, la suite F*p,, (m € Ng) converge vers F*f dans S(R") (cf encore ?7);
des lors la suite (F&u)(om) = u(FEom) (m € No) converge vers u(F* f) puisque u est
tempéré et on conclut.
On dit que F¥u est la transformée de Fourier de u. Pour toute distribution tempérée
u, on a
FFFEu = (2n)"u

comme on le vérifie en repassant a la définition de la transformée de Fourier d’une distri-
bution tempérée et du théoreme de Fourier dans le cas des fonctions intégrables.

Bien sir les transformées < + > et < — » sont liées, comme c’est la cas pour les
fonctions : on a

(Fru)(p) = (Fu)(p(=.).

Donnons quelques exemples.

Exemple 4.2.2 La transformée de Fourier de la distribution de Dirac en 0 est la distri-
bution de la fonction 1. Plus généralement, si xg € R™, la transformée de Fourier de 0,
est la distribution associée & la fonction x — eT<%:T0>

Ainsi, il résulte de la formule d’inversion de Fourier que la transformée de Fourier de
la fonction 1 est (2m)™dp.

De fait on a directement

(P8 ) =6y (FEF) = [ 5000 (@) do
Exemple 4.2.3 Si f € L1(R™) ou Ly(R™), alors F¥uy = uz+ ;.

Exemple 4.2.4 Si u est une distribution a support compact, on a
(Fru)(f) = | fy) u(e™<) dy, VfeSR).
Rn

C’est une conséquence immédiate du théoréme relatif a la permutation d’une distribution
et d’une intégrale.

La transformée de Fourier d’une distribution & support compact s’identifie donc tou-
jours a une fonction de classe C. On utilise généralement les notations

0oy aly) =u(e™ V7)) a oy e ay) = u(e<Y).

Ces fonctions s’étendent a des fonctions entieres qui possedent un comportement particulier
(cf le théoreme de Paley-Wiener).
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Exemple 4.2.5 On a

T p(x) — (-
(FEY)(p) = 10(0) £ i /0 pl@) —e(=2) ;0

x

On en déduit que la transformée de Fourier positive F* de la distribution pf(1/z) est la
fonction x — imwsgn(x).

De fait, si ¢ € D(R) a son support inclus dans [—R, R], on a successivement

(FFY)(e)

“+oo
Fyo dy

0

400 R
/ </ e p(x) dx) dy

0 -R

N/ R

. pREL

) </ e
N
z:(:y

ech -1
lim < >
N—+oo

(zN) N)—1
<cos:l: —Hsm(m ) >dx

lim
N—+o0

im_ [ (w(m) cosaN) =1 sin(:cN)) .

N—+oo J_ 1r Xz
R R :
N)—-1 N
Jim ( / o) SN L / w(x)wﬂw)da
—+00 \J_R 1T R T

Cela étant, examinons séparément les deux intégrales. On a

[,

p(z)

cos(zN) — 1

X

. /OR (w(a:) cos(xN) -1 + (=) cos(:r]Y) - 1> i

(24 —iT

= /RCOS(xN)de ¥ /R@(‘z?‘@@)dm
0 0

= [ (o) + o) Ny,
0

= /R p(2) £ o(=2) - 20(0) sin(xN) dx + 2¢(0) /R sin(e ) dx.
0 T 0 X
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Cela étant, le théoreme de Riemann-Lebegue donne

lim Rcos(xN) (@) = p(=2) d

- r = 0
N totoo Jy ix

et
R ) —
LR e@) + e(=2) = 20(0)
N—+oco 0 X

sin(zN) dz = 0.

Ainsi, on obtient finalement

T () — o(—x
(FTY)(p) = i/o ('0();0() dx + 7(0)

Exemple 4.2.6 Si0 < a <n et

7.0 = | A0 4 e SR,

n e

alors
=2 ((n — a) /2)

=+ _
P = I(a/2)

Th—o-

De fait, pour 0 < a < n, la fonction x — 1/|z|* est localement intégrable (on le
voit en passant aux coordonnées polaires dans R™) donc définit bien une distribution. De
plus, comme z +— 1/(]z|* (1 + |z|™) est intégrable sur R™ (on le voit aussi en passant aux
coordonnées polaires dans R™), T, est bien une distribution tempérée.

Tout d’abord, notons 1’égalité suivante, faisant intervenir la fonction I'; nous ’exploi-
terons dans le calcul de la transformation de Fourier demandée. Pour tous r > 0 et tout

>0 ona (%)
1 1 Foo
— = — / e "t dt.
r I'(s) Jo
Cette égalité se démontre directement en faisant le changement de variable naturel u = rt.

Cela étant, le calcul rigoureux de la transformée de Fourier de T, repose sur les
développement suivants, dans lesquels il manque visiblement de justifications pour per-
muter les intégrales; le calcul rigoureux se trouve dans ’annexe.

Effectuons ces développements pour n = 1 et F*+ (pour alléger les notations); le cas
général utilise les mémes techniques. Soit ¢ € D(R). Pour trouver ’expression de

Fro
FIT, = L dx
06(80) /R ’$|Oz
on va remplacer 1/|z|® par une intégrale de type ci-dessus ((*), 7 = |z|?, s = a/2), écrire la
transformation de Fourier sous la forme d’une intégrale, faire des permutations d’intégrales
(c’est cela qui n’est pas rigoureux) et se rappeler la forme explicite de la transformée de
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Fourier d’une gaussienne ; ces manipulations permettront d’arriver au but. Formellement
on a donc successivement

’ 1 2
+ — izy —|z|?t /21
FTale) ///RXRX]O,-i-oo[ e elw) F(O‘/Q) ‘ ' da dy dt
1 // a/2—1 (/ iy —x3t )
= — y)t eVe dx | dydt
T2 o im 7Y .
1 // a/2—-1 \/7 —y2/(4t)
= ply)t Y dy dt
(0/2) JJrsgo oo 7Y ;

A ce stade, le changement de variable u = 1/4t puis I'utilisation de (*) avec r = 32 et
s = —a/2+ 1/2 donne finalement

21 «
P = T [ ([ ) o

_ 2!~ a\F e —a/2+1/2) L,— 2 u
= T k” </0 i) dy
2w ()F( a/2+1/2)
T T(/2) )k ly|t=e
2= /7T (—a/2 +1/2)
T(a/2) Ti-a(®),

dy

comme annonceé.

4.3 Distributions périodiques

Dans cette section nous n’envisagerons que le cas n = 1, pour alléger les notations.

Définition 4.3.1 Soit a > 0. Une distribution u dans R est dite périodique de période a
(ou a-périodique) si
u(p(. +a)) =ulp), VeeDR).

Si u est périodique de période a, on obtient immédiatement que, quelque soit I'entier n,
on a u(p(. +na)) = u(p) pour tout ¢ € D(R).

L’objectif de cette section est de montrer que toute distribution périodique est tempérée.
Au préalable, établissons la propriété suivante, laquelle nous sera bien utile par la suite.

Propriété 4.3.2 Soient u une distribution dans R, a € Ry et po € D(R). Si, pour tout
m € Z, on pose

Cm = U(g) (goo(x)e%> ,
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alors il existe une constante C' > 0 et un naturel N tels que
lem| < C (14 |m|)N, VYm e Z

Preuve. Comme v = pgu est une distribution a support compact, il existe des constantes
c> 0,k € N telles que

lu(feo) =o(f)l <C sup  |[DUf(z)], Vfe CCxR).

w€lpo),0<a<k

Deés lors on obtient

oul = [ (55)| <€ sup D6 (@)] < Co(1pm) < C(14ml)E, e Z
xz€[po),0<a<lk

O
Le résultat suivant est une généralisation de la décomposition d’une fonction ZZQOC et

périodique en série trigonométrique de Fourier.

Proposition 4.3.3 Siu est une distribution a-périodique, alors il existe une suite unique
de complezxes ¢, (m € Z) telle que

400
up)= D cm /R e B () da

m=—00

pour tout ¢ € D(R).
De plus, si o € D(R) est tel que Y32 po(x — ak) = 1 pour tout réel x, alors

_ 1 2imtma/a
Cm = —U(z) (gpo(az)e ) , VYmeZ.

Preuve. Prouvons 'unicité : supposons que

+o0
ulg) = Y cm /R e 2mmela () da

m=—00

pour tout ¢ € D(R) et déterminons 'expression des ¢,,. L’idée est d’adapter la preuve
dans le cas des séries trigonométriques de Fourier, c’est-a-dire d’adapter I'orthogonalité
des exponentielles.

Soit une fonction g € D(R) telle que® S°>° _ o(x —ak) = 1 pour tout réel z et soit
M € Z. Posons () = po(z)e™=/a On a

—2itmx/a _ ¢ —2irma/a 2itMz/a _ a sim=M
/Re o(z) dx /Oe e {0 sim 4 M

3. Construction standard & partir d’une fonction de D(R), & valeurs dans [0, 1] et égale & 1 sur [0, a]
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et des lors

+o00
u(p) = Uz (@0($)€21WMr/a) _ Z Cm /R€—2z7rmm/a<p($) dr = acy,

m=—00
d’ou

i = L (slomi)

Montrons a présent que les coefficients
Cor — lu 2irmx/a Z
m= (z) | $o (x)e , me

oll pg € D(R) est tel que Y 7°° __ po(x — ak) = 1 pour tout réel x, conviennent.
De fait, soit ¢ € D(R). Comme ¢q et ¢ sont a supports compacts,

+oo

S ol- — ak)e(.)

k=—o00

est en fait une somme finie et des lors

“+oo

u(@) = > u (ol —ak)p).

k=—o0
En se servant de la périodicité de u, on obtient ensuite

—+o00

u(e) = Y u(vopl. +ak))

k=—o0

puis, de la méme maniere que ci-dessus,

+oo
u(p) = u (cpo(-) > w(-+ak)>-

k=—oc0
Posons
—+o00
()= Y o +ak).
k=—o0

Comme ¢ € D(R), cette fonction ® est continue sur R et périodique de période a; son
développement en série trigonométrique de Fourier dans Ly(]0, a[) est donc

—+00

400
1 ¢ inlt/a —2imlx/a 1 inlt/a —2irlx/a
Pa)=— > (/0 e? lt/@(t)dt) DY </Re2 zt/w(t)dt> o—2imlz/a

l=—00 l=—



4.3. DISTRIBUTIONS PERIODIQUES 64

Cela étant, on vérifie directement que
- Z (/ 2i”lt/acp(t)dt> e~ 2iml-/a wo(.) — Pyo dans D(R)
l—foo

et des lors on obtient

() = ulipo®) = ili ([ emereptoyir) w (e gul)

et on conclut.O

On arrive donc au résultat annoncé au début de cette section, lequel n’est qu'un co-
rollaire des résultats précédents.

Théoreme 4.3.4 Toute distribution périodique est tempérée.

Preuve. Soit u une distribution a-périodique. Vu les deux résultats précédents, il existe
des coefficients ¢, (m € Z) et des constantes C' > 0, N € N tels que

lem| <CA 4+ |mDY, YmeZ et u( Z / —2immafa g (yde, Ve € D(R).

On obtient donc successivement (utiliser la continuité de la transformation de Fourier sur
S(R), cf début du chapitre)

IN

C Z 1+ |m)N

m=—00

/e—inmz/agp(x)dx
R

+o0
= C ) (1+|m)"*

/ 67 2i7ram.'p gp(x)dm
R
+o00

o Z (1+ |27m/al) N+2‘

m=—0oQ

o

m=—00

u(p)]

o
(1+ |m])?

IN

27rm/a ‘ 1+‘m|)

IN

IN

Cs pir N/ ();

d’ou la conclusion.O
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4.4 Le théoreme de Paley-Wiener (cas n = 1)

Notation : u pour la transformée de Fourier négative (d’une fonction, d’une distribution
tempérée).

En guise d’introduction, énongons la propriété qui suit, laquelle se démontre direc-
tement.

Propriété 4.4.1 Si f est localement intégrable et a support compact alors sa transformée
de Fourier s’étend a une fonction holomorphe dans C et il existe C' > 0 tel que

f)lsc et vzec
ou A > 0 est tel que [f] C [—A, A].

Cette propriété s’étend au cas des distributions & support compact et la
réciproque est vraie. Ce (double) résultat s’appelle le théoréme de Paley-
Wiener.

Pour rappel, si u est une distribution dans R & support compact, c’est une distribution
tempérée dont la transformée de Fourier u est la distribution tempérée associée a la fonction
Y = u(x)(e*my). Cette fonction se prolonge en une fonction holomorphe dans C. Par abus
de langage et de notation, on dit et écrit que le prolongement holomorphe de la transformée
de Fourier de u est la fonction z — @(2) = uy,) (e™"*%).

Théoréme 4.4.2 (Paley-Wiener I) Siu est une distribution dans R dont le support est
inclus dans [—A, A] alors il existe C; N > 0 tels que

[a(z)| < C 1+ 2N A%, vz e

Preuve. Soit x € D(R) une fonction qui vaut 1 au voisinage de [—A, A] et dont le
support est inclus dans [-A — 9§, A+ 4] (ot 6 > 0). La majoration de continuité de v donne
alors 'existence de C' > 0 et k € N tels que

u(f)l=lu(fY)l<C  sup  [DF(xf(z)| <C"  sup  [DFf(z)], Vf€Cx(R)
|z| <A+, a<k |z|<A+6, a<k

ot C' est C' multiplié par une autre constante strictement positive qui ne dépend que de
k et de x.
Soit alors z € C. Par I'inégalité précédente, on obtient

lugy (™) < ¢ sup  [DZeTE < C'(1+[2])F sup [e7F| < C'(14]z])keATOINE
|| <A+, a<k 2| <A+6

Pour z de partie imaginaire nulle, on a donc I'inégalité annoncée :

[8(2)] = fugey(e™%)] < C/(1+ |24 = /(1 4 |2l e
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Si la partie imaginaire de z n’est pas nulle, on procéde comme suit. On pose £ = 1/|3z| et
on prend une fonction ¢, € D(R), égale a 1 au voisinage de [—A, A], dont le support est
inclus dans [-A — e, A + €] et telle que

|D%).| < Coe™, Va<k.
On obtient
‘U(x) (671z2)| = ‘U(ﬂc)(we((li)e*m’z)‘ < o4 sup ‘Dg‘ (ws(x)efixz) |

2| <A+e, a<k

a

< C'Cy sup ZC’g[s_j|z|°‘_je”ﬁZ
|z]|<A+e, a<k §=0

< Clco2k (1+ |Z|)k €(A+€)|%Z|

= C'Cy2be (1 + |2|)F AP,

D’ou la conclusion. O

Passons a la réciproque, laquelle demande bien davantage de travail. Etablissons tout
d’abord le lemme suivant.

Lemme 4.4.3 Soit f une fonction holomorphe dans C. Supposons qu’il existe A > 0 tel
que, YN € N, 3Cx > 0 tel que

If(2)] < On (1+]2])7N 292 vz e C.
Alors il existe p € D([—A, A)) tel que
p&) = f(§), VEeR

(et méme dans C).

Preuve. Vu ’hypothese, la restriction a R de f est une fonction intégrable. Pour conclure,
il suffit des lors de montrer que F* f appartient & D([—A, A]).

Comme on a o

N

@) < ey
pour tout N € N, on obtient tout de suite que la transformée de Fourier de f est
indéfiniment contintiment dérivable dans R. Il reste donc a montrer que son support est
inclus dans [— A, A].

Fixons y € R et 6 > 0. Vu 'holomorphie de f, on a successivement

R
+ _ li wwy
F,f gl _Re f(z) dx

ze€R

= lim |- (2)e* dz +
R—+o00 VR,(S

(2)e™* dz + /

Drs

f(2)e? dz)

/
VR,(S

= lim (2)e?* dz = / Ft + i6)e™ti0) gy
R—+o00 DR,B R
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ol Vs est le chemin ¢ € [0,6] — R+ it, olt Vp 5 est le chemin ¢ € [0,4] — —R + it et o
Dp s est le chemin ¢t € [-R, R] — t + i6. On obtient donc

1 A5 5(A—
~ € dt < Chye¥Av),

Fifl<c y‘s/
7yl = One™ |

Des lors, si A —y < 0, on obtient limgs_, 1 o e9(A=v) — 0 donc
+r
Fp =0, Vy> A
On procede de maniere analogue pour obtenir
.szf:O, Yy < —A.
Od

Théoréme 4.4.4 (Paley-Wiener II) Soit f une fonction holomorphe dans C. Suppo-
sons qu’il existe A >0, C' >0, N € N tels que

1F(2)] < C (1 +|z))N e vz ecC.
Alors il eziste une distribution u a support compact inclus dans [—A, A] telle que
f(z) =u(z), =zeC.

Preuve. Vu les hypotheses sur f, cette fonction définit une distribution tempérée. Pour
conclure, nous allons montrer que sa transformée de Fourier (+) est & support compact
inclus dans [—A, A].

Cela étant, les hypotheses vérifiées par f ressemblent a celle du lemme précédent a
Iénorme différence prés des quantificateurs! L’idée est alors d’approcher (dans une sens
bien précis!) f par des fonctions qui, elles vont vérifier les hypotheses du lemme.

Allons-y!

Soit ¢ € D([—1,1]) d’intégrale égale a 1 et pour tout m € Ng, posons ¥, (z) =
m(mzx). On sait que lim;, 400 (¥m * ) = ¢ dans D(R) pour tout ¢ € D(R). Par un
calcul standard et direct, on montre aussi que pour tous naturels m, M, il existe une
constante C, > 0 telle que

| Fap }<CJ,V[7’” ISzl/m v, e C
SR TR

Des lors, pour tout m et tout M € Ny, il existe des constantes C'ys ., > 0 telles que

[FG)FS ] < T2, s e,
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Le lemme précédent fournit alors
om €D ( [—A—1/m, A+ l/m]) tel que F~ o = fF b

pour tout m.

L’idée est maintenant de faire intervenir fet les ¢, lesquelles sont a support compact
bien localisé! Exploitons donc les égalités F~ ., = fF ).

Quel que soit m, la fonction g,, = fF T1),, définit une distribution tempérée et on a,
quel que soit ¢ € D(R),

(Frug,) (9) = /R gm(z) Fio do = /R (@) Fivom Fi o de = /R F@) FF () da.

Cela étant, d’une part on a
lim (wm * (P) =

m—-+00

dans D(R) donc aussi dans S(R) ; il s’ensuit que l'on a également

lim Ft (¢, x¢@)=Fto

m—-+00

dans S(R). Cela étant, les hypotheses sur f et cette dernieére convergence impliquent que

lim /R F@) FF (mrg) do = /R f@) Frode = (Frup)().

m—+00

D’autre part, en se rappelant que F~ @, = fF " = gm, on a

(Frug, ) (p) = 2muy,,(p) = 27T/90m(x) o(x) du.
R

On a donc
A+1/m N
2r lm Rtpm(sv)w(fﬂ) de = 2r lm tm em(z) p(x) dv = (Fug)(p).

Si [p] C R\ [—A4, A], alors [p] C R\ [-A—1/m, A+ 1/m] pour tout m suffisamment grand
et des lors (FTuy)(¢) = 0; cela montre que le support de Ftuy est inclus dans [—A, A].
g

4.5 Extensions

Dans la partie consacrée aux exercices, on peut trouver des résultats (exercices théoriques)
concernant la composition d’une distribution tempérée et d’une fonction a décroissance
rapide et de la transformée de Fourier.



Chapitre 5

Solutions élémentaires

Une petite introduction (extrait de Wikipedia (15/05/23)) : En mathématiques et en
physique, une fonction de Green est une solution (également appelée solution élémentaire
ou solution fondamentale) d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants,
ou d’une équation aux dérivées partielles lincaire a coefficients constants.

Ces < fonctions > de Green, qui se trouvent étre le plus souvent des distributions, ont
été introduites par George Green' en 1828 pour les besoins de l’électromagnétisme. Le
mémoire de Green restera confidentiel jusqu’a sa republication en trois parties, a partir
de 1850. Les fonctions de Green, qui seront dénommées ainsi par Riemann?® en 1869,
seront alors abondamment utilisées, notamment par Neumann?® en 1877 pour sa théorie
du potentiel Newtonien dans un espace & deux dimensions, puis en 1882 par Kirchhoff*
pour ’équation de propagation des ondes dans un espace a trois dimensions, et enfin par
Helmholtz® en acoustique.

1. George Green (juillet 1793 - 31 mai 1841) est un physicien britannique presque totalement autodi-
dacte.

2. Georg Friedrich Bernhard Riemann, né le 17 septembre 1826 a Breselenz, Royaume de Hanovre, mort
le 20 juillet 1866 a Selasca, hameau de la commune de Verbania, Italie, est un mathématicien allemand.
Influent sur le plan théorique, il a apporté de nombreuses contributions importantes a la topologie, I’analyse,
la géométrie différentielle et le calcul, certaines d’entre elles ayant permis par la suite le développement de
la relativité générale

3. Carl Gottfried Neumann (7 mai 1832 Konigsberg - 27 mars 1925 aLeipzig) est un mathématicien
allemand. Il a notamment travaillé sur le principe de Dirichlet et fut 'un des pionniers de la théorie des
équations intégrales.

4. Gustav Kirchhoff (né le 12 mars 1824 a Konigsberg, en province de Prusse-Orientale et décédé a
Berlin le 17 octobre 1887) est I'un des plus grands physiciens du 19eme siecle, avec des contributions
essentielles a ’électrodynamique, la physique du rayonnement et la théorie mathématique de 1’élasticité.

5. Hermann von Helmholtz est un scientifique (physiologiste et physicien) prussien, né le 31 aoit 1821
a Potsdam et mort le 8 septembre 1894 & Berlin-Charlottenburg. Il a notamment apporté d’importantes
contributions & I’étude de la perception des sons et des couleurs ainsi qu’a la thermodynamique.

69
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5.1 Définition d’une solution élémentaire
Soit
P(D)= ) anD"

laj<m

un opérateur de dérivation d’ordre m (dans R™) a coefficients constants.

Définition 5.1.1 Une solution élémentaire de P(D) est une distribution E € D'(R™) telle
que
P(D)E = &.

L’importance d’une solution élémentaire provient en bonne partie du fait qu’elle permet
de résoudre P(D)u = v lorsque v est & support compact. De fait, si v est une distribution
a support compact et si u est une distribution telle que P(D)u = v alors

Ex (P(D)u) = E+v = (P(D)E) «u =080 *u=u.

Et effectivement E x v convient en guise de u :

P(D)u = P(D)(E *v) = (P(D)E) xv =0

5.2 Exemples

Exemple 5.2.1 Dans R, une solution élémentaire de 'opérateur de dérivation D est
donnée par la distribution d’Heaviside®

C’est immédiat.

Exemple 5.2.2 Dans R?, une solution élémentaire de lopérateur de Cauchy-Riemann
Dz = (Dy +1iDy)/2 est définie par la fonction localement intégrable

1 1
(x,y) —» — = ———.
mz  w(x+1iy)

6. Oliver Heaviside, né le 18 mai 1850 & Camden Town et mort le 3 février 1925 a Torquay, est un
physicien et mathématicien britannique autodidacte. [...] Heaviside est principalement connu pour avoir
reformulé et simplifié les équations de Maxwell sous leur forme actuelle utilisée en calcul vectoriel. 11
a également établi I’équation des télégraphistes et développé une méthode de résolution des équations
différentielles équivalente & I’emploi de la transformation de Laplace. Enfin, on lui doit 'usage des nombres
complexes pour I’étude des circuits électriques.
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Notons tout d’abord que la fonction (x,y) — 1/|x 4 iy| est bien localement intégrable
car en passant aux coordonnées polaires, la fonction (r, ) — r/r = 1 Pest.
Cela étant, soit ¢ € D(R?). Nous allons montrer que

((Dg +iDy)p)(x,y)
dedy = 2 0
- [[[ (BB gy — om0

en calculant l'intégrale par passage aux coordonnées polaires. Pour cela, donnons une
expression exploitable a

((Dr + iDy)gp) (rcos(0),rsin(0)).

En utilisant I’abus de notation (rcos(f),rsin()) = re? pour alléger les expressions des
dérivées, on a

D, <cp(7“ cos(@),rsin(ﬁ)) = (Dz),eio cos(0) + (Dyp),eie sin(0)

et
Dy (go(r cos(@),rsin(ﬂ)) = —1(Dy),eio sin(0) + 7(Dyp),cio cos(f)

donc aussi
* Dy (i cos(6), r5in(8) ) = ~i(Dagp) i sin(6) + i(Dyp),cn cos(6).
Finalement, on obtient
D, (i cos(6), rsin(6)) ) + ;DQ (ip(r cos(6). rsin0))
= (Dag)yeo ((cos(0) ~isin(0)) + (Dyp),eo (sin(0) +icos(6))
= (Dag)yeo (cos(0) ~isin(0)) + i(Dyp)seo (= isin(0) + cos(0))
= e ((Da+iD)p) -

En reprenant alors I'intégrale de départ, en effectuant le changement de variables et en
utilisant la notation

O(r,0) = p(rcos(f),rsin(h))

on obtient ainsi

// » 1 1Dy)¢) (@, y) dedy = // T <(Dz +iDy)g0> /(') dr do
R2 T + 1y 10,+00[x[0,27] ret?
— // e ((Dx+iDy)90) _drdf
10,-+00[x [0,27] reif

- // (qu>(r,9)+ZD9<1>(r,9)> dr df.
10,+00[x[0,27] r
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Puisque ®(r,0) = ®(r,27), on obtient

// Da+iDy))9) 44 — —// D,®(r,6) dr df
R2 xr+uy 10,400[x[0,27]

et finalement D o) (2. 9)
1
dedy = 2 .
//R o wdy = 27 (0)

Exemple 5.2.3 Dans R™, une solution élémentaire de l'opérateur (Laplacien) —A est
définie par la fonction localement intégrable

e x— —|z|/2 pour n=1,
e z — —In(|z])/(27) pour n =2,
oz D(n/2 — 1)/(4n™?|z|"~2) pour n > 3.

Notons que pour n = 3, la fonction donnée a pour expression explicite

1
Ar|x|

Remarquons tout de suite que pour n = 1, la fonction donnée est clairement localement
intégrable et que pour n > 2, un changement de variables en coordonnées polaires permet
d’obtenir également que les fonctions données sont localement intégrables.

e Cela étant, pour n = 1, on a directement

400 400 0
/ 2| D*¢(x)de = /0 xD*p(z) dx—/ xD*p(z) dx

—00 —00
—+00

0
= — ; Dy(x) dx+/oo Dy(x)dz

= 2¢(0).

e Pour n = 2, on utilise les coordonnées polaires comme dans I'exemple précédent. Soit ¢ €
D(R?). Posons ®(r, #) = ¢(r cos(#), rsin(#)), reprenons les formes des dérivées premieres de
® de 'exemple précédent et dérivons une second fois (mémes conventions d’abus d’écriture
pour alléger les notations). On a successivement

Dy ®(r,0) = (Dgp)rein c08(0) + (Dysp)yein sin(0),

D}®(r,0) = (D3¢)ei= cos’(0) + (Dyp)pei sin*(0) + (DuDyg)yein sin(26),
Do®(r,0) = —r(Dzp)peie sin(@) + 1 (Dyp),ciz cos(f),

Di®(r,0) = 12 (D3@)yein sin*(0) + 12 (Dyp)yein cos’(6)

— 7 (D2 Dyp)eic sin(20) — 1 (Dyp)yeic cos(0) — 1 (Dyp),ciz sin(f)
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et des lors ) .
Df@(r,0)+r—2D§<I>(r,9) = (Ap),pi0 — ;DT<I>(7«,9).

On obtient alors successivement (se rappeler encore une fois que ® et ses dérivées sont
2m-périodiques en 6)

@B = 5 [[ el (A)(wp) dedy

- L // r 1n(r) (Ap),eo drdd
21 J J10,+00[x[0,27]

- L / / In(r) (TD,%CI)(T,G)—F1D§<I>(r,0)+Dr<I>(r,9)) dr do
21 J J10,+00[x[0,27] r

3 :
= — In(r) (rD;®(r,0) + Dy ®(r,0)) drdf
21 J Jo,+00[x[0,27] (") ( (r.6) ( ))
1 2 +o0 )
= 3 i (/0 In(r) (T‘DT(I)(T‘, 0) + D, ®(r, 0)) dr) do
1 2 +o0
_ ( / In(r) D, (7D, ®(r,6)) dr> do
0

2 Jo
1

2 +o0
= —— P
o7 ( ; D, ®(r,0) dr) do

= #(0).

e Pour n > 3, une méthode consiste a utiliser la distribution T, introduite au chapitre
précédent. Rappelons donc le résultat suivant. Si 0 < a < n et

Ta(@—/R #(2) dz, o€ S(R"),

n |zl
alors P
2=/l ((n — ) /2)
+
T, = Th—a-
d I(a/2)
On a

/R S0ty = Toa(Ag) = (2m)(FF T )(Ap)

n |x‘”*2
= (2m) (F Th2)(FAp)
47Tn/2

R (=T

T (.FiAQD).
Cela étant, on a aussi

FrAp = /R eIV (A)p(y) dy = —|z> Fy .
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On obtient donc finalement

Ap(x) _ _(9n)" A2 - di
Lpra = e Sy L e
7.‘.n/2
= a0

Exemple 5.2.4 Dans R xR™, une solution élémentaire de 'opérateur de la chaleur —A +

D, est donnée par
+o0 5
:/ / (Amt) ™ 2e 12 o 1) dida.
O n

Notons tout d’abord que la fonction
(t,2) = P(t,2) = (4mt) "2 M0 4 f(0)

est localement intégrable dans R x R™. De fait, elle est positive et

/n(47rt)_"/26_x|2/4tX]0,+oo[(t) d = Xj0,+o0[(t)

est localement intégrable dans R. On montre aussi directement qu’elle définit méme dis-
tribution tempérée.

Pour montrer que 'on a bien une solution élémentaire de 'opérateur de la chaleur,
on utilise encore la transformation de Fourier. Une premiere étape consiste a calculer
explicitement la transformée de Fourier de T'. Nous donnons ici le résultat et renvoyons a
I’annexe pour les calculs. On a

(FHT)(p) = /R 208 e,

«re [EP =i
Cela étant, on obtient
(a+D0T)(0) = T((-A-Dyy)
(2m) " HFT) (F ((-A - Doy )
= @m)" (F e (6P — i F en.6))
o

21) " HFTF ) (0)
= (0

Exemple 5.2.5 En ce qui concerne l'opérateur des ondes, on a le résultat suivant, démontré
dans l'annezxe.
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Pour n =1, 2,3 des solutions élémentaires F,, de I'opérateur des ondes sont données
par

1
Big) = 3 /t>| ol ) dide
Bolyp) = 1 | Mdtdw
T o e P —TP
1 ¢(|z|, )
Es(p) = — [ PUrhm g
3(90) A /R3 ’x‘ dx

Remarquons que 'intégrale définissant F3 est une intégrale triple alors qu’on travaille
avec 4 dimensions. Sa forme indique que le support est un cone, ce qui explique le mouve-
ment de propagation des ondes (< via des vagues ).

5.3 Cas des EDLCC

Dans cette section, on considere les opérateurs différentiels linéaires a coefficient constants,
c’est-a-dire les opérateurs du type

L(D)=> a,D"
k=0

ol m est un naturel non nul et ou les a; sont des complexes, avec a,, = 1. On cherche
donc une distribution E dans R telle que

L(D)E = 6.

Le polynome caractéristique associé est le polynéme L : z — > " | ay 2k,

5.3.1 Méthode dite « variation des constantes >

Notons uy, ..., U, les m solutions fondamentales standard de ’équation homogeéne sous
forme <« d’exponentielles-polynémes »>. La théorie générale des EDLCC dans le cadre des
fonctions permet de dire que quel que soit x € R, le déterminant de la matrice

D™ty (x) D™ tug(x) ... D™ lug,(x)

est non nul. Son expression est bien str une combinaison de fonctions de type < exponentielles-
polynomes ». Cela étant, comme la notion de produit d’une distribution par une fonction
de classe C, est bien définie, le systeme d’équations

WX = B
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oll B est un vecteur colonne de dimension m dont les éléments sont tous nuls sauf le
dernier, lequel est une distribution dans R (donnée) notée b et X un vecteur colonne de
dimension m dont les éléments sont des distributions dans R (inconnues) est bien défini et
admet une solution unique. Si P est un vecteur colonne de dimension m dont les éléments
sont respectivement des primitives des éléments de X on montre comme dans le cas des
fonctions (méme calcul, mais avec des distributions) que la distribution

m
E = Z ug P
k=1
vérifie
L(D)E = b.

Lorsque b = §p, cela donne donc une solution élémentaire.
Mais on peut aller plus loin et déterminer I’expression d’une telle solution puisque ’on
sait résoudre explicitement le systeme WX = B. Si W désigne la matrice des cofacteurs

de W, on a en effet

1 —
X =WwW1'lB = ——WB
det(W) WE,

ce qui donne (en notant z; la distribution qui est le jeme élément de X)

5= (W)

det(W) o-

Cela étant, comme fdy = f(0)dg, on obtient aussi

5= (W(0))

. i =1,...,m.
det(W)(O) 607 Vj ) 7m

Comme DY = ¢y, primitiver les z; ne pose donc aucun probleme et on trouve donc qu'une
solution particuliere a la forme

1 m

EF = ——- W(0 Y.

1

En pratique, comme on sait qu’une solution particuliere a la forme d’une combinaison
linéaire des distributions ug Y, on peut bien sar écrire

m
E = chukY,
k=1

ou les ¢, sont a déterminer par une méthode standard d’identification des coefficients.

Remarque.
Notons que E est tempéré si et seulement si les zéros de L ont tous une partie réelle
négative ou nulle.
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5.3.2 Meéthode via la transformée de Laplace inverse et les résidus

Lorsque E est tempéré, la recherche de son expression explicite peut s’effectuer via la
transformation de Fourier et son analogue la transformée de Laplace (unilatérale ici).
Rappelons le résultat suivant.

Proposition 5.3.1 Soit ' une fraction rationnelle dont la différence entre les degrés des

dénominateur et numérateur est au moins 2 et soient z1,...,zy les zéros distincts du
dénominateur. Alors la fonction [ définie explicitement par

J
f@) = 3 Ress, (€4 F(2)) X0, 400((®)

j=1

vérifie
+o0 -
L = [ o d = Fo)

pour tout p € C tel que R(p) > sup{R(z1),...,R(zs)}.0
Notons aussi que si f et g sont deux fonctions nulles sur | —oo, 0] qui vérifient £,(f) = L,(g)

pour tout p tel que R(p) > po alors” f = g.
Cela étant, si FE est une distribution tempérée telle que

L(D)E = oo,
en prenant la transformée de Fourier des deux membres de ’égalité, on obtient

avec

On a donc

7. De fait, en prenant xo > po et p = iz + xo, on a
0= [ (o0 dt = Fo (€ (- 9)0)
R

pour tout € R donc e~ *°* (f — g)(t) = 0 pour tout ¢ et par suite f = g.
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La distribution E est donc associée & une fonction intégrable et de carré intégrable, donc
E est associé a une fonction de carré intégrable et pour la trouver (a 27 pres), il suffit de
prendre la transformée de Fourier < + > de 1/0.

Cela étant, le résultat précédent sur la transformée de Laplace nous dit que lorsque L
est au moins de degré 2, la fonction f définie par

J
f@) = D Ress, (€/L(2)) x0,400((®)
j=1

vérifie
+o00 ’ ’ 1
L,(f) = / e PLf(t) dt = /e‘p fit)ydt = —
? 0 R L(p)

pour tout p € C tel que R(p) > sup{R(z1),...,R(zs)} ou les z; sont les zéros distincts de
L. Vu la forme de f et I'expression des résidus en des poles, on obtient f sous la forme
d’une combinaison linéaire d’< d’exponentielles-polynomes > multipliée par Xjg oo, OU
les exponentielles sont du type e*?. Lorsque les z; ont tous une partie réelle strictement
négative, on peut prendre 1’égalité ci-dessus en p = iy avec y € R. On obtient ainsi

Je s = L) ~ o)

donc la distribution E associée & la fonction f vérific £ = 1 /o et E est bien une solution
élémentaire de L(D).

5.4 Cas des EDPLCC

On vient de prouver (de fagon constructive) qu’a une variable, toute EDLCC possede
une solution élémentaire. C’est aussi le cas a plusieurs variables. Ce résultat est du a
Malgrange® et Ehrenpreis?, lesquels on démontré simultanément mais séparément ce
résultats vers 1955. < Les démonstrations originales de Malgrange et Ehrenpreis sont non-
constructives car utilisant le théoréme de Hahn-Banach. Depuis plusieurs démonstrations
constructives ont été trouvées. > (Extrait de Wikipedia)

Ici, nous allons présenter une preuve qui se trouve dans un ouvrage de Walter Rudin
(cf chapitre 8 de [4]), utilisant les variables complexes, la transformation de Fourier et le
théoreme de Hahn-Banach. Est-ce la preuve de Malgrange-Ehrenpreis 7 A vérifier

8. Bernard Malgrange est un mathématicien frangais né a Paris le 6 juillet 1928 et mort & Grenoble le
5 janvier 2024

9. Leon Ehrenpreis est un mathématicien américain né a New-York le 22 mai 1930 et mort & New-York
le 16 aott 2010
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5.4.1 Notations et lemme fondamental

Soit € Ng. On désigne par T I’ensemble
{w: LS N N A= R} ccn

et, si f est continu sur 7", on pose

1 . .
fw) don(w) = —— / f(e®r, . e dy ... db,.
Tn 2m)™ Ji0 27
Pour z = (21,...,2,) € C" et @ = (a1,..., ) € N”, on note 2z le complexe 2z ... z5"

et |a| désigne le naturel a1 + ...+ ;. Le polynéme en la variable z € C"

P(z) = Z a2, z€C!
ol <N

est dit de degré N si au moins un des coefficients ¢, avec |a| = N est non nul.

Lemme 5.4.1 [Lemme pour le lemme 5.4.2] Soit X\ — Q(\) un polynome d’une seule
variable complexze, de degré N, et soit ¢ le coefficient de \N. Alors pour toute fonction
entiere F (d’une seule variable complexe) on a

1 2w

FO)| < —
PO < 5 |

(FQ)(™)]| db.

Preuve. Ecrivons @) sous la forme

N
QN =c][(\+ar), AecC

k=1
et définissons alors le polyndéme
N
Qo(\) =c[J+ar), recC.
k=1

On a |Qo| = |@| sur le cercle unité et Qp(0) = c. A partir de formule intégrale de Cauchy,
on obtient alors

(FQO)(ew)‘ d9:217T/02w

2m
(FQO) = eFO) < 5 | (FQE)| ds
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Lemme 5.4.2 Soit P un polynéme en la variable z € C" de degré N. Alors il existe une
constante strictement positive A, ne dépendant que de P, telle que

1)< 2 [ PG+ o)l doto)

pour toute fonction entiére f, tout z € C" et tout r > 0.

Preuve. Fixons z € C*, w € T™ et r > 0. Appliquons alors le lemme 5.4.1 avec F et )
définis par
F\) = f(z+r\w), Q) = P(z+r\w), AeC.

Le polynéme P peut s’écrire
N
P=) P
k=0

ou chaque Py est un polynéme homogene de degré k. Vu la définition de @), on a alors
c = rV Py (w) et il s’ensuit que 'on obtient

2m
™ Pyw) £)] < 5o

Cette inégalité étant valable pour tout w € T", intégrons sur 7™ ; on obtient

M@ [ IPxw)] dovtw) < 5- [ /

Mais par permutation de 'ordre d’intégration puis un changement de variables linéaire,
on a aussi

N

(fP)(z+re' w)’ de.

(fP)(z+ reww)‘ df don(w).

(fp)(z+rei9w)( d doy(w) = / 7 / ) (fP)(z+rei9w)‘ dow (w) df

— /277/” |(fP)(z + rw)| don(w) df
- /n|(fP)(z+7“w)| don(w).

Finalement, on a obtenu

ML [ IPxw) dowt) < [ 1P+ )l doy(w)

Pour conclure, il suffit alors de prouver que le nombre positif

[ 1wl dow(w)
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n’est pas nul. Comme les fonctions exponentielles qui apparaissent dans l'intégrale sont
orthogonales dans L%([0,27]"), on a

| 1Ps@) doxtw) = 3 ool

lo|=N

et, comme P est de degré N, on a aussi

/Tn | Py (w)? doy(w) = > laa|* > 0.

la=N

On obtient
0< / \PN(w)|2 don(w) < S%Jp\PN| / | Py (w)| don(w)
Tn n Tn

et on conclut. O
Passons maintenant a une preuve du théoreme de Malgrange-Ehrenpreis, via le théoreme
d’Hahn-Banach.

5.4.2 Le théoreme de Malgrange-Ehrenpreis

Théoreme 5.4.3 Tout opérateur aux dérivées partielles linéaire a coefficients constants
P(D) admet une solution élémentaire.

Preuve. Soit N le degré de du polynéme z — P(z).
Considérons le sous espace vectoriel Y de D(R™) défini par

Y = {P(-D)p : p€DR")}
et application
L: P(—D)p — ¢(0).
Cette application est bien définie sur Y : de fait, si P(—D)p = P(—D)¢ pour ¢, ¢ €
D(R™) alors

(P(-D)p)"(y) = P(—iy) 3(y) = (P(~D)$)"(y) = P(~iy) d(y) Vy € R™;

comme cette égalité s’étend & C™, comme P et o, q/g y sont des fonctions entieres et que P
n’est pas identiquement nul, on doit avoir @ = ¢ partout donc ¢ = ¢.
Elle est bien sir aussi linéaire.

e Nous allons démontrer que cette application L se prolonge en une distribution £ €
D'(R™). Des lors, E sera une solution élémentaire de opérateur P(D) car quel que soit
¢ € D(R™), on a



5.4. CAS DES EDPLCC 82

e Soit 7 > 0. Pour tout ¢ € D(R"™), définissons

ol = [ ([ |3+ ) donw.

Si cette expression a un sens, elle définit bien sir une semi-norme sur D(R").

Montrons effectivement que 'on a 'intégrabilité par rapport aux variables 19 ¢ € R et
01,...,0, €[0,27] (avec w = (e, ... ein)).

Pour tout w € T™, on a

~

w(t+rw) — (e—i<.,rw>w(.))

A
(t)
donc il est clair que

‘J@+rw),teR”

est intégrable.
Cela étant, quel que soit le naturel [, on a aussi

N

AP (== 00) (1) = (- a) (F=u0))” o),

ce qui implique notamment que la fonction
t (1 + |t|2)l (e—i<.,7‘w>,¢(‘))/\ (t)

est de carré intégrable. En prenant '! I = n on obtient ainsi

~

Pt +rw)

)

[+ rw)| = (L )7 x (1 + )"

donc (par Cauchy-Schwarz)

.
< (b a) " (v s a)”
= </Rn (1+|1t|2)2” dt> 1/2 « (/n <(1 YN (—i<.,rw>¢(.)))/\ ) 2dt> 1/2

e ([ e dt)m < ([ 1= ar ) ) -

10. et méme une inégalité qui va grandement nous aider pour conclure
11. ou méme moins que n, l’essentiel étant de garantir que le premier facteur des de carré intégrable

~

Yt + rw)’ dt
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Comme le support de 1 est compact, comme w € 1", apres application de Leibniz a
I'intégrand du second facteur, on obtient

J.

ou C est une constante qui dépend de n,r est du support de ¥. Comme 'intégration en
les 0y a lieu sur un compact, on conclut a 'intégrabilité souhaitée au départ.
Notons qu’on a obtenu aussi

el = [ ([ |3+ o] ar) dotu

< € sup  [DY(H)], ¢ eDR")
teR™, |a|<2n

@Z(t—l—rw)‘ dt < C sup |DY(t)|

teR™, |a|<2n

ou C' est une constante qui dépend de n,r est du support de .

e Nous allons a présent montrer qu’il existe une constante A > 0 (qui ne dépend que de
P) telle que, pour tout ¢ € Y et tout r > 0

A
L@ < S vl

wol < 5 [ (]

avec ¢ € D(R™) tel que ¢» = P(—D)p.
Montrons donc cela. Pour ¢ € D(R™), une application du lemme 5.4.2 avec la fonction
f = @ et le polynéme P* : z — P(—iz) donne, quels que soient ¢t € R™ et r > 0,

c’est-a-dire

w(t + Tw)‘ dt) dop(w)

P01 < [ 1P+ o)l doafw)
- 4 [ 1PED)e) 1+ rw)| do(w)
- ;jlv J(Hrw)} don (w)

Tn

ou A > 0 ne dépend que de P. Cela étant, comme on a

| et at = @)

I'inégalité précédente conduit a

P(0)] <

IN
o
2

1S
3
z
3
7
A~
—
3

Dt + rw)‘ dan(w)> dt,
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d’otu la conclusion de cette partie.

e Nous pouvons alors conclure. De fait, puisque 'on a

A

le théoreme de Hahn-Banach affirme que L se prolonge en une fonctionnelle linéaire E sur
D(R"™) telle que

A
1Bl < —Flllelll ¢ €DR).
Par ailleurs, nous avons aussi obtenu l'inégalité , & savoir

lhell: = [ ([ 1+ rol ) do(w

< ¢ sup  [D%(t)|, e DR")
teR™, |o|<2n

ou C' est une constante qui dépend de n,r est du support de .
Finalement on a

A CA
E(p)] < —xlllellls < —  sup  [D%(t)], ¢ € DR")
r " teRn, |a|<2n

ou C' est une constante qui dépend de n,r est du support de ¢ et ou A est une constante
qui ne dépend que de P. Cette inégalité donne directement les majorations de continuité
attestant que E est une distribution.O



Chapitre 6

Annexe

6.1 Formule intégrale de Taylor

Propriété 6.1.1 Soientp € Ng, Q un ouvert de R™ et f € C,(Q2). Alors pour tous z,y € Q
tels que le segment qui les relie soit inclus dans €2, on a, en posant h =y — x,

ZZ Do‘f —i—pz /1—tp1(Daf)(a:+th)d

i=0laj=j ¢ ' laf=p &

Preuve. Procédons par récurrence sur p.
Pour p = 1, par le théoreme d’intégration par variation de primitive et celui de
dérivation des fonctions composées, on a directement

Fy) = flz) = /01D<f(:v—|—th) th/ (Duf) (@ + th) dt,

ce qui est bien 1’égalité annoncée.
Supposons alors que ’égalité est correcte pour p et démontrons qu’elle 'est aussi pour
p + 1. On doit donc montrer que

P B
=Y ¥ = (D N)@) + +1) > / (L =P (D*f)(z + th) dt
7=0lal=j |af p+1
L’idée est de partir de
he 1
(p+1) Z o /O (1 —t)? (D*f)(x +th) dt
|o|=p+1

et de faire apparaitre une dérivée de type D(F(x + th)) avec F dérivée de f d’ordre p et
d’intégrer par variation de primitive comme pour le cas p = 1. On retombera alors sur

85
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une somme qui ne fait plus apparaitre que des dérivées d’ordre inférieur ou égal a p et on
utiliser alors '’hypothese de récurrence. Pour cela, montrons que quel que soit ¢ € Ng, on
a

hO‘ n n
(g+ 18 Y, D = > o Y hiyhigy Diy o Diyf.

|a)=q+1 ki=1 kg11=1

Les sommes du second membre décrivent tous les multi-indices o € Nj avec || = ¢+ 1
et oll a; est égal au nombre de k; égaux a j. Plusieurs termes sont les mémes puisque
I’'on peut permuter les dérivées et aussi bien sir le produit des h; sans changer la valeur
de I'expression. Le nombre de permutations de ki,. .., kg1 lorsqu’ils sont tous différents
est égal (¢ + 1)!. Mais dans la somme ci-dessus il se peut que plusieurs k; soient égaux
(ce nombre étant «; avec les notations introduites ci-dessus) ; on a donc finalement (g +
D!/ (aq!. .. ap!) termes qui s'écrivent h®*D® f. Ainsi,

n n he N
> oo > by Dy Dy f = (1)) S Dof.

ki=1  kgy1=1 la|=g+1

Cela étant, on obtient

p+1) > /175 (Df)(z + th) dt

|ex] p+1

1
Z B - B /0 (1= ) Dy ... Dy, f) (& + th) dt

Tki=1 kppi=1
1 n
= szhkl Z hkp+l/ 1_t)p (ka+1(Dkl...kaf)>(:L'+th) dt
k=1 kp=1 kpy1=1
1 n n 1
= Z Z hkl'--hkp / (l—t)pD<(Dlekpf)($+th)) dt
L} kp=1 0
- ,Z thl. i, (Diy ... Dy, ) (z)
p ki1=1 kp=1
n 1
e Z > g, /0 (1 —t)P"" (Dy, ... Dy, f)(x + th) dt
ki=1  kp=1

_ _praf —i—pz /1—tp1D°‘f)(:v+th)

laf=p jal=p &
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On peut alors conclure par ’hypothese de récurrence :

p @
ZZ’; (Df)x) + (p+1) > /1—t (D f)(x + th) dt
J=0 |a|=j || p+1
: h® « h® a 1 «
— ZZJ(D f)(x)—ZJD (x) —|—pz / P~ (DYf)(x + th) dt
jZO\al—j ' lal=p jol=p &
h® e 1 e
— Zza'Df —|—pz / (1 =P~ (Df)(z + th) dt
=0 |a|=j |ex] p
= fly).
Od

6.2 Résultat auxiliaire

Rappelons qu’il n’existe pas de fonction non nulle ¢ € D(R) telle que!

/:Eai/)(x) dr =0VaeN.
R

De fait, pour tout ¢ € D(R), la fonction z — |5 e*1)(z) dz est holomorphe dans C et par
conséquent elle se développe en série de puissances (en 0). Il s’ensuit que

+ook

k;l
k=0

Fro = S L (DFFr)0), Wy eR.

Comme les dérivées de F 1) en 0 sont égales & un multiple prés aux moments fR x*Y(z) dx,

on obtient FT1) = 0 et par suite 1) = 0.

Mais si on se limite & un nombre fini de moments nuls, il est aisé de trouver de telles
fonctions 1.

Soit donc k € N. Pour n = 1, la fonction ¢ = DFp avec ¢ € D(R) d’intégrale nulle
convient. Pour j < k on a en effet :

/a:jDkgo(a:) dx = —]/ I pFly(z) da
R R

= (=1)y =io(x) da
= ( 1)J]!/RD To(z) d
= 0.

1. Les intégrales qui interviennent ici sont appelées les moments de f.
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Dans le cas général, la fonction 1» = DFp; ... D*p, avec ¢; € D(R) d’intégrale nulle
(7 =1,...,n) convient. Pour o € N" tel que |a| < k on a en effet

/ ¥ YP(x) de = / a9 a2 DRy (x) ... DPop () da
= H/ﬂﬁ?’ D*j(;) da;
j=1’R
= 0.

6.3 Calcul de la transformation de Fourier de la distribution
T,, cf 'exemple 5.2.3

Si0<a<net

T.i0) = | o) 1 e SR,

n e

alors
2" /20 ((n — «) /2)

T(a/2)

FiT, = o

Démontrons ce résultat pour n = 1, le cas général étant analogue. Soit donc ¢ € D(R).

On a .
(FETo) () = 4 dw—/a </ e eo(y) dy> dx
R |Z] R

R |z|*

mais comme = — 1/|z|% n’est pas intégrable en l'infini, on ne peut pas permuter 1’ordre
d’intégration. Procédons alors de la maniere suivante. On a

FT) = tim [ < /R £ () dy) iz

e—0 R |$|a

e—ez? i
— i iy :
i o0 ([ )

Fixons alors ¢ et calculons l'intégrale

6—6332 4
Ty
/R = e dx.

On remplace 1/|z|* par une intégrale faisant intervenir la fonction I'. Rappelons 'égalité
suivante (*) : Pour tous r > 0 et tout s >0 on a (¥)

1 1 tooo
— = / et at.
r F( ) 0
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Avec r = |z|?> = 22 et s = /2, on obtient alors

2

e " +ix —ex? tix 1 —x?t ya /21
e dr = e et — ¢ t dt dx
R |@|* Rx]0,+00] I'(a/2)
_ 1 /+Oota/21 (/ eiizye—(ws)x? dm) dt
I(a/2) Jo R
+oo
I / /21 [T i) g
r(@/2) Jo t+e
et donc

—ex +oo  ja/2-1
e N / / t /) g g
/Rso(y) (/R 2 :n) y F(a/2) Rs@(y) . Groe® Y

toz/Q 1

Rx] o+oo t+5)1/2

e~V /(4(t+e) gt dy.

Ainsi, en passant a la limite sous le signe d’intégration (justification ci-dessous), on
obtient finalement

(F*Ta)(p) = lim ch(y) < /R i

e—0 |x]0‘

ﬁ ) // ta/271 o,
— 1 V) gt d
Ta/2) 25 ) Jrsp o Y G272 € /
VT // 12-3/2 _—y?/(4t)
= o(y) t* e ¥ dt dy
L(a/2) J Jrx]o, 400 @)

On reprend alors ce qui a été fait a la fin de I'exemple ?7. Le changement de variable

ety d:c) dy

u = 1/4t puis I'utilisation de (*) encore avec r = y? et s = —a/2 + 1/2 donne finalement
21704\/% +o0 5
+ _ —/2-1/2 —y*u d d
FTu(p) T(a/2) /Rw(y) </0 u e U> y
2!-oy/m e y(—o/2+1/2)-1 =y
= - eV du| d
T o </ ) i

I(e/2) oyl

l1—a a
AT

_ 21—af/ (—a/2+1/2) dy
(
I(a
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comme annoncé.
Il reste donc a justifier que 'on peut passer a la limite sous le signe intégral ; pour
cela, vu le théoreme de Lebegue, il suffit de montrer que le module des fonctions

ta/2—1

T e
(t+¢e)l/2

(t,y) = »(y)

est majoré par une fonction intégrable sur |0, +0o[xR indépendante de ¢.
Pour tout réel 6, on a

a/2— 0 /2
()| o2 ) <92> ey le@) 2t
(t + 5)1/2 t+¢ ’y|20 (t + 6)1/2,9

Cela étant, d'une part si § < 1/2, on a (t +¢)1/2=¢ > t1/2-9 donc

7504/2—1 2

0
e~V /(4t+e)) < < Y > o~ Y2/ (4(t+e)) lo(v)] 0/2-3/2+6

lo(y)l ( o Ea

t+¢g)1/2

D’autre part, quel que soit § > 0, on a

2 0
( Y ) eV /() < qup (:Uee_‘r/‘i) = ¢y, Vt>0,y€R.
t+e -

Pour 6 € [0,1/2], on a donc

a/2—-1
le(y)] (t

e ein/(4(t+€ < o ‘90( )| toz/2*3/2+97 Vt > O7y c R
t+e)l/2 I

La fonction qui apparait dans le membre de droite est indépendant de € et est a variables
séparées. Cela étant, d’une part la fonction y — 1/|y|?? est intégrable en 0 si et seulement
si 20 < 1 c’est-a-dire si et seulement si § < 1/2. D’autre part, la fonction ¢ — o/2-3/2+0
est intégrable en 0T si et seulement si —a/2 4+ 3/2 — § < 1 c’est-a-dire si et seulement
si 20 > —a + 1 et l'est en 400 si et seulement si —a/2 4+ 3/2 — 0 > 1 c’est-a-dire si et
seulement si 20 < —a + 1. Comme « €]0,1[, on a (1 — «)/2 €]0,1/2[; des lors il existe
0 € [0,1/2] tel que 20 > —a + 1 et 0 tel que 0" € [0,1/2[ et 20’ < —a + 1. On peut
donc conclure en séparant la fonction en deux parties, 'une sur ]0,1] x R et Pautre sur
[1, +oo[xR.

6.4 Calcul relatif a I’équation de la chaleur, cf ’exemple
5.2.4

La fonction ,
(t,x) = F(t,z) = (4mt) " 2e 1/ Wy ()
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est localement intégrable dans R x R™. De fait, elle est positive et
b [ (amt) T2 W0y (1) da = X, ool (1)
Rn

est localement intégrable dans R. On montre aussi directement qu’elle définit méme dis-
tribution tempérée sur R™x]0, +oo[, notée T'. De fait, pour ¢ € D(R"x]0,+0c0]), on a

T(p)| = / (4t) =210 o (¢ 2 da dt
R™x]0,+00]
“n/2 —lal? 1+ |z?+¢2
_ / (4t /2o LERE ATy
R™ x]0,400] 1+ [z> +t
1
< / (dmt) 21/ = (1 g 2?4 42)|p(t, @)| da dt
R™ x]0,+00] 1+t
1
< sup (1+[y?) ()] (dmt) 212/ e dt
yeRnT1 R™ x]0,+o00] 141t
+oo 1
= sup (1+yl) !w(y)/ 2(/ (4mt) /2ol (41) dx) dt
s
= 5 s (1+[yP)le@)l.
yeRn+1

Montrons que

Fe) = [ dsay

Rt [yl —is

(.7:+T)(<P) — /R o [(47Tt)—n/2€—|x|2/(4t) (.7'_+(p)(t,x) dx dt
7 x10,+00

_ /0 " w2 < / eTlelt/ a0 (fw)(t,x)dx) dt.

Cela étant, examinons l'intégrale sur R™ apparaissant ci-dessus. On a

/ e~ le*/(41) (Fto)(t,z)dx = / e~ lel*/(41) </R » ei(t5+<x’y>)g0(s,y)dyds> dx

_ / o Io2/(40) giltst<e>) s ) ds dy da
R2'n+1

_ / eits 90(37 y) </ eI <TY> e|x|2/(4t)dx> ds dy
Rn+1 n

= / e o(s,y) (4mt)™/? et s dy.
Rn+1
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On obtient donc

(FTT)(p) = /0 o < /R . €' (s, y) et dsdy> dt.

L’idée est bien siur de permuter 'ordre d’intégration car si on le fait, on trouve

+o0 )
/ (s, 9) ( / —tyl—is) dt) ds dy — / LG Ry
Rn+1 0 R+l |y|? —is

comme annoncé. Cependant, Tonelli-Fubini ne peut étre appliqué car en prenant les valeurs
absolues et en intégrant par rapport a t d’abord, on obtient

+00 1
/ Ly
0 |Z/’

et la fonction (s,y) — |o(s,y)|/|y|? n’est pas toujours intégrable (penser au cas ol ¢ est
a variables séparées). On doit donc trouver autre chose.
On a successivement

Fe) = [ ([ e etsae o dsay) a

N
= lim </ e (s, y) et gs dy) dt
N—+oo 0 Rn+1

N
= lim o(s,y) (/ eits o= tlyl? dt) ds dy
N—+o0 Jrn+1 0

Nis—ly2) _ 1

— i o T dsd
N0 Rn+1 wlsy is — |y|? e

. 1 — N(is—ly*) e
N Niriloo Rn+1 LP(S,y) ’y|2 — 18 say-

Si on peut passer la limite a travers l'intégrale, on peut alors conclure. Montrons que le

théoreme de Lebesgue peut étre appliqué; comme on a
il ey T CN) | S P CR )

~lis— 1yl T2+ [yl

90(573/) ‘y|2 — s

il suffit de prouver que la fonction

(5,y) = L

V82 + [yl

est localement intégrable sur R x R”. Comme la fonction est continue en tout point sauf
a Porigine, il suffit pour cela de prouver qu’elle est intégrable sur [—1,1] x b(1). Pour tout
y # 0, la fonction s — (s2 4 |y|?) /2 est intégrable sur [—1,1] et on a

/1 1 i /1/y|2 1 p
—ds =2 —dt
“14/82+ |y|* 0 V142
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En effectuant (par exemple) les changements de variables ¢ = tan(x) puis x = tan(z/2)
entre les ouverts ad hoc, on obtient qu'une primitive de ¢ — 1/v1+t2, t € R, est ¢t —
In(t + V14 t2),t €R et des lors

1
1 1 1
= ds=2In| 4 j1+—|.
/1 s2 + |y|* (Iyl2 Iy!4>

Pour conclure, il reste a montrer que cette expression définit une fonction de y intégrable
en 0. Si n > 1, par le changement en coordonnées polaires, cela revient a montrer que la

fonction
ne1 1 1
re=rtT i n | 5+ /14
T T

est intégrable en 0; et c’est bien le cas car

1 1 1H<Z+\/1+Z2)
lim " ln 1+ = lim
r

r—0+ er * z—+00 z(”_l)/Q
. 1
= lim
z—=400 \/1 + 22 (n _ 1)/2 »(n=3)/2
= lim 2
=400 \/1/22 +1(n—1) 2(n=1)/2
= 0.

Et lorsque n = 1, pour tout 0 < 8 < 1, on a, par le méme calcul,

. 0 1 1
lim 77 In — + 1—|——4 =0.
r—0t r r

6.5 Limites de distributions

6.5.1 Rappels sur les espaces de Fréchet

L’étude des limites de distributions nécessite la connaissance d’un résultat de la théorie
des espaces de Fréchet, le théoréeme de Banach-Steinhaus.

Soit F un espace vectoriel complexe. Une semi-norme p sur E est une fonction définie
sur E a valeurs dans R et telle que

plef) = lelp(f) » p(f +9) <p(f)+p(9)

pour tous f,g € E et ce C.
Si p est une semi-norme, on a p(0) = 0, p(e) > 0 pout tout e € E,

N

chf] Z|C]’p f]

7j=1



6.5. LIMITES DE DISTRIBUTIONS 94

pour toute combinaison linéaire d’éléments de E et

Ip(f) —p(@)l < p(f —9)

pour tous f,g € E.
Une semi-norme p sur E est une norme si p(f) = 0 implique f = 0.
Sir > 0 on pose

Bp(r) ={f e E:p(f) <r}, bp(r)={f € E:p(f) <r}

Par exemple, si K est un compact de R", ’expression

pr(p) = sup sup|[D%|, ¢ € D(K),
lal<k K
définit une norme sur D(K) pour tout entier k. Si u est une distribution dans un ouvert
Q) contenant K,

p(p) = lu(p)l, ¢ € D(K),
définit une semi-norme sur D(K).

Un espace de Fréchet est un espace vectoriel complexe E muni d’une suite de semi-
normes pp,, m € N, telles que
(i) E est séparé : si f € E et py,(f) =0 pour tout m alors f =0,
(i) la suite p,, est croissante : py,(f) < pm+1(f), f € E, m € N,
(iii) toute suite de Cauchy de E est convergente : si fi est une suite d’éléments de E
telle que
Pm(fr — fs) = 0 si 7,8 = 00

pour tout m fixé, alors il existe un élément f € E tel que
Pm(f — fx) = 0 si k— o0

pour tout m fixé.
Si K est un compact de R™, D(K) muni des semi-normes pj définies ci-dessus est
un espace de Fréchet. Sauf mention du contraire, nous munirons toujours D(K) de ces
semi-normes.

Une semi-norme p sur un espace de Fréchet ' défini par les semi-normes p,,, m € N,
est dite continue s’il existe une constante C' et un entier m tels que

p(f) <Cpn(f), feE.

Un espace de Fréchet est un espace métrique complet pour la distance

“+oo

CEEDIRS s =}

m=0
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L’inégalité triangulaire résulte de I'inégalité

r+y < x " Y
l1+z+y 142 14y

valable si z,y > 0.
Le théoréme en vue est le suivant.

Théoréme 6.5.1 (Banach-Steinhaus) SiII est un ensemble de semi-normes continues
sur un espace de Fréchet E tel que

sup p(f) < 400 (6.1)
pell

pour tout f € E alors

7(f) = supp(f)

pell

est une semi-norme continue sur E.

Donnons deux démonstrations de ce théoreme. La premiere est une application du
théoreme de Baire. La seconde est autonome mais plus technique.

Théoréme 6.5.2 (Baire) Dans un espace métrique complet, toute union dénombrable
de fermés d’intérieur vide est d’intérieur vide.

Preuve. On désigne par B(x,r) (resp. b(x,r)) la boule ouverte (resp. fermée) de centre
z et de rayon r.

On procede par 'absurde. Soit Fj, une suite de fermés d’intérieur vide d’un espace
métrique complet E. Supposons que F' = U _, F,, est d’intérieur non vide. Il existe
xo € E et rg > 0 tels que b(xg,19) C F.

Puisque Fj est d’intérieur vide, il existe 1 € B(xg,79) \ F1. Comme F} est fermé, il
existe r1 €10,7/2[ tel que b(x1,r1) C b(xg,r0) \ Fi.

Puisque Fy est d’intérieur vide, il existe o € B(x1,71) \ F2. Comme Fy est fermé, il
existe ro €10, 71/2[ tel que b(za,r2) C b(xy,71) \ Fo.

Puisque F3 est d’intérieur vide, il existe x3 € B(x2,72) \ F3. Comme F3 est fermé, il
existe r3 €1]0,72/2[ tel que b(zs,r3) C b(xe,r2) \ Fs.

on déduit
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si p < ¢. La suite x,, converge donc vers un élément = de FE.

Par construction b(z,, rm) C ... C b(xg,r9) C F donc z € F. De méme, sim > p > 1,
on ab(zy, rm) C b(xp,rp) C b(xp—1,7p—1) \ Fp. Ainsi z ¢ F}, pour tout p ce qui est absurde.
O

Premiere démonstration du théoréme 6.5.1. On désigne comme ci-dessus par p,,, m €
N, une suite de semi-normes qui définit F.

Puisque II est un ensemble de semi-normes continues, ’ensemble

Fr={feB:n(f)<k}=({feE:p(f) <k}
pell

est fermé pour tout entier positif k. Par I'hypothese (6.1), 'union des Fj; est E. Cela étant,
le théoreme de Baire affirme qu’il existe un entier k tel que F}, soit d’intérieur non vide.

Il existe donc g € E, un entier m et r > 0 tels que g+ by, (r) C F. Si pp(f) < r alors
g+ f € Fy, donc w(f + g) < k. Puisque g appartient aussi a Fj, on obtient

m(f) < 7(f+g)+7(9) < 2k.
Ceci prouve que
ﬂ(f) < 7pm(f)

pour tout f donc 7 est continu. O

Deuzieme démonstration du théoréme 6.5.1. Nous utilisons une technique connue sous
le nom de bosse mobile.

Il est immédiat que 7 est une semi-norme sur F. Supposons que 7 n’est pas continu.

Pour tout entier m € Ny, il existe donc m,,, € Il et f,,, € F tels que

T (fm) > mpm(fm)-

Puisque II est un ensemble de semi-normes continues, il existe des constantes Cy, et une
suite d’entiers pu,, tels que

Wm(f)gcmp,um(f)a fEE, m > 1.

On pose Cy = pp = 1. On peut supposer que les suites C), et py, sont croissantes.
Montrons qu’il existe une suite strictement croissante d’entiers v,,, m > 0, telle que

Um 2 /“Ll/mfl ’ m 2 1’

et
Tom (g1 + -+ gm) >m, m>1
ou .
25" v fy
g — m , m Z 1.
" Cmel Ter(fVm)
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On prend vy =0 et v = 1. Si vy, ...,,_1 ont été choisis, il suffit de prendre v, tel que

U, > SUp(Vim—1, fl,, 1)

et

Um > 2"71C,, . (m+supp(gr 4+ + gm-1)) -
pell

De fait, on a alors
T (g1 4+ 9m) 2 T (Gm) = T (91 + -+ gm-1)

217m
Cy

v

'm—1

La série
o0
D9k
k=1

converge dans E. De fait, pour tout entier m on a, si s > r > m,

P (D k) < D pmlgr) D pu(gr)
k=r k=r k=r

>, 21k P (Foe)

< k
k=r CVk:—l Ty, (fl/k)

<) ol-k
k=r

Um = Ty (g1 4+ gm—1) > m

La derniere majorante tend vers 0 si r et s tendent vers +o0o. Notons g la limite de cette

série. Si k > m, on a

217kljk’ 7Tl/m (fl/k

_ )
TVm, (gk) - )
(

C11’1971 7Tl’k (fl/k

< 21_k Cym Puy,, fl’k) < 21—k
- Cuoeey Pu(frr) —
car la suite vy, est strictement croissante. Cela étant,
—+00
k=m+1
o
> m— Y 2F=m-2m
k=m+1

La suite 7, (g) n’est donc pas bornée. Ceci contredit I'hypothese car 7, € II pour tout

m. O
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6.5.2 Convergence des distributions

Théoréme 6.5.3 Si u,, est une suite de distributions dans un ouvert ) de R™ telle que
la limite
u(p) = lm_um(e)

m—+400

existe pour tout ¢ € D(Q) alors u € D'(Q). De plus, si K est un compact de Q, il existe
des constantes C, k, telles que

[um ()] < C sup sup [D%|, ¢ € D(K),
la|<k K

pour tout m.

Preuve. Puisque u,, est une distribution pour tout m, u est une fonctionnelle linéaire
sur D(Q2). Pour tout compact K de € et tout entier m,

Qm(()o) = ’um<90)’ P E D(K),

est une semi-norme continue sur D(K) car u,, est une distribution. Ces semi-normes
vérifient les hypotheses du théoreme 6.5.1 (Banach-Steinhaus). Il existe donc des constantes
C, k telles que

sup gm () < C sup sup |[D%|, ¢ € D(K).

meNp la|<k K
11 s’ensuit que

lu(@)l < C sup sup [D%|, ¢ € D(K).
la|<k K

Ceci prouve que u est une distribution. O
Définition 6.5.4 On dit qu’une suite u,, € D'(Q) converge vers u dans D'(2) si
u(p) = lim um(p)

m——+00

pour tout ¢ € D(Q).
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