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Exercice 1. Soit ϕ ∈ D(R). Pour tout m ∈ N0, on pose

ϕm(x) =
ϕ(x+ 1/m)− ϕ(x)

1/m
, x ∈ R .

(a) Montrer que ϕm ∈ D(R) pour tout m ∈ N0.

(b) La suite (ϕm)m∈N0 converge-t-elle dans D(R) ? Si oui, en déterminer la limite.

Exercice 2. Les applications suivantes sont-elles des distributions dans R ? Justi�er. En
cas de réponse a�rmative, en déterminer le support.

(a) ϕ ∈ D(R) 7→
∫ +∞
0

ϕ(x)(Dϕ)(x) dx

(b) ϕ ∈ D(R) 7→
∫ 1

0
(Dϕ)(x) dx

(c) ϕ ∈ D(R) 7→
∑+∞

n=1 ϕ(xn)

(d) ϕ ∈ D(R) 7→
∫
R ϕ(e

x) dx

(e) ϕ ∈ D(R) 7→
∑+∞

n=1
1
n
(ϕ(1/n)− ϕ(0))

(f) ϕ ∈ D(R0) 7→
∑+∞

n=1 n
2ϕ(xn)

où (xn)n∈N0 désigne une suite de réels qui converge vers 0.

Exercice 3. Pour tout ϕ ∈ D(R), on pose

u(ϕ) = − lim
ε→0+

(∫
|x|≥ε

ϕ(x)

x2
dx− 2

ϕ(0)

ε

)
.

Montrer que u dé�nit une distribution dans R et que si f(x) = ln(|x|) (x ∈ R0) alors
u = D2uf .

Exercice 4. Soit f la fonction dé�nie par

f(x) =

{
1− cos(x) si x > 0,
0 si x ≤ 0.

(a) Déterminer le plus grand naturel p pour lequel cette fonction est de classe Cp dans R.
(b) Montrer qu'au sens distribution (dans R), cette fonction véri�e l'équation

D2u+ u = χ]0;+∞[. (1)

(c) Déduire la solution générale dans D′(R) de l'équation (1).

Exercice 5. Déterminer les distributions u de D′(R) qui véri�ent les équations suivantes :

(a) xu = u

(b) x2u+ u = 0

(c) Du = uY

(d) xDu = uY

(e) xDu = δ0

(f) D2u+ 4u = δ0

Exercice 6. Soient u une distribution dans Rn et ϕ ∈ D(Rn). Montrer que

ϕu = 0⇒ u(ϕ) = 0

mais que la réciproque est fausse.



Exercice 7. Montrer que si ϕ ∈ D(R) est non nul, alors sa transformée de Fourier n'est
pas à support compact.

Exercice 8. Soit u une distribution tempérée dans R et soit α ∈ N0.

(a) Montrer que la distribution Dαu est également tempérée.

(b) Montrer que

F±(Dαu) = (∓i)αfαF±u et Dα(F±u) = (±i)αF±(fαu)

où fα(x) = xα (x ∈ R).
(c) La distribution D2δ0 est-elle tempérée dans R ? Si oui, en calculer la transformée de

Fourier.

Exercice 9. Si cela a un sens, déterminer la transformée de Fourier de la distribution
associée à la fonction f : x 7→ cos(x) sin(x).

Exercice 10. Pour tout n ∈ N0, soient

fn(x) =
√
(n/π) e−nx

2

et Fn(x) =

∫ x

−∞
fn(t) dt, x ∈ R .

Montrer que la suite de distributions associées aux fonctions fn converge dans D′(R) vers
une distribution à déterminer. Même question pour Fn.


