Analyse 11 Année académique 2026-2027

2°¢ Bloc Physique
1. Révisions I

— Exercices de base —

Exercice 1. Soit a un parameétre réel. Etudier la convergence de la suite (z,)men, définie par

m2 +9 m a aln(m)
Wan =20 @an=Cgm g @ Om=2 e W=
Exercice 2. Etudier la convergence des séries suivantes :
+oo . 2 +o00 +oo 2 +00 Sk
sin(k*) k+3 ke +1 2
1 2 -1 4 —.
(); 2 ()Iﬂkg_1 (3);0( Ve ();%

Exercice 3. Si I'intégrale suivante a un sens, en déterminer la valeur.

21
J—
0 Viv2—t
Exercice 4. (1) Pour quelles valeurs du parameétre réel «, la fonction
sin(x?)
xOé
est-elle intégrable sur 0, 1[7
(2) Pour quelles valeurs du parameétre réel g, la fonction
z— 2P (e™® —1)

est-elle intégrable sur ]0, 00| ?

Exercice 5. Calculer si possible les intégrales suivantes :

(1) /Oﬂ/4sin(m)cos(3m)dx (2) /0 i de (3) /Ie dx

—00 zy/1 — In%(x)
Exercice 6. Soit a € R. Calculer si possible les intégrales suivantes :
U de
W [
o x|Inz|
+o0 dx
@ [ i
s z(lnz)
too
(3) / nz
1

X

Exercice 7. Soient a, 8 € R. Etudier l'intégrabilité sur ]0, +oo[ de

(67

(1) fal@) = 157
) gale) = T
) has = 11

1428



Exercice 8. Déterminer la condition nécessaire et suffisante sur le paramétre réel non nul o pour

que la fonction

xa

A

x €]0, 4o00[

(1.1) soit intégrable en 0.
(1.2) soit intégrable en +oo.

Exercice 9. Les intégrales suivantes ont-elles un sens ?

+0o0 o3
(1) / sinx A
1

X

Lsin(1/x
(2)/0 Mdm

x

1
1—
(3) / e
0 X
+0oo o3
(4)/ smxdx
1

2

Exercice 10. Si possible, calculer les intégrales suivantes :
“+o0o
(1) / e dx (a>0)
0
T In(1
2) / In(1 +z) da
0

72

+o0
(3) / xe ¥dx
0

Exercice 11. Calculer I'intégrale suivante :

+o0 2
/ e ¥ dr
0
(Suggestion : calculer son carré)
Exercice 12. Calculer si possible les intégrales suivantes :

1,.a__ ,.b
(1)/0 xln@g; dx pour tous a,b > 1,

+o0 3
(2) / e be sin(az) dx pour tout a € Ret b >0,
0 X

+oo e~ 0T _ o=
(3) / —— dx pour tout a > 0.
0 x

Exercice 13. On pose, pour a > —1,

1 ,.a
F(a):/x 1dm.
0

Inz
(1) Montrer que F' est bien définie.
(2) Montrer que F' est dérivable sur (—1,+00) et calculer F'(a).
(3) En déduire une expression explicite de F'(a).
Exercice 14. Pour a > 0, on définit
I(a) = /+OO mdz.

0 x
(1) Montrer que I est bien définie.
(2) Montrer que I est dérivable sur (0,+00) et calculer I'(a).

2



(3) En déduire une expression explicite de I(a).

Exercice 15. (1) Soit 2 = ]0, +00[x]0, +00[. Montrer que la fonction f définie par

1
T,y) =
e = s
est intégrable sur {2 et calculer son intégrale.

(2) En déduire que la fonction
In(x)
x?2—1
est intégrable sur |0, 400| et la valeur de son intégrale.

— Exercices de dépassement —

Exercice 16. Montrer que pour tous a >0 et b € R

+oo 1 2
/ o aa? cos(bx) dx = \/?e_ia.
0 2 a
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Analyse 11 Année académique 2026-2027

2°¢ Bloc Physique
2. Intégrales eulériennes |

— Exercices de base —

Exercice 1. Calculer si possible les limites

1 In(m!
lim (m!) et lim ( nm) _ ln(m)) :
m—-+oo m m—-+oo m

Exercice 2. Exprimer I'(5/6) en fonction de I'(1/6).

Exercice 3. Etablir que pour tous m > 0,n > —1,a >0, on a

/+OO e "y dy = if‘ <n * 1> a_nTH.
0 m m

+o0 xn—l
B = R

Exercice 4. Montrer que

quelque soient m,n > —1.

Exercice 5. Montrer que

jus

B(m,n) = /2 sin?™71(z) cos® () dx
0
quelque soient m,n > —1.

Exercice 6. Montrer que
1
/ In(I'(x)) dz = In(vV27),
0

OIl supposera connu que

/O n(sin(r) d.

Exercice 7. Montrer que

1 2 1
1
/ ~ | e da=T
0 1— g4 0 1— gzt 4

Exercice 8. Pour tout z > 1, on pose

1
((z) = oo
m=1
Montrer que, pour tout z > 1, on a
+OO t:l‘fl
C(2)T(z) = /0 —



Exercice 9. Montrer que

2 @y dr = —
/0 an®(z) x—QCOS(%)

pour tous les réels a pour lesquels 'intégrale a du sens.
— Exercices de dépassement —

Exercice 10. Montrer que la mesure d’une boule de R" de rayon r > 0 est donnée par la formule
71_n/2,rn
“nlr) = T 1)
En déduire que wy(r) — 0 si n — 4o0.

Exercice 11. Prouver que la série
i (k1)22k
|
— (2k + 1)!
converge absolument et montrer que sa limite est égale a 7/2.
Exercice 12 (Définition de Gauss de I"). Démontrer que pour tout z > 0, on a
m”®m!

lim .

m—+oo x(z 4+ 1)...(x +m)

I(z) =

Exercice 13. Prouver que

! n(m
/0 In(T'(z)) sin(7rz) de = L(ﬁ)

s
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Analyse 11 Année académique 2026-2027

2°¢ Bloc Physique
3. Convergences ponctuelle et uniforme |

— Exercices de base —

Exercice 1. Etudier la convergence ponctuelle et la convergence uniforme (sur R) des suites
(fm)men, de fonctions définies pour tout x € R par :

(a) fm(m) = X[fm,m](x) (b) fm(x) = mX[fm,m}(x) (C) fm(x) = mmx[_%,%](a:)

Exercice 2. (a) Pour tout m € N, on pose
m2aj

Fm(®) = T

Etudier la convergence ponctuelle de la suite (fy,)men sur R ainsi que la convergence uni-
forme de (fm)men sur R, sur |0, 4o00[, et sur les compacts de ]0, 4+o0].

z €R.

(b) Pour tout m € Ny, on pose

Xz
fm(x) = EX[O,m](x) + (m +1- x)X]m,erl] (33)7 reR.

Etudier la convergence ponctuelle de la suite (f,)men, sur R ainsi que la convergence uni-
forme de (fm)men, sur R et sur les intervalles | — oo, r] avec r > 0.

(c) Pour tout m € N, on pose

fm(x) = me ™7,

Etudier la convergence ponctuelle de la suite (fp)men, sur ]0, +oo[ ainsi que la convergence
uniforme de (fym)men, sur |0, +oo[ et sur les compacts de ]0, +o0].
Exercice 3. Etudier la convergence ponctuelle et la convergence uniforme (sur R) des suites
(fm)men, de fonctions définies pour tout z € R par :

1

1
r(r?)(f’?) = X[1/m,2/m] (z) quzS) (z) = m2$X]0,1/m] (z) + (2m — m2$)X]1/m,2/m] (z)
1 (6) 2, —m(x—1/m)
Bp) = — = f)(x) =mxe X10.+00
) (x) T—— (2) [0,400]
Exercice 4. (1) On donne la suite de fonctions
xm
- > 0.
fm(l') 15 g2 x>0

Etudier la convergence ponctuelle de cette suite, ainsi que la convergence uniforme sur
tout intervalle fermé borné inclus dans 0, 1] ou |1, +o0[.

(2) On donne la suite de fonctions
x2m

fm(z) = 1+am’

Déterminer I'’ensemble des réels dans lequel on a la convergence ponctuelle. Et qu’en
est-il de la convergence uniforme ?

xz > 0.

(3) Etudier la convergence ponctuelle et uniforme des suites suivantes, données explicite-

ment :

fm(x) = mze™ ™7, gm(x) = mxe”

1

m2x



(4) Etudier la convergence ponctuelle et uniforme des suites suivantes, données explicite-
ment, et donner l'expression explicite de la limite ponctuelle (c’est-a-dire sommer la
série).

fm(x) = ijv gm(x) = Z -

j=0

j=1

Exercice 5. Soit ( fn)men, une suite de fonctions intégrables sur I'intervalle borné Ja, b[ de R. Si
cette suite converge uniformément vers la fonction f sur |a, b[, montrer que f est intégrable sur
la, b et que

/abfm(:v) dz — /abf(:c) do

si m — +o0.

En déduire que

i m- "= /1 x *dx.
0

m=1

Exercice 6. Soit (fm)men, la suite de fonctions définies par f,,(z) = (1 — 2?)™, z € [0, 1].

(a) Etudier la convergence ponctuelle de cette suite sur [0, 1].
(b) Etudier la convergence uniforme de cette suite sur [0, 1] et sur les sous-intervalles de [0, 1].

(c) Calculer la limite

1

lim (1 — 2?)™ da.
m—+00 0

Exercice 7. Etudier la convergence ponctuelle et uniforme sur [0, 1] ainsi que la convergence

uniforme sur les compacts de 0, 1] pour les suites de fonctions suivantes :
fm(z) = ma(l — 2%)™

Im(T) = MTX[0,1/m) (1 = 2)x)1/m,1)-

Lom
m—1

Exercice 8. Etudier la convergence ponctuelle des suites suivantes et déterminer sur quels sous-
intervalles de ’ensemble de définition la convergence est uniforme.

(a) fm(x)=2/m, x € R

o

m=

Soit la fonction f définie pour tout z € R par f(z) = e 2. Prouver que la suite (fus)men,
converge uniformément vers f sur [0, 4+o00].



— Exercices de dépassement —

Exercice 10. Développer la fonction 2 — In(1 + x) en série de puissances naturelles de x sur
] - 17 1]

Exercice 11. Posons

+00 m
X
m=1

(a) Etudier la convergence ponctuelle et la convergence uniforme de cette série.
(b) Ou la fonction S est-elle définie, continue et dérivable ?
(c) Etablir qu'il existe a € R tel que

S(x)+S(1—z)=a—In(z)In(l —z)
pour tout z € ]0,1].
(d) Montrer que

—+00
1
a = E — .
2
m:lm
—+00

1
a — ln(2)2 = Z W

m=1

et que
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Analyse 11 Année académique 2026-2027

2°¢ Bloc Physique
4. Espaces normés et convergences liés a l'intégration I

— Exercices de base —

Exercice 1. (a) Soit o > 0 et soit la fonction f définie pour tout = > 0 par
In(z%)
Pour quelles valeurs de « cette fonction est-elle intégrable sur ]0, +00[ ?
(b) La fonction f définie par f(z) = In|z — 1| pour tout x € R\{1} est-elle intégrable sur |0, 1[?
Sur |1, 400 ?
(c) Montrer que la fonction x — In(x) est intégrable sur |0, e[ et calculer sa norme dans l'espace
des fonctions intégrables sur |0, e].

(d) Montrer que la fonction f définie par

f@)=1n

est intégrable et de carré intégrable sur |0, 1[. Montrer également qu’elle est de carré inté-
grable mais pas intégrable sur |1, 4o00].

z+1
r—1

Exercice 2. Soit f la fonction définie sur [0,27] par f(x) = sin?(z). Calculer si possible les
normes ||.[1, [|.||2 et ||.||cc de f

Exercice 3. On définit les fonctions f et g sur [0, 7] par

f(z) =e™ et g(x) = e,
(a) Déterminer si possible les normes ||.||1, ||-|l2 et ||-|lco de f et g.
(b) Calculer (f,2ig).
(c) Prouver que f 4+ ig et g+ if sont orthogonaux.

Exercice 4. Pour tout m € Ny, on pose

1
fm(z) = —X[-m,m] (x), zeR.

(a) Pour tout m € Ny, déterminer si la fonction f,, est continue, intégrable, de carré intégrable,
bornée et en calculer les normes correspondantes.
(b) Etudier la convergence ponctuelle et la convergence uniforme de la suite (fy,)men, sur R.
(c) Etudier la convergence de la suite (fi,)men, pour chacune des normes ||.||1, ||.]|2 et ||.||co-
Exercice 5. Pour tout m € Ny, on pose
fm(z) = m?ze ™,z € [0, +o00].
(a) Pour tout m € Ny, déterminer si la fonction f,, est continue, intégrable, de carré intégrable,
bornée et en calculer les normes correspondantes.

(b) Etudier la convergence ponctuelle et la convergence uniforme de la suite (fp,)men, sur
[0, 4-o00].

(c) Etudier la convergence de la suite (fi,)men, pour chacune des normes ||.||1, ||.]|2 et ||.||co-
1



Exercice 6. On donne la suite de fonctions f,,, suivante

_Ym
fm(x)— 11 m2z2’ m € Ny.

(a) Déterminer 'ensemble A sur lequel cette suite converge ponctuellement, ainsi que sa limite.

(b) Etudier la convergence uniforme de cette suite sur A et sur les ensembles bornés fermés
inclus dans A.

(c) Etudier la convergence de la suite (f,)men, pour chacune des normes ||.||; et ||.|2.

Exercice 7. Pour tout m € N, on pose

_ 2z L
fm(x) =e€ H) reR
(a) Calculer (si possible), pour tout m € N, les normes ||.||1, ||.||2 et [|.]|cc de fm sur [0, 4o0].
(b) Pour tout M € N, on pose
M
Fy = Z Jm-
m=0

(1) Etudier la convergence ponctuelle de la suite (Fas)aren sur [0, +oo[ ainsi que la conver-
gence uniforme sur [0, +oo[ et sur tout compact de [0, +o0l.

(2) Etudier la convergence de la suite (Fjs)aen pour les normes ||.||; et ||.]|2 sur [0, +o0].

Exercice 8. Soit (.,.) un produit scalaire sur un espace vectoriel complexe et ||.|| sa norme
associée. Démontrer que 1’'on a les égalités suivantes :

+g|l2+|If—gl?
(@) |f]12 + |lg|)? = LitalHlr—al®

(b) (f,g) + (g, f) = Mral_li=al®
() (f,g) = 230 o i¥||f +i*g]?.

Exercice 9. Montrer que, pour tous z,y > 0, on a

T (””;y) < JT(@TW).

Exercice 10. Montrer que, quel que soit le réel ¢ strictement positif, on a

(DI(1))* < T()(DT)(#).

Exercice 11. Démontrer que quelque soit le réel t > 1/2, on a

(T(t2)* < T(2t — 1)T(2t + 3).

Exercice 12. Démontrer que quelque soit le réel m > 1/2, on a

(DB(m,m))* < 8B(2m —1,2m — 1).



— Exercices de dépassement—

Exercice 13. Soit E' une partie mesurable de R".
(a) Si f, — f pour ||.|[1 et gm — g pour ||.||co, montrer que f,gm — fg pour ||.|1.
(b) Si fm — f pour ||.||2 et gm — g pour ||.||2, montrer que fmngm — fg pour ||.|:.

Exercice 14. Soient a,b € R tels que a < b. Si f € Cy([a,b]) NCq(Ja,b]) et si Df est continue et
de carré intégrable sur ]a, b[, démontrer que

[f(b) = f(@)® < (b= a)|Df]3.

Exercice 15. Pour tout n € Ny, on pose
n
Oon(z) = ———5—, xTER.
n(7) (1 4+ n2x2)
(a) Examiner la convergence ponctuelle et uniforme sur R de la suite (dy,)nen,-
(b) Les fonctions d,, sont-elles continues, intégrables, de carré intégrable, bornées sur R 7 Si c’est
le cas, examiner la convergence de la suite pour les normes correspondantes.

(c) Montrer que pour tout n € Ny, on a

/R Su(z) da =

lim On(z)p(z) dz = ¢(0)

n—+400 R

pour tout ¢ € D(R) (i.e. pour tout ¢ € Cs(R) & support compact dans R).

(d) Montrer que

Exercice 16. Soient r > 0 et f une fonction continue et de carré intégrable sur |0, 7[. Démontrer

que
1 x
lim — t)dt =

Si f est continue et de carré intégrable sur | 0 +oo [, démontrer alors que

IETOOJ/ 1(®)

V2 — F. Bastin & T. Devos — 9 avril 2026
V1 — F. Bastin & C. Dubussy



Analyse 11 Année académique 2026-2027

2°¢ Bloc Physique
5. Produit de convolution I

— Exercices de base —

Exercice 1. Soient les fonctions f et g définies sur R par

1 st —1<x<3 _fx/2 st 0<2<2
f(x)—{ 0 sinon et g(m)—{ 0 sinon ’

(a) Calculer si possible le produit de convolution de f et g.

(b) Représenter le graphique des fonctions f, g et fxg.

Exercice 2. (a) Soient les fonctions f et g définies sur R par

f(2) = e X1 400(2) €t g(2) = TX[—1 400[(2)-

Montrer que le produit de convolution f*g est défini sur R et donner sa valeur en tout point

de R.

(b) Méme question si

1
f@) =Pl et o) = g

(c) Méme question si
fl@)=el et g(z) =l

Exercice 3. Soient les fonctions données explicitement par

. a2
fi(x) = cos(x), fo(x) = sin(@)X[—r ) (2), f3(x) =", fa(x) = 2X)0,100[(%), f5(T) = X]—00,0](2)-
Pour chaque couple de fonctions (f;, fx), j,k € {1,2,3,4,5}, calculer si possible le produit de
composition de f; et fj.

Exercice 4. Soit I'échelon de Heaviside Y = Xjg 4oc- Pour tous m € Ny et A € C, on pose
e)\zxm—l
I'(m)

Montrer que, pour m,n € Nget A € C, on a

Y™ (2) = Y(z), z€R.

Y)\(m—i—n) _ Y/\(m) « Y)fn)

Exercice 5. Soient a,b € R tels que 0 < a < b. Si on pose

f(.T) - eiaxX[O#oo[(m) et g(.’L‘) = eibe[O,Jroo[(x)ﬂ

montrer que

x b—a

[0 g,
0



Exercice 6. Pour k € Ny, on pose

xkz—l

er(x) = WX}0,+OO[($)7 reR.

Montrer que
D™ (em* @) =emnxp et Di(epx@) =g
pour tous n,m, k € Ny tels que m > n et ¢ € D(R).

Exercice 7. Soient les fonctions f, g, h définies presque partout et qui sont telles que les produits
de composition suivants existent

1 1gl, ([f] 1gl) * |R].

Montrer que les produits de compositions (f * g) x h et f * (g * h) existent et sont égaux.

Exercice 8. Soient les fonctions f(z) = cos(z), z € R et g(z) = e ¥, 2 € R.
(1) Montrer que ces fonctions sont composables et en déterminer le produit de composition.

(2) En déduire que quelque soit le naturel strictement positif 7, on a

frgx--xg=F
——

n facteurs

Exercice 9. Soit la fonction f donnée explicitement par f(z) = zXx[o,4+o0[(z). Montrer que f * f
est une fonction définie sur R, deux fois continument dérivable sur R et telle que D?(f * f) = f
sur R.

Exercice 10. Soit f € L} _(R). Pour tout R >, on définit la moyenne radiale de f par

loc

z+R
R A

Montrer que
(a) M, f est continu sur R,
(b) Mgf € LY(R) s'il en est de méme de f et

[ Men@ e = [ f@)aa.

(c) Si f € CP(R) alors Mprf € CP(R) et pour tout k < p, D*Mpf = Mg(DFf).

— Exercices de dépassement—
Exercice 11. Calculer si possible x4 x xp lorsque

A={(z,y) eR*: 22 +¢y> <1} et B={(z,y) €eR?: -1 <z <1}

Exercice 12. Soit f € L2(]0, +oo[). Posons

hz) = / ety dt, x>0

Montrer que la fonction h est définie et continue sur [0, +o00[ et que l'on a

lim e*h(x) = 0.

T—>+00



Exercice 13 (Critére d’annulation pp). Soit Q un ouvert non vide de R™ et soit f € L ().
Montrer que f = 0 pp dans € si et seulement si

/ f(@)p(a) de =0
Q

pour tout ¢ € D(Q).
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2¢ Bloc Physique
Travail dirigé 1 I

Exercice 1. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

(a) La fonction = — e~ est de carré intégrable sur R.

(b) Si celui-ci existe, le produit de convolution de deux fonctions impaires est impair.

(c) Si une suite de fonctions converge sur [0, 1] pour la norme ||.||2, elle converge aussi sur [0, 1] pour la
norme ||.||1

(d) 11 existe une fonction bornée (non identiquement nulle) sur [0, 1] telle que ses normes ||.||1,||.||2 et

||-]|oo sont égales.

Exercice 2. (a) Calculer la valeur de I'(7/2) et de B(3, 3).

(b) Pour quelles valeurs des réels a et 3 les fonctions x — 2% et 2 +— (1—2)” sont-elles de carré intégrable
sur |0, 1[? Pour ces valeurs, montrer I'inégalité

1
Bla+1,6+1) < .
VA +20)(1 1 25)
Exercice 3. Pour tout n € Ny, on pose
1 size[—1,0]
fal@)=4¢ V1—nz sizel0,1/n]
0 siz € [1/n,1]

(a) Etudier la convergence ponctuelle de la suite (fy,)nen, sur [—1,1].

(b) Etudier la convergence uniforme de cette suite sur [—1,1], sur [—1,0], sur ]0,1] et sur les fermés
bornés inclus dans 0, 1].

(¢) Etudier la convergence de cette suite sur [—1, 1] pour les normes ||.||; et ||.|]2.

Exercice 4. Soient f et g, les fonctions entiérement définies sur R par

f(@) = e et g(x) = cos(4)X)_no0)
Calculer si possible f * g.

— Exercices de dépassement —

Exercice 5. Soit a € R. Pour tout n € Ny, on pose

n

2
falz) =nze ™2, zeR.

(a) Pour quelles valeurs de « la suite (fy,)nen, converge-t-elle (1) ponctuellement sur R, (2) unifor-
mément sur R, (3) uniformément sur tout compact de Ry, (4) sur R pour ||.||]1, (5) sur R pour
11127

(b) Dans la suite, on suppose que « = 1.

(1) Montrer que la fonction
—+oo
S=2_ fa
n=1
est définie sur R et continue sur Rg.
(2) Calculer S(x) pour tout « € Rg. En déduire que la fonction S n’est pas continue en 0.

Exercice 6. La densité de probabilité d’une variable aléatoire gaussienne d’écart-type o > 0 est donnée

par la fonction G, définie par
1 2
Gy(x) = exp a , zeR.
202

V2ro?

1



(a) Veérifier que
/ Gy(z)dx =1, / 2Gy(x)dx =0 et / 122Gy (x) dx = o
R R R

(b) Pour tous o, 7 > 0, établir que Gy x G = G /o777 sur R.

024712
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2°¢ Bloc Physique

6. Transformation de Fourier de fonctions intégrables |

Exercice 1. Soit a > 0. Calculer (si possible) la transformée de Fourier des fonctions suivantes :

(1) fi:z € R e e "X 1oof(®)

fg::tERb—):re*’CQ

fsrz R (1—alz))x_1 1(x)
fi:zxeR s el

f5 12 € R sin(2z)x[_1,1 ().

Exercice 2. Déterminer si les fonctions suivantes, données explicitement, sont intégrables sur R
et si c’est le cas, en déterminer les transformées de Fourier.

(1) fi(z) = sin(mz) x[-1,1)(®), (4) fa(z) = €7 X[ 4o0(x),  (7) fr(z) = elo7 1,

Sin2($) _2‘3;'
(2) fa(z) = (X[-10) % X[-1.1]) (®), (B) f5(x) = ORI (8) fs(x) = cos(z) e =",
1
(3) fs(2) = 1= (6) fo(w) = we=2", (9) fo(x) = 2% X[o,400( (2)-
Exercice 3. (1) Calculer (si possible) la transformée de Fourier de la fonction z > el

(x € R) ou A est une constante strictement positive.
(2) Pour tout A > 0, on pose
Ra(#) = ——> >, zER.
(2?2 + A?)
Montrer que, pour tous a,b > 0, on a Ry * Ry = Rq4p-

(3) Montrer de deux facons différentes (la premiére de maniére directe, la deuxiéme en
utilisant les points (1) et (2)) que, pour tous a,b > 0, on a

/ +oo dx o1
o (224 a®) (22 +1b2)  2aba+b
Exercice 4. Montrer que la transformée de Fourier d’une fonction paire (resp. impaire) est paire
(resp. impaire). Qu’en est-il de la réciproque ?
Exercice 5. Soient a,b > 0. Si possible, calculer
(1)

T
2

/+°° sin(ax) sin(bx)d
0
(2)
/_H'OO sin(ax) cos(bx) s
0 x
3) o
/ sin(az) sin(bz) dr. a4b
0 x

(Rappel : Pour tout A > 0, on a f0%+00 sing:)\x)

)

wol3

1



Exercice 6. En utilisant le théoréme du transfert, calculer

+oo -z
/ sin(z) dx.
0

X

Exercice 7. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f définie par

flx) =1+ z)x—1,0(2) + (1= 2)X)0,1)(2)-

En déduire la valeur de l'intégrale
/ +o0 sin(x)
0 zt

Exercice 8. Soit un signal f (on suppose que cette fonction est intégrable et de carré intégrable).
On définit 'autocorrélation du signal par

Ef(t):/Rf(x)f(x—t)dm, teR

et la densité spectrale de puissance de ce signal (PSD) par

Dy(y) = |F, fI*, yeR.

On pose f9(x) = f(—x) pour z € R.
(1) Montrer que I'autocorrélation s’écrit Ef = f % f*.
(2) Montrer que I’autocorrélation d’une fonction a valeurs réelles est une fonction paire.

(3) Montrer que

sup | By ()| = Ef(0).
teR

(4) Montrer que la densité spectrale et 'autocorrélation sont liées par la transformation de
Fourier (I'une est la transformée de l’autre).

Exercice 9. Soient f € L'(R), a € R\{0} et 9 € R. Posons F(z) = f(a(z — 20)), z € R.
Montrer que

S B
.FyF—me O”Fy/a

f.

Exercice 10. Soit f € L*(R). Démontrer les affirmations suivantes :
(1) Si f est paire et réelle alors il en est de méme de sa transformée de Fourier ;
2

(2)
(3) Si f est paire et imaginaire pure alors il en est de méme de sa transformée de Fourier ;
(4)

Si f est impaire et réelle alors sa transformée de Fourier est imaginaire pure et impaire ;

Si f est impaire et imaginaire pure alors sa transformée de Fourier est réelle et impaire.

— Exercices de dépassement —

Exercice 11 (Equation de la chaleur). Considérons une barre mince infinie de métal de conduc-
tivité constante v et de chaleur spécifique volumique constante C. Si U la température en x au

temps t, on a ’équation
DU = %DgU.

Le but de l'exercice est de résoudre cette équation aux dérivées partielles sous les conditions
suivantes :

(1) Les fonctions U, D;U, D,U et D2U sont continues sur R x]0, +o0[ et intégrables en  sur

R pour tout ¢ €]0, 00| fixé.
2



(2) On a une condition initiale f € L!(R) telle que
lim U(-,t) = f.

t—0+
(La convergence est dans L'(R).)

(3) Pour tout intervalle compact [to,t1] de ]0,+oo], il existe une fonction F € L'(R) telle
que
|D U (z,t)| < F(z) Vté€ [to,t1], Ve € R.

Exercice 12. Démontrer que 0 est la seule fonction intégrable sur R" telle que f x f = f.
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7. Transformation de Fourier de fonctions de carré intégrable I

— Exercices de base —

Exercice 1. Si possible, déterminer la transformée de Fourier des fonctions f, g et h définies par
(1) frzeRm— e /2,
(2) g:xeRy— sign(x)smagx),
(3) h:az € Ry arctg ().

Préciser a chaque fois s’il s’agit d’une transformée de Fourier dans L!(R) ou dans L?(R).

Exercice 2. Si possible, déterminer la transformée de Fourier des fonctions suivantes

(1) fiirzeR— x_IX},OO7,1]U[1,+OO[,

cos(x
(2) forzeR— ( )X}—oo,—1]u[1,+oo[,
(3) fgszRr—)l_(;OS(@.

Préciser a chaque fois s’il s’agit d’une transformée de Fourier dans L!(R) ou dans L?(R).

Exercice 3. Soient a,b € R tels que b > a > 0. Soit la fonction f définie par
f(z) = arctg(ax) — arctg(bz), =z €R.

(a) La fonction f est-elle intégrable ? De carré intégrable ?
(b) Déterminer si possible la transformée de Fourier de Df.
(c) En déduire si possible la transformée de Fourier de f.

Exercice 4. Si a > 0 établir que

/O+°° cos(ax) — cos(a) ™

.2 dr = 5 sin(a).

Exercice 5. On donne les fonctions f et g définies sur R par

f@) = g et o) =

Déterminer la transformée de Fourier de f et de g. Préciser s’il s’agit d’une transformée de
Fourier dans L'(R) ou dans L*(R).

Exercice 6.
(1) Si f et g sont de carré intégrable sur R, montrer que
FH(F f.Fg)=2r)fxg surR.
(2) Soit A C R, un ensemble (mesurable) borné. On pose f = FTx 4. Calculer f * f a laide
du premier point.

(3) Soit F' € L*®(R). Déduire du premier point qu’il existe f € L?(R) tel que F = f  f si
et seulement s’il existe p € L!(R) tel que F = F T ¢.



— Exercices de dépassement—

Exercice 7. Soit f € L'(R). Montrer que F* f € L?(R) si et seulement si f € L2(R).
Exercice 8. (1) Soit f € L3(R) tel que F} f # 0 pour presque tout x € R. Montrer que si
g € L*(R) est tel que
(g9, f(- + ¢)) = 0 pour tout ¢ € R,
alors g = 0.

(2) Soit f € L*(R) N L%(R) tel que F; f # 0 pour presque tout x € R. Montrer que si
g € L%(R) est tel que

(g, h* f) = 0 pour tout h € L*(R),
alors g = 0.

Exercice 9. Soit une fonction f : R — R. Montrer que f et D f sont deux fonctions de L?(R) si et
seulement si FT f et @ — a2F] f sont des fonctions de L?(R). (Indice : considérer [ f(£)Df(t)dt

et montrer que si g et z — xg(z) sont L*(R) alors g € L*(R))
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8. Séries trigonométriques de Fourier I

— Exercices de base —

Exercice 1. On considére I'espace de Hilbert L%(]0, 1]).

(1) Montrer que les fonctions f et g définies par f(x) = cos(2mx) et g(x) = e*™ y sont
orthogonales.
(2) Développer les fonctions g1, g2, g3 en série trigonométrique de Fourier dans cet espace,

en exprimant la réponse finale a ’aide de fonction sinus et cosinus et en simplifiant au
maximum 1’expression.

g1(z) = cos(107x), go(z) = cos*(mz), g3(x) = cos(mz).
(3) En déduire que

V2 io(—l)m—l 2m — 1
16" 16m2 — 16m + 3~

Exercice 2. On donne la fonction f définie sur R par
-1 size]—m,0|
f(z) = 1 sizel0,n|
0 sinon
(1) Déterminer le développement en série trigonométrique de Fourier de f sur [—7, 7).
(2) En déduire la somme des séries

Jff : t Jff A
e
2
= (2m+1) L= 2m+1
Exercice 3. (1) Déterminer le développement en série trigonométrique de Fourier sur [—7, 7]

de la fonction f donnée par f(z) = |sin(z)|, z € R.
(2) Déterminer la somme des séries

+Z : t +Z ( l)m

(&3 .
4m?2 —1 4m?2 —1
m=1 m=1

Exercice 4. (1) Déterminer le développement en série trigonométrique de Fourier sur [—, 7]
. . T fe T
de la fonction f donnée par f(z) = “5—.
(2) En déduire la somme des séries
D o =2
(m? +1)2 m?+1

m=1 m=1

Exercice 5. (1) Déterminer le développement en série trigonométrique de Fourier de la fonc-

tion f définie par f(z) = z sur [—m, 7]
1



(2) En déduire la valeur de la série
+oo 1

2 (v i

k=0

Exercice 6. Développer la fonction
T—x

fla) ="

en série de Fourier trigonométrique dans 1 ?intervalle [0, 27]. En déduire la valeur de la série

+00 1
>

m=1

Exercice 7. Développer les fonctions suivantes en série trigonométrique de Fourier dans 'inter-
valle [—m, 7] :

(@) = X)mr—ny2) (%) = X—r/2,7/2/(®) + Xjr/2,7(2),
9(%) = Xj—m,—r/2)(T) = Xj=r/2,0/(®) + Xjo,m/21(T) — Xjr/2,7](2)-

Exercice 8. Développer en série trigonométrique de Fourier :

(1) f1(z) = sin(x) dans L%([0,27]) et dans L?([0, 7)), (5) f5(z) = sin?(x) dans L2([0, 7)),

(2) fo(w) = 23 dans L2([—m,]) et dans L2([0, 27]), (6) fo(x) = sin(x) |sin(z)| dans L2([0, 27]),
(3) f3(x) = e dans L?([—7,7]) et dans L?(]0, 27]), (7) fr(z) = sin®(x) dans L2([0,27]),

(4) fa(x) =  X[—r0)(z) dans L?([—n,7]) et dans L2([0,27]), (8) fs(x) = sin(x) cos?(x) dans L?([0,27]).

Exercice 9. Soit E I’ensemble des polynomes complexes de degré plus petit ou égal a 2.
(1) Montrer qu’il s’agit d’un espace vectoriel sur C.
(2) Si P,Q € E, on définit
(P,Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(:)Q(3).
Montrer que (-, ) est un produit scalaire sur E.

(3) A quelles conditions sur a,b, ¢ € C lapplication (-, -) définie par

(P,Q) = P(a)Q(a) + P(b)Q(b) + P(c)Q(c),

pour tout P,Q € E, est-elle un produit scalaire sur F 7

— Exercices de dépassements —

Exercice 10. Posons Py(z) = 1 et Pi(z) = x pour tout € R. Pour tout n > 1 et = € R, posons
(n+1)Ppi1(x) = (2n+ 1)xPy(x) — nPy—1(x).
Le polynome P, est appelé polynome de Legendre de degré n.

(1) Pour tout n € N, prouver que P, est effectivement un polynome de degré n.

(2) Démontrer la formule de Rodrigues

1
Vn e N,V € R, Py(x)= 2nn!D” ((z®—1)").
(3) Montrer pour tout n € N que le polynome P, est une solution particuliére de I’équation
différentielle

D((1 —2*)Df(z)) +n(n+1)f(z) = 0.
2



(4) En déduire que la famille (P,),ecy est une famille orthogonale dans L?([—1,1]).

Exercice 11 (Noyau de Poisson). Pour tout r € [0, 1], on pose
_ 1—r?
1 —2rcos(§) +r?’

Pour tout m € Z, on pose aussi e, (r) = ™ x € R.

P.(9) gecR.

(1) Pour tous r € [0,1] et § € R, montrer que
Po(0) = rimle,(6).
mEZL

(2) Pour tout r € [0, 1], calculer (si possible) la valeur de 'intégrale

™

/ P.(6) db.

—m

(3) Soit f une fonction continue sur R et périodique de période 27. Montrer que

S fren) en(8) = [ F0R0 1) dt

mEeZ
pour tous r € [0,1[ et § € R. En déduire que

tim o= 3" ol (fen) en(®) = £(6)

r—1- 27

pour tout 6 € R.

Exercice 12 (Formule sommatoire de Poisson). Soit f une fonction continue sur R telle que
x + 22 f(z) soit borné sur R. Démontrer que

+oo “+oo
Yo flatm)= Y (Fopn f) ™™

pour presque tout x € R. En déduire que, pour z € R\ Z, on a

= (z+m)? - sin?(rz)
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Exercice 1. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

(a) Il existe une fonction f intégrable sur R telle que

y2

f7 = —
yf 1_|_y27

Vy € R.

(b) Si f est une fonction intégrable sur R telle que sa transformée de Fourier est intégrable sur R, alors f
est borné (presque partout) sur R.

(¢) Le produit d’une fonction de carré intégrable sur R par sa transformée de Fourier est intégrable
sur R.

Exercice 2. Soit la fonction f définie sur R par f(z) = e““Xjo,1o0[(®) OU ¢ est un paramétre complexe.

(a) Déterminer si possible le produit de convolution f x f en tout point de R.
(b) Pour quelles valeurs complexes de ¢ la fonction f * f est-elle intégrable sur R ? Justifier.

Exercice 3. Soient les fonctions f, g et h définies explicitement par

_ 1= cos(x) sin(mwx)

et h(z)=

J(@) = imsin(e) X -rm(e), 9(2) = —— =

Montrer que f est continu sur R et que g et h se prolongent continiment sur R. Déterminer si possible
la transformée de Fourier de ces fonctions. Préciser a chaque fois s’il s’agit d’une transformée de Fourier
de fonction intégrable ou de fonction de carré intégrable.

Exercice 4. Pour tout a € Ry, calculer si possible la valeur de l'intégrale

/+°° cos(a)sin(z) |

z(x? + a?)

Exercice 5. Soient les fonctions f, g (d 7une variable réelle) données explicitement par

(o) = sin(a) xn @), o) = 22

(1) Si possible, déterminer les transformées de Fourier (+) et (—) de f et g.

(2) Si possible, en déduire la valeur de 1?intégrale
.2
/ sin”(7x) .
r (22 - 1)2
Exercice 6. Soit la fonction impaire f définie sur [—m, 7] par f(z) = z(m — ) si « € [0, 7).

(a) Développer si possible cette fonction en série trigonométrique de Fourier sur [—7, ]. Exprimer votre
réponse en utilisant uniquement des fonctions sinus et cosinus et simplifier au maximum vos calculs.
(b) En déduire la somme des séries

3 6’
= (2m+1) = (2m+1)

Exercice 7. On donne les fonctions suivantes :

Fi(z) = {ex six >0, o) = {em- six >0,

0 sixz <0, —e® six <O,

fo@) = F @ eR),  file) = o ER)



(1) Pour chacune de ces fonctions, déterminer a quel(s) espace(s) L'(R), L?(R), L>°(R) elle appar-
tient.

(2) Déterminer ensuite la norme de chacune de ces fonctions dans chacun des espaces auquel elle
appartient.

(3) Représenter les fonctions f1, fo, f3 dans un méme repére orthonormé.

(4) Déterminer la transformée de Fourier (—) de f1, fa, f3, en spécifiant §'il s’agit de la transformée
dans L' ou L?.

(5) Déterminer la transformée de Fourier (4) de f4, en spécifiant s’il s’agit de la transformée dans
L' ou L2. Montrer que cette transformée est nulle sur ] — oo, 0.

(6) Déterminer (si possible) le produit de composition f; * fi ainsi que sa transformée de Fourier

(=)

Exercice 8. On donne les fonctions suivantes :

xe ™ six>0
= - =e Il (z € R).
@) {0 Ly @ = @en

(1) Pour chacune de ces fonctions, déterminer a quel(s) espace(s) L'(R), L?(R), L*>°(R) elle appar-
tient.

(2) Déterminer ensuite la norme de chacune de ces fonctions dans chacun des espaces auquel elle
appartient.

(3) Déterminer la transformée de Fourier (—) de chacune de ces fonctions, en spécifiant s ?il s 7agit
de la transformée dans L* ou L2

(4) Si R désigne la partie réelle de la transformée de Fourier (—) de f et I désigne la partie imaginaire
de cette transformée, montrer que 17on a

2(R(y) —yl(y)) = F gly), yeR.

(5) Déterminer (si possible) le produit de composition g * g ainsi que sa transformée de Fourier (—).

— Exercices de dépassement—

Exercice 9. Soit f € C1(]0,27]) une fonction a valeurs réelles telle que f(0) = f(27) et 0277 f(®)dt =0.
(a) Montrer que

/W(f(t))thS/ﬂ(Df(t)fdt.
0 0

(b) Montrer que I’égalité a lieu si et seulement si f = acos+bsin avec a,b € R.
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