MATHO0247 Ecrit de janvier 2022

CORRIGE succinct

Question 1 Pour tout m € Nj soit la fonction f,, définie par
fm(z) = male ™V,

(1.1) Déterminer le plus grand ensemble A C R sur lequel la suite f,, (m € Np)
converge ponctuellement. Déterminer la limite ponctuelle.
(1.2) Etudier la convergence uniforme de cette suite sur A et sur [r,+oo[ o1 r > 0.
(1.3) Pour tout m, déterminer si possible la norme de f,, dans L'(A).
(1.4) Etudier la convergence de la suite f,, (m € Ny) dans L!(A).

Solution (succincte). (1.1) L’ensemble A est [0,4o00] (car...) et la limite ponctuelle f est la
fonction nulle.

(1.2) On a

~ - - —vma) _ 2\ -
sup i) = )] = sup (mae V™) = g (2] = 4o

donc la convergence n’est pas uniforme sur A. Par contre, si 7 > 0, on a

sup |fn(2) = f(2)] = sup (mae V") = fu(r)

T>r T>r
pour tout m tel que r > v/2/m donc

I SUP |[fm(z) = f(z)] = lim fa(r) = 0
et on a bien la convergence uniforme sur [0, +-o00[.
(1.3) Les fonctions f,, appartiennent bien & L!(A) (car...). Cela étant, pour tout m € Ny,
on a

+oo
i) = m/o eV gy — 2

(1.4) Vu la valeur des normes, il est clair que la suite converge dans L!(A) vers f = 0.

Question 2 On donne les fonctions f, g explicitement par

fa)=z  gla)=e.

Ces fonctions sont-elles composables 7 Si oui, en déterminer le produit de composi-
tion.

Solution (succincte). Comme f n’appartient a aucun espace LP(R) pour p = 1,2, 00, on doit
examiner ’existence en repartant de la définition.

Pour y € R, la fonction = — f(y — ) g(z) = (y — z) e 1l = ye~1#l — ze=1#| est intégrable
sur R (car...); des lors le produit de convolution existe quel que soit y. On a alors directement
(noter x — xe~*| est impair et intégrable donc d’intégrale nulle sur R)

(F*g)y) = /R(ye“”' —ze ") dz = y/Re'x dr = 2y/0+ooef de = 2.
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Question 3 On donne les fonctions f et g explicitement par

f(l‘) = 6_xX}0,+oo[7 g(x) = 1 _12$
(3.1) Les fonctions f et g appartiennent-elles & L'(R) (resp. L?(R), L°(R))? Si oui,
en déterminer la norme dans ces espaces.
(3.2) Déterminer les transformées de Fourier de ces fonctions, en spécifiant dans
quel espace (L! ou L?) vous travaillez.

Solution (succincte). (3.1) La fonction f appartient & L'(R) N L?(R) N L>(R) (car...) et la
fonction g appartient & L?(R) N L>°(R) (car. ..) mais pas & L'(R) (car...)

D’une part on a
+00
= [ edn =1

0
+oo
A

[flloc =supe™™ = 1.
>0

et

Et d’autre part

1 1 T
g _ = - = 27 —
Il ¢Au—mw ¢Al+ﬂ 20 = va
et
lglloo = sUp —— = sup ——o = 1
> zeR |1 — iz] zeR V1 + 22

(3.2) Dans L', on a
+

Fol = / " etinver gy
0

)
+o0 .
_ / 61‘(:|:7,y—1) dr
0

1 teo .
= De"Fw=1 (g
+iy -1 J,
- 1
 Fiy+ 1
On constate donc que
Frf =g
Comme f € L>N L', on a aussi
Frf=F*f

donc, dans L?,
Fg=FTFf = 2nf

L’autre transformation s’obtient par F;g =F_,9=27f(-y).



Question 4 Soit f € L?([0,1]) et soit F' la fonction définie sur [0,1] par

_ /(ff(t) dt

F
lim (z)
z—07t \/5
Solution. Pour tout x € [0, 1], la fonction ¢ — f(¢) est intégrable sur [0, 2] comme produit de
deux fonctions de carré intégrable car on a f(t) = f(t)x[0,.4](t) avec f et x[p 4] de carré intégrable

sur [0, z].
Cela étant, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne, quel que soit = €]0, 1],

f dt' < \//1 dt \//;\f(t)P it = o[ [C1rop a

] 2 <[ a

Comme f est de carré intégrable sur [0, 1], on a lim, o+ [i | f(£)[* dt = 0 donc, par le théoréme
de I'étau

Justifier que F' est bien défini et que

donc

lim F(z)

= 0.
z—07t \/E

Question 5 On considére I’espace de Hilbert L?([—7,7]) et les fonctions f, g données
explicitement par

fla) =22, g(z) = sin(z/2).
(5.1) Dans cet espace, déterminer le développement en série trigonométrique de f

et de g en simplifiant au maximum les expressions obtenues.
(5.2) En déduire que

+oo m+1 2
y U =
m=1

Solution (succincte). (5.1) Les fonctions x + ep,(x) = (1/v/27)e?™* (m € Z), forment une
suite orthonormée totale de L?([—m,7]). Comme

az) 1 — cos(x) 1 e
2 2 4 4’

g(x) = sin? (5

le développement de g est immédiat.
Pour f on a, pour tout m € Z,

< fiem> = z? e Ty

vl

22 cos(mz) dx

v

2 1 (7
= — — 22 Dsin(mz) dx
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Et pour m =0, on a
1 s
< f,eg>= — 22 dx =

2 /7r 2 gy 2
— x = — —,
Vo J_x Vo Jo Vor 3

Apres quelques calculs et simplifications, on trouve ainsi

= 2 <= cos(mz)
= Y <fem>em(n) = 5+ 4 (-1 — 3
m=—00 m=1

dans L?([—7,7]).
(5.2) Comme f appartient a Coo(R), 1'égalité précédente est valable en tout = € [—m,7];
pour x = 0, cela donne

2 = 1
J— P —_— mi
0= + 4> (-1 —5
m=1
ce qui conduit a
+°0( 1)m+l 2
m? T 12
m=1



