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Introduction

Apres une courte liste de notions fondamentales qu’il importe de maitriser pour aborder
le contenu de ce cours (Rappels), le chapitre 1 présente les propriétés de base des intégrales
eulériennes I' et B. C’est 'occasion de retravailler le calcul intégral a une et deux variables.

Ensuite vient le chapitre 2, consacré aux notions de convergence simple (ou ponctuelle) et
uniforme d’une suite de fonctions. D’autres notions de convergence de suites de fonctions seront
étudiées dans d’autres chapitres.

Le chapitre 3 débute par une breve présentation des notions d’espaces vectoriels normés,
pré-hilbertiens, de Banach et de Hilbert. Ensuite, ce sont les espaces de Banach des fonctions
intégrables, bornées presque partout qui sont étudiés, puis ’espace de Hilbert des fonctions de
carré intégrable.

L’outil d’analyse du signal intitulé < produit de composition > (ou convolution) est traité au
chapitre 4.

Les chapitres 5 et 6 sont ensuite consacrés a ’étude de la transformation de Fourier des
fonctions intégrables et des fonctions de carré intégrable, indispensable outil de la physique
notamment puisque ces transformées modélisent les notions de spectre, d’énergie, etc.

Enfin le chapitre 7 présente la notion de suite orthonormée (totale) dans un espace de Hilbert,
de développement en série avec ces suites. Une attention toute particuliere est portée aux séries
trigonométriques de Fourier.

Documents de référence ‘

— Céline Esser : syllabi des cours d’analyse de premiere année de bachelier en sciences
physiques.

— Jean Schmets : Analyse mathématique. Introduction aux espaces fonctionnels. Université
de Liege. Le syllabus complet est disponible via les archives indiquées dans les pages web
relatives au présent cours MATHO0247, Analyse, 2BP ; des extraits sont aussi directement
récupérables via les pages web relatives au cours MATH0247

— Listes d’exercices (les listes de plusieurs années sont disponibles sur la page web relative
au cours)

— Le présent syllabus.

FB,
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Rappels

Il est fondamental d’avoir une bonne connaissance

— de la définition est des propriétés des suites convergentes (dans R™ et C), de la défintion
et des propriétés des séries numériques,

— des résultats concernant la dérivation des fonctions composées,

— du calcul intégral a une ou plusieurs variables : définitions, cas fondamentaux, critéres
d’intégrabilité, techniques d’intégration, théoréme de Tonelli, théoréme de Fubini,

— du théoreme de dérivation des intégrales paramétriques.

Pour ces matieres, nous renvoyons aux cours d’analyse de Mme Esser (ler bachelier en

sciences physique, année académique 2023-2024-2025).

Il importe aussi de se rappeler la valeur des intégrales suivantes

+0o0 2 1 T b2 /4,
/ cos(bx) e dx = B Ze Ve heR, a €0, +o0].
0 a

Enfin, rappelons que dans R",
e un ensemble €2 est ouvert si tout point de celui-ci est le centre d’une boule qui reste dans 2
e un ensemble est fermé si son complémentaire est ouvert, ou, de maniere équivalente, s’il contient
les limites de ses suites convergentes (preuve facile)
e une ensemble K est compact s’il est borné et fermé, ou, de maniere équivalente si de toute
suite de K on peut extraire une sous-suite convergeant vers un élément de K (preuve moins
directe que pour celle concernant les fermés).

Cela étant, la définition générale d’'un compact est la suivante. Un ensemble K d’un espace
topologique X est un sous-ensemble de X pour lequel de tout recouvrement de K par des ouverts,
on peut extraire un recouvrement fini. Cela signifie que si les ouverts Q; (j € J) sont tels que

K c ]9,
jed

alors parmi ces €25, il en existe un nombre fini ;,, (m =1,... M) tels que

K C U Qjm'

En ce qui concerne quelques notations usuelles, rappelons que
e si A C R", la notation Cp(A) (ou C°(A)) désigne 'ensemble des fonctions continues sur A &
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8 TABLE DES MATIERES

valeurs complexes,

e si (2 est un ouvert de R™ et si p € Ny, la notation Cp(£2) (ou CP(£2)) désigne les fonctions qui
sont p fois contintiment dérivables sur €2

e si 2 est un ouvert de R™, la notation Cs(€2) (ou C*°(Q2)) désigne les fonctions qui sont p fois
continiment dérivables sur {2 quel que soit le naturel strictement positif p.



Chapitre 1

Intégrales eulériennes

Les fonctions eulériennes classiques, a savoir les fonctions définies par des intégrales pa-
ramétriques I' et B (voir suite de ce chapitre) sont d’une grande importance en analyse. Par
exemple, la fonction I' généralise les factorielles des naturels, ce qui permet a des expressions
statistiques discretes de pouvoir se généraliser dans le < continu > (ce qui veut dire ici en utili-
sant des fonctions de variables réelles plutot que des suites) et d’ainsi apporter un outil d’étude
puissant. La fonction B, quant & elle, intervient dans ’expression de différences finies, lesquelles
sont étudiées en analyse un peu comme les opérateurs différentiels.

Propriété(s) 1.0.1. (1) La fonction x — e % 2"~ est intégrable sur ]0,+o0] si et seulement
sin > 0.

(2) La fonction x — 2™ 1 (1 — )"~ est intégrable sur ]0,1[ si et seulement si m > 0 et
n > 0.

Preuve. Notons tout d’abord que les fonctions données sont continues sur les ensembles
considérés.

(1) Sin > 1, la fonction est méme continue sur [0, +oo[ et aprés multiplication par x2, on a

une convergence vers 0 en +00; on a donc l'intégrabilité voulue.

Si 0 < n < 1, lintégrabilité en 400 ne pose pas non plus de probleme car, par exemple
2" e < e7® lorsque x > 1 et I'exponentielle = + ™% est évidemment intégrable en +oo.
Enfin, on a aussi I'intégrabilité en 0 car e * 2"~ ! < 2" ! pour tout > 0 et & — " ! est
intégrable en 0.

Réciproquement, si la fonction est intégrable alors n > 0. De fait, on a e 2"~ ! > gn=1/2
au voisinage de 0 et z — 2™ ! est intégrable en 0 si et seulement si 1 —n < 1 c’est-a-dire n > 0.

(2) Ici, c’est encore plus simple : on a
0<az™ (1 —az)" ' <C2z™ ! au voisinage de 0"

et
0<az™ '(1—z)"" ' <C'(1—2)""" au voisinage de 1~

des lors on a bien l'intégrabilité lorsque n, m > 0.
Réciproquement, comme on a

g™ (1 —2)" > Ca™ ! au voisinage de 0T

et
g™ V(1 —2)" P> (1 —x)" ! au voisinage de 1~

9



10 CHAPITRE 1. INTEGRALES EULERIENNES

Iintégrabilité de z + 21 (1 —2)"~! en 0F implique m > 0 et son intégrabilité en 1~ implique
n>0.0

Définition 1.0.2. La fonction I" est définie par
“+o0o
I'(n) = / e "a" dr, n>0
0
et la fonction B est définie par

1
B(m,n) = / ™1 —2)" ! dx
0

Propriété(s) 1.0.3. On a les égalités suivantes
(1)T(1) =1, T(1/2) = V7
(2)T(n+1) = nI(n) pour tout n >0
(3) T'(n+1) = n! pour tout naturel strictement positif n
(4) B(m,n) = B(n,m) pour tous m,n > 0

Preuve. (1) C’est un simple calcul. On a

+oo +o0
ra) = / e Vdr = —/ De ™ dx =1
0 0

et
1 +oo
T <> = / e T2 dg
2 0
+o0 5
= / et ot dt
0
+o0 5
= 2 / e ¥ dt
0
- Vr
(2) Ici aussi c’est un simple calcul d’intégration par parties
“+o0o “+o0o “+o0o
Fn+1) = / e “a" dr = —/ De *z" dx = / e “ng"Vdr = nl(n).
0 0 0

(3) résulte directement de (2) et (1)

(4) s’obtient immédiatement par exemple en utilisant le changement de variable linéaire
g(x)=1—z, 2 €]0,1[. O
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Proposition 1.0.4 (Formule de Stirling). On a

lim Tt 1) -1

n—+00 N =N /21N

Preuve. Voir les notes de J. Schmets par exemple. O

Propriété(s) 1.0.5. Quel que soit 6 €]0,1], on a

™

BO,1—0) = (ot

Preuve. Voir les notes de J. Schmets par exemple. O

Propriété(s) 1.0.6. Le lien entre I' et B est
I'(n)T(m) = I'(m+n)B(m,n) Yn,m >0

Preuve. On obtient cette égalité en faisant un changement de variables dans une intégrale
double comme suit. On a

+oo +oo
I'(n)T'(m) = / e " dx x / e Yyt dy = // e~ @) gn=lym=1 gy dy
0 0 ]0,+00[x]0,+00[

On utilise alors la fonction G = (g1, g2) définie par

g(z,y) = v+y, glr,y) = (z,y) €]0, +00[x]0, +o0]

r+y
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avec g1, g2 indéfiniment contintment dérivables sur A =|0, +00[x]0, +o0[; elle s'inverse comme

suit
5:91(9579)::17%—3; T =ts
{ t=ga(z,y) =z/(x+y (et s { y=s—z=s—st=s(l—1t) (s,1) €]0, +00[x]0, 1]

avec hy : (s,t) — ts et hg — s — st indéfiniment continiment dérivables sur ]0, +00[x]0, 1[. Cela
étant, on a

‘Dshl(s,t) Diha(s,t) — Diha(s,1) Dshg(s,t)‘ - ‘t(—s) Cs(=t)] = = = s
donc
I'(n)T'(m) = // e~ @) gr=lym=1 gz dy
10,+00[x]0,400[
= // el gnT gl (1 Tl s dsdt
10,+00[x]0,1]
~+o00 1
= / e s sl s % / A € S LU 7
0 0
= TI'(m+n)B(m,n)
|

Exercice 1.0.7. On a
I' € Cx(]0,+0]), B € Cx(]0,400[x]0,+00[)

et ces intégrales sont < dérivables sous le signe d’intégration >.



Chapitre 2

Convergences ponctuelle (ou simple)
et uniforme

2.1 Définitions, notations, exemples, critere de Cauchy

Pour une introduction et cerner la différence entre les deux convergences, voir par exemple
http ://www.bibmath.net/dico/index.php ?action=affiche&quoi=./c/cvu.html
rubrique analyse, convergence simple, uniforme.

Passons alors a la définition et aux notations utilisées.

Définition 2.1.1. Soit A C R" et soit f, (m € Ng) une suite de fonctions définies sur A.
(a) On dit que la suite fn,, (m € Ngy) converge ponctuellement (ou simplement) sur A s’il existe
une fonction f définie sur A telle que limy,— o0 fr(x) = f(2) pour tout x € A ou encore

lim |[fn(z)— f(z)] = 0 Vze A

m—r+00

Dans ce cas on utilise souvent la notation
—
fn— 1

(b) On dit que la suite f,, (m € Ny) converge uniformément sur A s’il existe une fonction f
définie sur A telle que

lim sup|fu(z) — f(z)] = 0.

m—+400 €A

Dans ce cas on utilise souvent la notation

fm=

Pour des exemples, nous renvoyons au cours enseigné et aux séances de répétition.

Il est immédiat de voir que si on a la convergence uniforme vers une fonction, on a la
convergence simple vers la méme fonction et que dans le cas de convergence, on a unicité de la
limite. Il est tout aussi immédiat de voir que la convergence uniforme implique la convergence
simple et pas le contraire (cf exemples).

Proposition 2.1.2 (Critere de Cauchy). La suite f,, (m € Ny) de fonctions définies sur A C R™
converge uniformément sur A si et seulement si elle y est uniformément de Cauchy c’est-a-dire

Ve >0, M € Ny tel que sup|fp(x) — fo(z)| <e, Vp,qg> M.
€A

13



14 CHAPITRE 2. CONVERGENCES PONCTUELLE (OU SIMPLE) ET UNIFORME

Preuve. 1l est vraiment immédiat de voir que si la suite f,,, (m € Ng) converge uniformément
sur A, alors elle y est uniformément de Cauchy.

La réciproque est directe également car on se base sur le fait que toute suite numérique de
Cauchy converge. De fait, puisque la suite f,,, (m € Np) est uniformément de Cauchy sur A, quel
que soit x € A, la suite f,(z) (m € Np) est de Cauchy dans C comme on le voit immédiatement
a partir de la définition d’étre uniformément de Cauchy. Pour tout x, on pose alors

f@) = lim fu()

et on définit donc ainsi une fonction f sur A. Il reste & montrer que la suite f,, (m € Np)
converge vers f uniformément sur A. Soit £ > 0. Puisque la suite f,,, (m € Np) est uniformément
de Cauchy sur A, il existe M € Ny tel que

Sug’fp(x)_fq(x” SE, vpquM
e

ce qui est équivalent a
[fo(x) = fo(2)] <&, Vp,g>M, VzeA.
Pour x € A et p > M, un passage a la limite sur ¢ et la convergence simple donnent alors
[fplz) = fx)] <e, Vp>M, VoeA
ce qui est équivalent a

sup | fp(x) — f(z)] <€, Vp =M.
z€A

Et on peut conclure.O

2.2 Convergence uniforme et régularité

2.2.1 Continuité

Théoréme 2.2.1. (1) Si la suite fn, (m € Np) de fonctions continues sur A C R"™ converge
uniformément sur A vers f, alors f est continu sur A.

(2) On en déduit que si la suite fp, (m € Ng) de fonctions continues sur A C R™ converge
uniformément sur tout compact de A wvers f, alors f est continu sur A.

Preuve. (1) Soit a € A et soit € > 0. Pour tout z € A et tout m € Ny, on a

[f(z) = f(a)| |f(2) = fm(2) + fm(x) = fm(a) + fm(a) — f(a)]
< [f(@) = fn(@)| + [fm(2) = fm(a)] + [fm(a) — f(a)]
< 2§g£|f(t)_fm(t)| + |fm($)_fm(a)|

Cela étant, la convergence uniforme donne 'existence de M € Ny tel que

sup [ fm(t) — f(8)] <

teA

Ym e Ny, m>M

W m

et la continuité de fys donne l'existence de n > 0 (qui dépend de M) tel que

red fe—al<n = [fule)—fula) <

Wl ™
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On obtient donc

ved le—d<n = |f@) - f@) <2+l - farla)l <o

(2) Supposons avoir la convergence uniforme sur tout compact de A. Si z,, (m € Ny) est une
suite de A qui converge vers a € A, on a immédiatement

lim f(zm) = f(a)

m——+00

puisque l'ensemble {z,, : m € Ng} U {a} est un compact de A, donc f y est continu. On peut
donc conclure. O

2.2.2 Dérivabilité

Proposition 2.2.2. Soit Q un ouvert de R™ et une suite f,, (m € Ny) de fonctions définies sur
Q telles que

(1) fm € C1(R2) pour tout m

(2) la suite fp, (m € Ny) converge ponctuellement sur Q0 (notons f la limite)

(8) pour tout j = 1,...,n, la suite D; f, (m € Ng) converge vers une fonction Y9 uniformément
sur tout compact de 2.

Alors
(a) f S CI(Q)7

(b) pour tout j =1,...,n on a ‘
D;f = f(]) sur €2
(c) et la suite fp, (m € No) converge vers f uniformément sur tout compact de Q.

Preuve. (c) Démontrons que I’hypothese de convergence ponctuelle de la suite et la conver-
gence uniforme des dérivées entrainent la convergence uniforme de la suite elle-méme sur tout
compact. Pour cela, il suffit de prouver que la suite est uniformément de Cauchy sur tout com-
pact. On peut aussi se contenter de montrer cette convergence sur toute boule fermée b(y,r)
incluse dans ) puisque tout compact est inclus dans une union finie de telles boules. En fait,
on va montrer que la convergence en y entraine la convergence uniforme dans b(y,r). Cela sera
utilisé dans la suite de ce chapitre.

Quel que soit 7 > 0 tel que b(y,r) C Q, quel que soit = € b(y, r) et quels que soient p, g € Ny,
on a successivement

fole) = folx) = (fp = f)(@) = (Fp = f)) + (fp = [ W)

— U= FW) + /0 D (U~ Iy + 1w — 1)) di
1 n
= (- +/Z 5= i) % (D5 — f)) (y + t(z — ) dt
(Nt
donc
sup | fp(x) — fy(a)]
z€b(y,r)
< W)~ fwl + sw / Zm ui X ((D(fy — ) (y 4+t — )] d
< ) - )] + | s (D3 — ) ()

j=1 |ueb(y,r)
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et on conclut puisque vu I’hypothese, on a
n

lim [fp(y) — o) + TZ sup (Dj(fp — fq)) (u) = 0.

Pa—too =1 |uebly,r)

(a) et (b). Montrons que !

fz +heW)) — f(z)

lim
heRg, h—0 h

— f(j)(:n)

quels que soient z € Q et j € {1,...,n}; on obtiendra donc (b); (a) est alors immédiat car les
1) sont des fonctions continues sur , comme limites uniformes sur tout compact de fonctions
continues.

Quels que soient m € Ny et h € Ry tel que b(z, |h|) C €, on a successivement

fm(z + he(j)) — fm(2)
h

— fU(x)

_ i/dD(m@w¢M@>dt—f@@)
0

— /Ol(Djfm)(:n—i—the(j)) dt — f9(x)
— /1 [(Djfm)(:v—l—the(j)) - f(j)(l’)} dt
01
_ /0 [<(Djfm)(x+the(j))_f(j)(x+the(j))>_|_(f(j)(a:+the(j))—f(j)(x)ﬂ dt.

Soit alors ¢ > 0. Utilisons d’une part 'hypothese de convergence uniforme de la suite
Djfm (m € Ng) vers f9) :sir >0 est tel que b(z,r) C Q, il existe M € Ny tel que

- 3
sup |(Dpfu) ) = )| < 5. Vm= M
yeb(z,r)
donc aussi
1
/ ((Djfm)(x+the(j)) - f(j)(ac—i-the(j))) dt’
0
1
< [ sw (D)@ - O] d < 5 vmz L Vb <
0 yeb(x,r) 2

D’autre part, utilisons la continuité de f(@) : il existe n > 0 et r > 7 et

FO@+y) - @[ <5 vy bl <n

| ™

donc aussi
€

1
/ (f(j)(x+the(j))—f(j)(m)> dt‘ < 5, Vh:|hl <.
0

\)

1. e est I’élément de R™ dont toutes les composantes sont nulles sauf la numéro j, qui vaut 1
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Ainsi, pour tout m > M et tout h tel que |h| <7, on a

fn(x + heD)) — f,(x)

(g
- F9(z)

/01 [((Djfm)(a; +theW) — FD(z +the(j))) + (f(j)(m + thel)) — f(j)(:c)>] dt‘

- 2 92 7

La convergence ponctuelle de la suite f,, (m € Ny) vers f donne alors

f(z +heW)) — f(z)

- — f(j)(x) < e Vh: |hl<n

et on peut conclure. O

Théoréme 2.2.3. Soient Q0 un ouvert de R" et une suite fp,, (m € Ny) de fonctions définies
sur ) telles que
(1) fm € CL(QY) pour tout m
(2) pour tout o € N" tel que |a] < L — 1 la suite D f,,, (m € Ng) converge ponctuellement sur
Q (notons £\ la limite)
(3) pour tout a € N" tel que |a| = L, la suite D* f,, (m € Ng) converge vers une fonction f(®)
uniformément sur tout compact de ).

Alors

(a) 1O € Cr(@)
(b) pour tout « tel que |a| < L on a

Do‘f(o) = f(o‘) sur
(c) et la suite D f,, (m € Ng) converge vers f\%) uniformément sur tout compact de Q.

Preuve. La preuve de ce résultat s’obtient en appliquant plusieurs fois le résultat précédent
(Proposition 2.2.2).

Pour « tel que |o| = L — 1, on applique ce résultat (Proposition 2.2.2) a la suite D f,,, (m €
Np). Ces fonctions sont bien telles que
(1) D*f,, € C1(92) pour tout m
(2) on a la convergence ponctuelle sur € vers une fonction, notée f(®)
(3) pour tout j =1,...,n, la suite D;Df,, = DO‘“(J)]‘m (m € Np) converge vers une fonction
fa“(j) uniformément sur tout compact de €, vu I'hypothese et le fait que |« + el )] = L.
On obtient ainsi f(*) € C1(Q), D;f@ = f((’”“e(j)) et la convergence uniforme de la suite
D% f, (m € Np) sur tout compact de €.

On continue de la méme maniere : pour , on applique ce résultat (Pro-
position 2.2.2) a la suite D f,,, (m € Np). Ces fonctions sont bien telles que
1) D% f, € C1(Q2) (méme Cy) pour tout m
(2) on a la convergence ponctuelle sur € vers une fonction, notée f(®)
(3) pour tout j =1,...,n, la suite D; D f,, = pote? g (m € Np) converge vers une fonction
f (a+¢") yniformément sur tout compact de €2 vu ce qui a été obtenu au point précédent et le
fait que o +eV)| = L — 1.
On obtient ainsi



18 CHAPITRE 2. CONVERGENCES PONCTUELLE (OU SIMPLE) ET UNIFORME

En combinant avec ce qui a été obtenu lorsque la
longueur du multi-indice est égale a L — 1, on a aussi

D;f® = fote” ¢ Cy(Q)  done

On continue de la méme manieére jusqu’au cas ou la longueur du multi-indice est égale a 1
et on conclut. O

Proposition 2.2.4. Dans le cas ot l'ouvert est conneze, dans U'hypothése (2) du théoréme 2.2.3,
on peut se contenter de demander la convergence ponctuelle en un seul point.

Preuve. Montrons que la connexité implique que la convergence ponctuelle d’une suite
gm (m € Np) en un seul point implique la convergence ponctuelle en tout point. Pour cela,
il suffit de montrer que 1’ensemble

E = {x € Q:la suite g,(z) (m € Ny) converge }

est ouvert et fermé (dans ). De fait, comme cet ensemble n’est pas vide, il est alors égal a
tout entier sinon lui-méme et son complémentaire constitueraient une partition du connexe {2
en deux ouverts non vides, ce qui est contradictoire.

Pour obtenir le résultat, on va se servir d’une propriété démontrée dans la proposition 2.2.2,
a savoir que la convergence en un point y entraine la convergence uniforme dans toute boule
b(y,r) incluse dans .

Cela étant, d’une part cet ensemble est ouvert : si x € F, alors il existe » > 0 tel que
b(xz,r) C Q, donc la convergence a lieu aussi dans cette boule vu le rappel précédent ; cette boule
est donc encore dans FE, ce qui permet de conclure que E est ouvert.

L’ensemble E' est aussi un fermé de 2. De fait, soit une suite x (k € Ng) d’éléments de E
qui converge vers x € ). Il existe alors r > 0 tel que b(x,r) C Q puis M tel que xy € b(z,7/2)
pour tout k > M. Mais alors on a b(xy,r/2) C Q car si |y — xp| < 7/2 on obtient les
inegalités |y — x| < |y — zp| + |z — 2| < r donc y € b(z,r) C Q. Comme z); € E, la suite
gm(xar) (m € Np) converge, donc aussi la suite g,,(u) (m € Ng) quel que soit u € b(xr,r/2).
Comme zs € b(x,r/2), on a bien siur x € b(zpr,7/2) donc la suite g, () (m € Np) converge,
c’est-a-dire x € F et on conclut. O

2.2.3 Le cas des séries

Dans le cas des séries, le théoreme 2.2.3 s’énonce comme suit. Il suffit en effet de considérer
les suites des sommes partielles.

Théoréme 2.2.5. Soient Q un ouvert de R™ et une suite fp,, (m € Ny) de fonctions définies
sur Q telles que
(1) fm € CL(Q) pour tout m

(2) pour tout a € N" tel que |a| < L — 1, la série Z;OZOI D® f,, converge ponctuellement sur

(8) pour tout o € N" tel que |o| = L, la série Z:;O:Ol D% f,, converge uniformément sur tout
compact de Q.
Alors

(@) X2y fm € CL(Q)
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(b) pour tout « tel que |a| < L on a

+o00o +o0
D"‘me = ZDo‘fm sur )
m=1 m=1

(c) et la série Z:rnozol D% f,, converge uniformément sur tout compact de €.

2.2.4 Retour aux séries de puissances, cas réel

Théoréme 2.2.6. Soit a,, (m € N) une suite de complezes et soit xg € R. Si la série

o0
Z A (z — x0)™
m=0

converge en ¥ # xg alors elle converge absolument et uniformément dans tout intervalle fermé
borné de
* *
}x0—|$0—x |, 2o + |zo — 2]

et elle y est de classe C et dérivable terme a terme.

Preuve. Pour alléger les notations, considérons zyp = 0 et posons R = |z*|; on doit donc
travailler dans
] - R7 R[
Pour 0 <r < R,on a
m
|| ™ = (%) lam|R™ < CO™ Ym
avec § =7/R < 1 et? C = sup{|ax|RF : k € N} € [0, 4+o0[ donc
q q q
sup D am| 2™ <Y law| ™ < C Y 0"
re|—nrr m=p m=p m=p

et on conclut en ce qui concerne la convergence.

Pour la dérivabilité et la dérivation terme a terme, on utilise le théoreme 2.2.5 (c’est en fait le
théoreme 2.2.3 dans le cas des séries) et avec un ordre quelconque de dérivation (puisqu’on veut
montrer que la série est indéfiniment continiment dérivable). La dérivabilité de chaque terme
de la série ne pose évidemment pas de probleme. Pour vérifier que le résultat peut effectivement
étre appliqué, il suffit donc de montrer que la série

+oo
Zm...(m—k+1)amwm_k
m=k

converge uniformément sur tout compact de | — R, R[. Cela s’effectue de maniére analogue a la
premiere partie de la preuve. De fait, soient 0 < r < s < R. On a

1 m m
m...(m—k+1)|ay|r™F §T—kmk (g) (%) lam|R™.

Comme r/s < 1, la suite m* (£)™ (m € R) tend vers 0 donc I'ensemble de ses éléments est

borné (disons par D). On obtient donc

CD /s\m
m—k
m...(m—k+1)|am|r <Tk(§> vm

et on conclut comme dans le cas précédent. O

2. Ne pas oublier que la série converge en z* donc le terme général a,,z*™ converge vers 0 ;des lors les éléments
amz™™ forment un ensemble borné.
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2.3 Le théoreme de Weierstrass

Citons (sans démonstration) 'important théoréme ci-dessous. Il exprime la densité de 'en-
semble des polynomes dans I'espace vectoriel des fonctions continues sur un intervalle compact
K de R™ muni de la norme f — sup,cx |f(x)].

Théoreme 2.3.1. Pour toute fonction continue f sur l'intervalle compact K de R™ et pour tout
e > 0, il existe un polynome P tel que que

sup |f(z) — P(z)| < e.
zeK



Chapitre 3

Espaces LP

3.1 Espaces vectoriels normés

Rappelons la définition d’un vecteur et d’un espace vectoriel.

Définition 3.1.1. On appelle vecteur un élément d’un espace vectoriel (ou linéaire). Et un
espace vectoriel E est un ensemble dans lequel on a défini une opération interne appelée addition
(+) et une multiplication externe (x), le plus souvent en utilisant le corps' K des réels ou des
complexes, qui vérifient les propriétés suivantes :

1) e+ f=f+e, Ve, feE (commutativité de +)

2) (e+f)+g=e+(f+g9g), Ve f,g€E (associativité de +)

3) I0eFE:0+e=e+0=e¢, VeeFE (existence d’un neutre pour +)

4) VeeE, 3 e F : e+e =0 (tout élément posséde un symétrique pour +)

5 (rs)xe=r(sxe), Vee E,r,sc€ K  (associativité pour x et la multiplication dans K )
6) 1xe=e, Ve€eFE (1 est neutre pour x )

7) (r+s)xe=rxe+sxe et

rx(e+f)=rxe+rxf
Ve, f e E,r,s € K (double distributivité)

Les quatre premiéres propriétés se résument en disant que l'addition donne a l’ensemble E une
structure de groupe?® commutatif.

Rappelons aussi la notion de norme.
Définition 3.1.2. Une norme sur un espace vectoriel E est une application ||.| définie sur E a
valeurs réelles positives qui vérifie les propriétés suivantes :
1) sie€ E, alors |le] =0 & e=0
2) lcell = |c||le]l VeeK, eeE
3) e+ fll < lell+IIfll Ve, f € E (inégalité triangulaire)

1. Un corps est un ensemble K muni de deux lois + et x vérifiant : (1) (K,+) est un groupe commutatif dont
Pélément neutre est noté 0; (2) (K \ {0}, x) est un groupe; (3) la multiplication X est distributive par rapport &
'addition 4 : pour tous (a,b,c) de K*, onaax (b+c)=axb+axcet (b+c)xa=bxa+cxa

2. Un groupe est un ensemble muni d’une loi de composition interne associative admettant un élément neutre
et, pour chaque élément de I’ensemble, un élément symétrique.

21
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Définissons alors les notions de convergence de suite et de suite de Cauchy dans un espace
vectoriel E muni d’une norme |||

Définition 3.1.3. Soit e,, (m € Ny) une suite de E.

1) On dit qu’elle converge dans E pour la norme ||.|| s’il existe e € E tel que
lim |le, —el| = 0;
m—+0o0

2) on dit qu’elle est de Cauchy dans E pour la norme ||.|| si, Ve > 0, il existe M € Ny tel que
lep —eqll < € Vp,g= M.

Cela étant, il est évident que si une suite converge, alors sa limite est unique vu la premiere
propriété d’une norme. Il est tout aussi évident que si une suite converge dans F pour la norme
|||, alors elle est de Cauchy dans E pour la norme ||.||. Mais la réciproque est fausse . Un espace
vectoriel dans lequel les suites de Cauchy convergent est appelé espace de Banach.

La propriété suivante, directe a démontrer, est d’une grande utilité lorsqu’on doit montrer
qu’une suite de Cauchy converge.

Propriété(s) 3.1.4. Soit e,, (m € Ng) une suite de E qui est de Cauchy pour la norme ||.||.
Si cette suite admet une sous-suite convergente, alors elle converge vers la méme limite que la
sous-suite.

Preuve. Supposons que la sous-suite ej,,) (m € No) converge vers e pour la norme ||.||. Pour
tout € > 0, il existe donc M € Ny tel que

€
lexmy — ¢l < 5 Vm =M.
Comme la suite e,, (m € Ny) est de Cauchy, il existe aussi M’ > M € Ny tel que
€
lep —eqll < 3 Vp,q > M’
Ainsi, quel que soit m > M’, on a

+ €

9 3
lew—ell < Newm = exom| + lewem — el < 5+5 =

puisque k(m) >m > M' et m > M' > M. O

3.2 Espaces pré-hilbertiens, de Hilbert

Rappelons quelques définitions de base ainsi que 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Définition 3.2.1. Soit H un espace vectoriel sur le corps R ou C, que l'on désignera par K.
On appelle produit scalaire sur H une application

<.,.>: HxH—=K
qui vérifie les propriétés suivantes. Quels que soient h,g,e € H et c € K, on a
(1) <h,h>>0 et <hh>=0&h=0, (2) <ch,g>=c<h,g>,
(38) <h+ge>=<he>+<ge> (4)<hg>=<gh>.

3. Par exemple I'espace vectoriel des polynémes muni de la norme P > sup,¢(oqj|P(z)| n’est pas complet
(cf le théoreme de Weierstrass 2.3.1). On peut aussi définir la notion de suite de Cauchy et de convergence pour
un espace métrique (c’est-a-dire un ensemble sur lequel on a défini une distance) ; dans ce cas un ensemble non
complet est par exemple I'ensemble des rationnels (car tout réel est limite d’une suite de rationnels), 'ensemble
10, 1[ (la suite 1/m (m € Np) est de Cauchy mais ne converge pas vers un élément de ]0, 1]).
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Propriété(s) 3.2.2. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Quels que soient g,h € H, on a

|<g,h>] < V<g,9>/<hh>
et l’égalité a lieu si et seulement si g et h sont linéairement dépendants.

Preuve. Pour tout complexe A, on a (¥*)
0 <<h-A,h—Ag>=<hh>-A<gh>-A<hg>+\N<g.9>.

Si < g,9 >#0, en prenant A =< h,g > / < g,g >, on obtient (**)

_I<hg>P [<hg>] I<hg>P __,,  I<hg>]

0 <<hh>
<9,9> <9,9> <9,9> <9,9>

donc
|<g,h> < V<g,9>vV<h,h>.

Lorsque < g,g >= 0, on a g = 0 donc < g, h >= 0 et I'inégalité reste vraie.
Cela étant, si g et h sont linéairement dépendants, il est clair que I’égalité a lieu. Réciproquement,
si I’égalité a lieu et si g # 0, alors, vu I'inégalité (**), on obtient

0 =<h—Ag,h—XAg>

avec A\ = < h,g > / < g,g > donc h = Ag. Si g est nul, g,h sont bien sur linéairement
dépendants.
Remarquons qu’en prenant A = r < h, g > avec r réel, I'inégalité (*) devient

0 <<h-A,h—Xg>=<hh>-r|<gh>P—rl<hg>]?+r<hg><gg>
et on peut aussi conclure en utilisant le fait que si le coefficient de 72 n’est pas nul, alors le

discriminant du trindme est négatif. O

Grace a cette inégalité, on va montrer que la loi ||.| : H — [0,400] h +— /< h,h > est
une norme sur H. Un espace H muni d’un produit scalaire et de la norme associée est appelé
espace pré-hilbertien et hilbertien (ou de Hilbert) si en outre toutes les suites de Cauchy (pour
la norme) convergent.

Propriété(s) 3.2.3. La loi

Il : H = [0, +o0] hs /< k>

est une norme sur H.

Preuve. Vu la propriété (1) du produit scalaire, il est clair que cette application est bien
définie et telle que ||h]| = 0 si et seulement si h = 0.
Cela étant, pour h € H et ¢ € K, on a aussi directement

lch|| = \/< ch,ch > = +\/c& < h,h > = |c|||h|

en utilisant les propriétés (2) et (4) du produit scalaire.
Il reste donc a montrer I'inégalité triangulaire, a savoir

V<h+gh+g> < J<hh>+,<g,g> Vh,geH.
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On a successivement

<h+g,h+g> = <hh>+<g,9g>+<hg>+<g,h>

= <hh>4+<g,9g>4+2R(< h,g>)
<hh>+<g,g>+2| <h,g>|
<hh>+<g,9>42/<hh>\/<g,g> inégalité de Cauchy-Schwarz

(V<hh>+yV<gas)

VARVAY

et on conclut. O

3.3 Ensembles négligeables

Un ensemble négligeable est un ensemble de mesure nulle. Encore faut-il savoir avec quelle
mesure on travaille car un < gros > ensemble peut trés bien étre négligeable (penser au complé-
mentaire d’un point, qui est négligeable vis-a-vis de la mesure de Dirac). Dans le présent cours,
nous ne considérons que la mesure de Lebesgue dans R".

Voici la définition de la mesure d'un pavé? : si

n

P = ]]lax, bs]

k=1
avec ax,br € R et ap < by pour tout k =1,...,n alors
n
mes(P) = H(bk — ag).
k=1
On a la méme mesure pour tous les autres cas de pavés bornés (c’est-a-dire que 'on considere
les extrémités ag, by faisant partie des intervalles ou pas).

On peut montrer que (*) (cette propriété se < visualise > aisément) Si un pavé P est in-
clus dans une union finie ou dénombrable de pavés P™ (m € Ny) telle que 3.+ mes(P(™)
converge alors

mes(P) < JFZOO mes (P(m)) .
m=1

Définition 3.3.1. Un ensemble N C R" est négligeable lorsque, quel que soit € > 0, il existe
un nombre fini ou une infinité dénombrable de pavés P™ (m € Np) de R™ tel que

—+o0 “+o0
N C U P e Z mes (P(m)> < ¢
m=1 m=1

Donnons tout de suite les exemples suivants.

Exemple(s) 3.3.2. (1) Tout sous ensemble d’un ensemble négligeable est négligeable.
(2)) Tout ensemble fini, de méme que tout ensemble dénombrable est négligeable.
(3) Dans R%, toute droite est négligeable ; dans R3, tout plan est négligeable®.

(4) Tout ensemble d’intérieur non vide n’est pas négligeable.

4. Pour rappel, un pavé est un produit cartésien d’intervalles bornés non réduits & un point de R™
5. En toute généralité, dans R"™, tout hyperplan est négligeable.
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Preuve. (1) C’est évident vu la définition.
(2) SiN = {:L‘(l), . ,x(‘])} alors pour tout € > 0 les pavés

PO =] [ o _ Vel o Y ‘;/J] =1

2 7k

sont tels que

J J n
N C UP<j) et Zmes (P(j)) < ZH T\l/§ =
j=1 j=1 -

=1k=1

.

Le cas dénombrable est analogue. Si N = {w(j) : j € Np} alors pour tout € > 0 les pavés

T |0 - VEW RO R
:H k+ 9 ,]ENO

sont tels que
+oo ' +oo ' +00 n
N C U P et Zmes (P(])) < ZH Ved—i = e
Jj=1 Jj=1 j=1k=1

(3) Prouvons le cas de R?; I'autre utilise la méme technique (notations un peu plus lourdes
en plus). Un changement de variable linéaire ramenant toute droite sur l’axe X, montrons
effectivement que X est négligeable dans R2. Pour tout ¢ > 0, les pavés

P = [m,m + 1] x [-271™lg/6,271l¢ /6]

sont tels que

X x{o}y c |JPm™

meZ
et
+oo +o0 c c +o0
(m) —Iml = _ = -m | _
Zmes(P )g 22 3—3(1—1—222 ) = &.
m=—00 m=—00 m=1

(4) Vu la propriété (*) (juste au-dessus de la définition d’un ensemble négligeable), aucun
pavé n’est négligeable puisque mes(P) > 0 quel que soit le pavé P. Si un ensemble A a un
intérieur non vie, alors il contient un pavé, lequel est ensemble non négligeable. Dés lors A n’est
pas négligeable puisqu’il contient un ensemble qui ne 'est pas. O

Terminons en donnant la propriété suivante, fort utile.

Propriété(s) 3.3.3. Toute union dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable.

Preuve. Soient Ny, (k € Np) des ensembles négligeables. On doit montrer que
+oo
— U N,
k=1

est encore négligeable. Soit donc ¢ > 0. Comme chaque N est négligeable, quel que soit k, il
existe donc une suite P,gm) (m € Np) de pavés tels que

“+o0 —+o0
N, C U P,gm) et Z mes <P,§m)) < 27k,
m=1

m=1
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Les ensembles P,gm) (m, k € Ny) forment donc une famille dénombrable de pavés tels que

+oo +oo
-Unegun
k=1m=1
et
“+0o0 +0oo
ZZmes( ) ZE2k=€
k=1m=1

et on conclut. O

Définition 3.3.4. (1) Une fonction est définie presque partout (on écrit souvent simplement
pp) sur A sl existe un ensemble négligeable N C A tel que f(xz) € C pour tout x € A\ N.

(2) Une propriété a lieu presque partout (on écrit souvent simplement pp) si elle a lieu en
dehors d’un ensemble négligeable.

Enfin, rappelons le résultat suivant, relatif a la continuité.

Propriété(s) 3.3.5. Si une fonction continue f sur l'ouvert ) est nulle presque partout sur €
alors elle y est nulle partout.

Preuve. Supposons que la fonction f ne soit pas nulle en x € 2. Vu la continuité, il existe
alors r > 0 tel que

bx,r)={yeQ:ly—z|<r}CcQ et |[f(y)|>0Vyeblx,r).

Comme la boule b(x, ) est d’intérieur non vide, elle n’est pas négligeable. Comme f est non nul
en tout point de celle-ci, on a une contradiction puisque f est nul presque partout. O

3.4 Les espaces L'(A), L*(A), L™(A)
3.4.1 Notion d’intégrabilité et d’intégrale - Lebesgue

La notion d’intégrabilité de fonctions est celle vue dans le cours d’analyse de Mme Esser de
premiere année, mais dans un cadre plus général qui ne nécessite plus que les fonctions soient
définies partout, presque partout suffit. C’est de l'intégration de Lebesgue dont il s’agit et sa
théorie générale sort du cadre de ce cours (tous les outils sont en place pour voir cette théorie
mais ... le temps manque). Dans ce cadre, les deux fonctions seront dites égales si elles le sont
presque partout.

Les théorémes et propriétés relatifs au calcul intégral vu dans les cours d’analyse de premiere
sont encore valables dans ce cadre plus général (criteres, théoreme de Tonelli, de Fubini, . ..)

3.4.2 Résultats fondamentaux-admis

Théoréme 3.4.1. (1) Soit f une fonction intégrable sur A. Alors

/|f($)|d93=0 & f=0ppsurA
A

(2) Théoréme de Lévi ou de la convergence monotone.
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Soit fum, (m € No) une suite de fonctions intégrables et a valeurs réelles pp sur A. Si

() 01 @ fon < fru1 (165D fn > fons1) pp sur A pour tout m
(b) si la suite

/ fm(z) dz, m € Ny
A

est magjorée (resp. minorée), alors il existe une fonction intégrable f sur A limite pp de la suite
fm (m € No) et qui est telle que

li — =
i [ fn@) = f@) da = 0
(3) Théoréme de Lebesgue ou de la convergence majorée

Soit frm, (m € Ny) une suite de fonctions intégrables sur A. Si cette suite converge ponctuelle-
ment presque partout (on dit tout simplement converge presque partout) sur A vers une fonction
f, s’il existe une fonction intégrable I telle que

\fm] < F ppVm

alors [ est intégrable sur A et on a

m—-+00

lim /A\fm(x)—f(xﬂ dr = 0

3.4.3 L’espace de Banach L>(A)

Désignons par L£>(A) l'ensemble des fonctions bornées presque partout sur A c’est-a-dire
I’ensemble des fonctions f définies presque partout sur A pour lesquelles il existe C' > 0 et un
ensemble négligeable N tels que

[f(z)] < C, Vo e A\N;

C est naturellement appelé < majorant presque partout >.

On définit aussi la relation ~ suivante : f ~ g si f et g sont des fonctions égales presque
partout sur A. Cette relation est une relation d’équivalence et l’espace quotient associé (c’est-
a~dire I'ensemble des classes d’équivalence) est noté L>°(A). Dans cet ensemble, deux fonctions
sont donc égales si elles sont égales presque partout (vu la définition de la relation d’équivalence).

Il est aussi immédiat de voir que L°°(A) est un espace vectoriel (addition et produit par un
complexe habituels).

On va aussi y définir une norme pour laquelle toute suite de Cauchy converge ; ’espace sera
donc alors un espace de Banach.

Propriété(s) 3.4.2. Si f est borné presque partout sur A alors la loi
frinf{r >0 : |f(x)] <r pp sur A}
est une norme sur L>(A). On utilise les notations

lloeqay = sup [f] = inf{r>0: [f(z)] <7 pp sur A}
pp sur

Il < sup [fl=fllpoeiay pp surA.
pp sur A
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Preuve. Comme f est borné presque partout sur A, 'ensemble {r > 0 : |f(x)| < r pp sur A}
n’est pas vide et est évidemment minoré par 0. Sa borne inférieure existe donc et est un réel
positif. C’est donc < le plus petit des majorants pp > de f sur A, ou encore la borne supérieure
presque partout.

Cela étant, vu la définition des bornes inférieures, il existe une suite 7, (m € Npy) de nombres
strictement positifs et une suite N,,, (m € Ny) d’ensembles négligeables tels que

m 7 = [|fllpeoay et [f(z)] <rm Vo € A\ Np, Ym € No.

m=—4-00
L’ensemble N = U;LO:OINm est encore négligeable et on a

|f(z)| <rm Ve A\ N, Vm € Ny
donc, en passant a la limite sur m,

[f(@)] < 1fllpoo(ay Yo € ANN.

Il reste & montrer que f — |[f|l o4y € [0, 400 est une norme sur L>(A). Cela s’effectue
comme dans le cas des bornes supérieures classiques, notamment vu l'inégalité que 1’on vient
d’obtenir.

- Comme || f]] Loo(4) €st un majorant pp de f, il est clair que si ce majorant est nul, alors f est
nul pp.

- Si f est nul pp, alors tout réel positif est majorant pp donc la borne inférieure de ceux-ci est
nulle, c’est-a-dire || f|[ ;o0 4) = 0.

- Si ¢ € Cy, alors quel que soit f borné pp sur A, on a

ef @) < lel | flleqsy ppsur A

donc
lefllpmqay < lel 1F g
de méme 1 !
|f(z)| = H\Cf(@“)’ < el leflloo(ay ppsur A
donc !
[fll Lo (ay < e l[ef1l oo a)

c’est-a-dire

el 1 flleeay < llefllpee(ay -
On a donc bien

el 1 fllpeecay = llefllpooay -
- Si f,g sont bornés pp sur A, alors f + g l'est aussi vu

[f (@) +g9(@)] < [f(@)+9(@)] < [Fllpoocay + gl poeay ppsur A;

on en déduit aussi tout de suite que

1f + 9llzeeay < NfllLoocay + 19l Looay -
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Remarque 3.4.3. Si f est défini et borné sur A alors f est borné presque partout sur A et on
a

sup |f| < sup|f].
pp sur A A

Preuve. Rappelons que par définition

sup|f| = inf{r >0 : [f(zx)| <r Vx e A}.
A

Il est clair que si f est borné, alors f est aussi borné pp puisque ’ensemble vide est négligeable.
Cela étant, comme on a

If(z)] < sgplfl Vz e A

on a aussi cette majoration presque partout. Ainsi sup 4 |f| est un majorant pp, donc est supérieur
au < plus petit des majorants pp >, c’est-a-dire

sup [f| < sup|f|
pp sur A A

Propriété(s) 3.4.4. Supposons que f soit continu sur A et que A soit tel que® ANb(x,r) ne
soit pas négligeable quels que soient r > 0 et x € A. Alors

sup |f| = sup|f|
pp sur A A

Preuve. Vu la remarque précédente, il suffit de montrer que

sup |f[ = sup|f].
pp sur A A

Si ce n’est pas le cas, alors

sup |f| <sup|f] = inf{r>0 : |[f(z)| <rVee A}
pp sur A A

ce qui implique que sup,, s, 4 |f| n’est pas un majorant partout de f sur A. Il existe donc
r € A tel que

sup |f| < [f(x)].

pp sur A

La continuité de f sur A donne alors 'existence de r > 0 tel que

sup |f| < |f(y)] VyeAnb(z,r). (¥
pp sur A

Soit alors un ensemble négligeable N tel que

|f(t)] < sup |f| Vte A\N.

pp sur A

L’inégalité (*) donne donc
ANnb(z,r) C N

ce qui est contradictoire puisque, par hypothese, A N b(x,r) n’est pas négligeable.O

6. Cela est vérifié lorsque A est ouvert, lorsque A est un pavé, ...
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Théoréme 3.4.5. L’espace L°(A) est un espace de Banach pour la norme || f| oo 4)-

Preuve. Cela se démontre exactement comme pour la convergence uniforme, a la différence
pres que les bornes supérieures, les inégalités, doivent étre prises presque partout chaque fois.
Comme on travaille avec des suites et que toute union dénombrable d’ensembles négligeables
est négligeable, cela ne pose aucun probleme pour que la preuve dans le cas de la convergence
uniforme s’étende a ce cas-ci. O

3.4.4 L’espace de Banach L'(A)

Désignons par L£!'(A) I'ensemble des fonctions intégrables sur A. Comme dans le cas des
fonctions bornées presque partout, on reprend la relation ~ suivante : f ~ ¢ si f et g sont des
fonctions égales presque partout sur A. Cette relation est une relation d’équivalence et I’espace
quotient associé (c’est-a-dire I’ensemble des classes d’équivalence) est noté L'(A). Dans cet
ensemble, deux fonctions sont donc égales si elles sont égales presque partout (vu la définition
de la relation d’équivalence).

Il est également immédiat de voir que L'(A) est un espace vectoriel (addition et produit par
un complexe habituels).

On va aussi y définir une norme pour laquelle toute suite de Cauchy converge ; ’espace sera
donc alors un espace de Banach.

Propriété(s) 3.4.6. La loi
fro [ 1@ da
A

est une norme sur L*(A). On utilise la notation

HNEM)ZXDﬂ@Mm

Preuve. Vu les propriétés des intégrales, on a immédiatement, pour f, g intégrables et ¢ € C,

If 9l < IFlpray gl et lefllipy = lel 1F -

De plus on a vu que
[if@lde =0 & f-om

donc on a bien affaire a une norme. O

Théoréme 3.4.7. L’espace L'(A) est un espace de Banach pour la norme (BIFFYE

De plus, de toute suite qui converge pour la norme ||'||L1(A) vers une fonction f on peut
extraire une sous-suite qui converge presque partout (c’est-a-dire qu’en dehors d’un ensemble
négligeable, on a la convergence ponctuelle) vers f.

Preuve. Nous utilisons ici le résultat qui affirme que si une suite de Cauchy admet une
sous-suite convergente, alors la suite converge (vers la méme limite que la sous-suite).
Pour alléger les notations, la norme ||.[[ ;14 sera simplement notée ||.|.
Soit donc une suite f,, (m € Ng) de Cauchy pour ||.|.
Tout d’abord, nous allons faire ce que ’on appelle une < extraction a la Cauchy > en exploi-
tant le fait que
Ve>0, 3IM €Ny : ||fp — foll < €Vp,q> M.
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On a 27! > 0 donc il existe M; € Ny tel que
Ifp = foll < 271 ¥p,q> M.
Comme 272 > 0, il existe ensuite My > M; tel que

Ifp— fall < 272 Vp,q > M.
On a donc obtenu
||fM1 _fM2|| < 2_1'

Continuons : comme 273 > 0, il existe M3 > M tel que
1fp = fall < 273 Vp,q > Ms.

On a donc obtenu
||fM2 7fM3|| < 2_2'

Et ainsi de suite. En posant k(m) = M, pour tout m € Ny, on a donc une sous-suite de naturels
qui vérifie
[ frimy = femanll < 27 Vm € No.

Montrons alors que la sous-suite fj () (m € Np) converge vers une fonction intégrable f
pour la norme ||.||. La clef est un retour aux séries, une utilisation du théoreme de Levi puis du
théoreme de Lebesgue.

Considérons la suite de sommes partielles Fy; (M € Ng) définie par

M
Fy(z) = Z | frmt1) (@) = From) ()] -
m=1

Il s’agit d’une suite de fonctions intégrables sur A, évidemment croissante vu sa forme et qui est
telle que, quel que soit M € Ny,

M
/AFM(x) dr = ;A‘fk(m+l)(x)_fk(m)(m)‘ dx
M
= Z | fem+1) (%) = Freemll
m=1

M
< Z 27 <1,
m=1

Le théoreme de Levi dit alors notamment que cette suite Fi; (M € Ny) converge presque partout
vers une fonction intégrable, notée F' par exemple. Mais on sait que si une série (numérique) est
absolument convergente, elle est aussi convergente ; il s’ensuit que la suite

M
(frema) (@) = fremy(2)) . M € Ny

m=1
est aussi convergente pour presque tout z. Comme on a, pour tout M,

M
(frima1) (@) = frem) () = Frusny (@) — fray(@)

m=1
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on a obtenu que la suite fy(,,) (m € No) converge presque partout. Notons f cette limite. Pour
conclure, il reste & montrer que la convergence a lieu pour la norme ||.]|.

Ici c’est le théoreme de Lebesgue qui va étre utilisé, pour la suite f ) (m € Np). On a bien
une suite de fonctions intégrables qui converge presque partout (vers f); de plus, quel que soit
m € Np, on a

|feem)| = | feem) = foame1) + Srim—1) — - - - + fx|
m—1
< |l + D gy = frw|
j=1

< |fol + F

On peut donc conclure que toute suite de Cauchy converge.

Dans ce qui précede, on a extrait une sous-suite qui converge presque partout a partir d’une
suite de Cauchy (pour la norme). Une suite qui converge pour la norme étant de Cauchy pour
la norme, la seconde partie de I’énoncé est donc justifiée également. O

Remarque 3.4.8. Dans ce précéde, on ne peut pas améliorer le résultat concernant la conver-
gence ponctuelle : il s’agit bien de [’existence d’une sous-souite qui converge presque partout.

De fait, par exemple, la suite f,, = x1, (m € Ng) avec I, =]i27% (1 +1)27%] o k € N et
1 €{0,...,2" — 1} converge vers 0 dans L'(R) mais ne converge en aucun point de ]0,1]; par
contre la sous-suite x99+ (kK € Np) converge vers 0 ponctuellement sur R.

3.4.5 L’espace de Hilbert L*(A)

Désignons par £2(A) 'ensemble des fonctions de carré intégrable sur A. Comme dans les cas
précédents, on reprend la relation ~ suivante : f ~ g si f et g sont des fonctions égales presque
partout sur A. Cette relation est une relation d’équivalence et ’espace quotient associé (c’est-a-
dire I'ensemble des classes d’équivalence) est noté L?(A). Dans cet ensemble, deux fonctions sont
donc égales si elles sont égales presque partout (vu la définition de la relation d’équivalence).

Il est direct de voir que L?(A) est un espace vectoriel (addition et produit par un complexe
habituels) : pour les multiples complexes, c’est évident et pour I’addition, il suffit de noter que,
puisque 0 < (|z] — [2'])? = |2]? + |#|? — 2|2%/| pour tous complexes z, 2/,

[f(@) +g(@)* < [f(@)] +2|f()g(z)| +|g(2)?
< Af@P A+ 1 @)P +1g@)? + lg(@)?
= 2/f(@)P +2lg(x)

avec 2|f|? + 2|g|? intégrable.
On va aussi y définir une norme pour laquelle toute suite de Cauchy converge ; cette norme
sera définie a partir d’'un produit scalaire donc ’espace sera alors un espace de Hilbert.

Propriété(s) 3.4.9. La loi
frg=<fg>= /Af(w)g(w) da

est un produit scalaire sur L*(A).
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fm/<f,f>=.//Arf<w>|2 dz

est une norme sur L?(A). On utilise la notation

Dés lors la loi

||f||L2(A) = /A|f(x)|2 dz.

Preuve. Notons tout d’abord une fois de plus que puisqu’on a
0 < (|2 = 12')? = 21> + |2/ = 2|2%'|

pour tous complexes z, z’, on obtient

[F@)g@)| < 5 (7@ +lo@)?)  pour presane tous =,

ce qui assure que la fonction que l'on integre dans la définition du produit scalaire est bien
intégrable lorsque f et g sont de carré intégrable.

Les autres propriétés a satisfaire pour étre un produit scalaire (cf la section 3.2) sont
immédiates a vérifier étant donné les propriétés du calcul intégral. O

Théoréme 3.4.10. L’espace L*(A) est un espace de Hilbert pour la norme H.||L2(A).

Preuve. Cette preuve est une adaptation du cas L'. Pour alléger les notations, la norme
[l 24 sera ici aussi simplement notée |.||.

Soit donc une suite f,, (m € Ng) de Cauchy pour ||.||.

Tout d’abord, une < extraction a la Cauchy > est encore de mise; c’est la méme chose que
dans le cas L! puisqu’'on n'utilise que la notion de norme. On a une sous-suite k(m) (m € No)
telle que

[ frgm) = feamanll < 27™ Vm € No.

Montrons alors aussi que la sous-suite fj ) (m € Ng) converge pour la norme ||.|| vers une
fonction de carré intégrable f. Considérons la suite de sommes partielles Gs (M € Ny) définie
par

" 2
Gu(x) = (Z ‘fk(m—l—l)(x) - fk(m)(x)‘> .
m=1

Il s’agit d’une suite de fonctions intégrables sur A, évidemment croissante vu sa forme et qui est
telle que, quel que soit M € Ny,

/A Gu(z) dx

M 2
/A (Z | Frmy (2) = fk(m)(x)}> da
m=1

2

M
= Z | frtma1) = Feem)|
m=1
v 2
< (Z | Frgm+1) — fk(m)”)
m=1

M 2
< (2 2—m> <1.
m=1
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Le théoreme de Levi dit alors notamment que cette suite Gy (M € Ny) converge presque partout
vers une fonction intégrable, que 'on va noter G. Bien sur la suite des racines carrées des Gy
converge aussi presque partout. Et on reprend comme dans le cas L' : on sait que si une série
(numérique) est absolument convergente, elle est aussi convergente ; il s’ensuit que la suite

M
> (Frmrn (@) = frgmy (@), M €Ny
m=1

est aussi convergente pour presque tout . Comme on a, pour tout M,

M

(frema1) (@) = fremy () = Frusy (@) — fray(@)

m=1

on a obtenu que la suite fy(,,) (m € Ng) converge presque partout. Notons f cette limite. Pour
conclure, il reste & montrer que la convergence a lieu pour la norme ||.]|.

Ici c’est le théoreme de Lebesgue qui va étre utilisé. Pour tout p € Ny, considérons la suite
| fe(m) — fk(p)\Q (m € Np). C’est une suite de fonctions intégrables qui converge presque partout
(vers |f — fk(p)|2) ; de plus, quel que soit m € Ny tel que m > p, on a

| feomy = Few | = | Faom) = From1y + Fome1) — - + Faprr) — fr|”
m—1 2
< | D2 e — fr)]
Jj=p
S Gm—l
< G

avec G intégrable. Le théoreme de Lebesgue donne donc I'intégrabilité de la fonction | f — fi(p) K

et
mgrfwé‘fk(m)(x)_fk:(p)(x)’2 dr = A\f(x)—fk(p)(x)}Z dx

lim [ fim) fk(zo)H2 - Hf_fk(p)H2‘

m——+00

c’est-a-dire

On obtient aussi que f appartient & I'espace L2(A) car cet espace est un espace vectoriel et que,
quel que soit p, on a f = f — frp) + frp) avec f — frp) €t fi(p) qui sont des fonctions de celui-ci.
On obtient alors aussi facilement la convergence annoncée. De fait, quel que soit € > 0, il existe
M tel que

Ifr = fsll <e Vr,s>M

donc aussi
| frem) = foe || <& Vm,p> M;

un passage a la limite sur m donne alors (vu ce qui précede)
If = frmll <& V=M

et on conclut. O
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3.4.6 Le théoréeme d’approximation

Rappelons ici deux résultats qui se démontrent en utilisant des théoremes relatifs au calcul
intégral (notamment le théoréme de Fubini). Nous renvoyons au syllabus de J. Schmets pour
leur démonstration ainsi qu'une explication montrant qu’on ne peut avoir le méme résultat dans

L=(9).

Théoréme 3.4.11. (1) Soit Q un ouvert de R™. Alors pour tout f € L*(Q) (resp. f € L*(2)),
et pour tout € > 0, il existe une fonction étagée o dans”™ Q telle que

If —alpq) < e (resp. [|f —allpzo) < ¢).

(2) Pour tout f € LY(R") (resp. f € L*(R"™)), on a

lim [1£() = (. + )|y = 0 <p lim [1£() = £+ )|y = o).

Dans la suite de ce cours, nous établirons une version < réguliere > de ce résultat, apres avoir
défini et étudié la notion de produit de composition de fonctions.

7. Une fonction étagée dans €2 est une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques de pavés dont
I’adhérence est incluse dans 'ouvert €.
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Chapitre 4

Produit de composition

4.1 Définition et premieres propriétés; interprétation

Nous présentons ici I’essentiel et pour aller droit au but et appréhender cet outil le plus ra-
pidement possible, on se limite aux fonctions d’une variable réelle. Pour davantage de propriétés
et des compléments (notamment le cas des fonctions de plusieurs variables), voir le pdf formé
d’extraits de syllabus de Jean Schmets, disponible directement via les pages web relatives au
cours.

Définition 4.1.1. Soient f et g deux fonctions définies presque partout sur R; si y € R et si
la fonction x — f(x) g(y — x) est intégrable, son intégrale est notée

(f*9)(y) = /R f(@) gy — @) da.

Lorsque la fonction x — f(x) g(y—x) est intégrable pour presque tout y, le produit de convolution
(ou de composition) de f et g est la fonction

y = (f*9)(y).

Propriété(s) 4.1.2. Le produit de composition est commutatif et linéaire sur chacun des fac-
teurs.

Preuve. C’est immédiat par changement de variable (linéaire) : on a

(Feo) = [ @2 de = [ fa=0a® dt = g+ D).
La linéarité est immédiate étant donné la linéarité de l'intégrale. O

Interprétation 4.1.3. Voir cours et aussi le descriptif par exemple a ’adresse

https ://fr.wikipedia.org/wiki/Produit_de_convolution

4.2 Quelques exemples

Voir quelques calculs explicites (cours).

37
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4.3 Conditions suffisantes d’existence et propriétés

Sont présentées ici des conditions sous lesquelles le produit de composition existe et les
propriétés générales de cette fonction. Il faut bien noter qu’en aucun cas il ne s’agit de conditions
nécessaires !

Les notations p, ¢, r désignent soit 1,2 soit l'infini et on utilise la convention 1/0c0 = 0. La
relation

1 1 1

-4 - = 1 + —

P q r
n'alieuquepour (1) p=gq=r=1,2)p=letq=r=2,3)p=letqg=r=o00,(4)p=q=2
et 7 = 0o et bien sir aussi en permutant les roles de p et q. Cependant, vu la commutativité du
produit de composition, il ne sera pas nécessaire de les traiter.

Cela étant, lorsque

1 1 1
-4 - = 1 + —
P q r

on a le résultat suivant.

Théoréme 4.3.1. Soient f € LP(R) et g € LI(R). Alors
1. (f xg)(y) existe pour presque tout y sir # 0o et pour tout y sir = oo
2. fxge L"(R)
3N f*glle < 1Ifllpllglg-
Cette inégalité implique que si f, (m € N) est une suite d’éléments de LP(R) qui

converge dans LP vers f et si g (m € N) est une suite d’éléments de LY(R) qui converge
dans L1 vers g, alors la suite fu, * gm (m € N) converge dans L" vers f x g.

Preuve. Etablissons la conséquence de la troisieme propriété. On a successivement

[fm*gm — Fxgll, = fm*gm—Ffm*g+ fm*xg—f*gl,
= ”fm*<gm_g)+(fm_f)*gur

[ * (gm = D+ (e = f) * gl

1 fmlly lgm = glly + Wfm = Fll, llgll, -

IN N

La convergence dans LP de la suite f,,, (m € N) et dans L? de la suite g,,, (m € N) donne tout
de suite le résultat annoncé.

Etudions le cas . On doit d’abord se poser la question de savoir si la fonction
x> fly— ) g(x)

est intégrable sur R pour presque tout y. Clairement, cela ne s’obtient pas directement car si
f et g sont bien intégrables, on ne peut rien dire de leur produit! Mais tout va se démontrer
directement par le théoreme de Tonelli-Fubini.

De fait, considérons la fonction de deux variables

F o (z,y) = |fly—2)g(x)]

Pour presque tout z, la fonction y — |f(y—x) g(x)| est intégrable sur R puisque f I'est. Ensuite,
la fonction

e /R - ) g(@) dy = lg(a)l /R -2 dy = lg(a) /R )] dt
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est intégrable sur R puisque g l’est. Il s’ensuit que la fonction

(z,y) = fly—2)g(x)

est intégrable sur R? et que I'on peut notamment permuter les intégrales sans changer la valeur
de l'intégrale double. On obtient donc que x — f(y — ) g(x) est intégrable sur R pour presque
tout y et que y — [ f(y — ) g(z) dv = (f * g)(y) est intégrable sur R.

Enfin, on a successivement

1fxgl = /I(f*g)(y)l dy

y—x) ) dz| dy

< /(/|f —a) )!da:)dy
= / |f(y — ) g(x)| dzdy

= [ ([ rf<y—x>|dy) s
Ll ([1ra) i

gl 11

Etudions ensuite le cas | L' * L?|. Ici encore, on doit d’abord se poser la question de savoir

si la fonction
z— f(y—z) g(v)

est intégrable sur R pour presque tout y. Et encore une fois ce n’est pas immédiat car il s’agit
d’une fonction qui est le produit d’une fonction intégrable et d’une fonction de carré intégrable
et on ne peut donc rien conclure directement quant a son intégrabilité. Ecrivons alors le module
de ce produit d’une autre maniere : comme on a

[fly—2) g(@)] = VIfly—2)] VIfly—2)llg(x)],

on voit que la fonction (de x) dont on veut prouver U'intégrabilité pour presque tout y s’écrit
comme le produit des fonctions

z—=/|fly—2) et z—= |f(ly—2)|lg(z)

La premiere fonction est bien str de carré intégrable pour tout y puisque f est intégrable ; quant
a la seconde, elle est également de carré intégrable pour presque tout y car

z e |f(y — )| g ()]

est intégrable pour presque tout y étant donné le fait que f, g € L'(R) et le cas L' * L. Ainsi,

x| f(y — ) g(z)]

peut s’écrire comme le produit de deux fonctions de carré intégrable et est donc intégrable.
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Il reste alors & montrer que le produit de composition est de carré intégrable et que ’on a
la majoration annoncée pour la norme. En écrivant la fonction a intégrer comme précédemment
et en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a successivement

Fraw)l = | [ fy-2)g() da
sléxﬁﬂy—@\¢ﬁw—wﬂwmﬂdm
< ([ (i) @) ([ () e a)

= A1 ((F1 % 1g2D )2

donc
(F=g) ) < 11flh (f]=19°)(w)

avec y — (|f] * |¢?|)(y) intégrable; des lors on a bien obtenu f * g € L?(R). La majoration des
normes est alors immédiate

I1£9l8 = [ I <o))P
R

2
d
swméwmmm>
= 1 11192
< 1l 11 6Pl
— /12 92

et on termine donc le cas L' x L2.

Passons au cas . Ici, lorsque f est intégrable et g borné (pp), il est clair que pour
tout y, la fonction

z— f(y—x)g(x)

est intégrable puisque de module majoré par ||g||eo |f(y — x)|.
Cela étant, I'appartenance du produit de composition a L>°(R) et la majoration de la norme
sont immédiates. De fait pour tout y, on a

y—x) ) dz

|(f *9)(y

<Mu/uyMM—wm/u|w lgloe I1£11.

Pour terminer considérons le cas | L%  L?|. Ici, I’existence du produit de composition pour
tout y est claire aussi car la fonction

z— f(y—x)g(x)

est le produit de deux fonctions de carré intégrable, donc est intégrable.
L’appartenance du produit de composition & L*°(R) et la majoration de la norme sont
immédiates également par utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tout y, on a

1/2
(F*9)y /u—wmrm<(/f—mwQ lglz = 11fl2 gl
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donc f * g est borné partout et

sup [(f +g)()l < [Ifll2llgll2-

yeR
O
Lorsque r = 0o, on a davantage de résultats.
Théoréme 4.3.2. 1. Si f,g € L*(R) alors la fonction f * g est uniformément continue sur

R et tend vers 0 a lVinfini.

2. f € LY(R) et g € L™(R) alors la fonction f* g est uniformément continue sur R et tend
vers 0 a l'infini pour autant qu’il en soit de méme pour g.

Preuve. (1) Considérons tout d’abord le cas f,g € L?(R).
D’une part la continuité uniforme résulte d’une simple utilisation de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz et du théoréeme d’approximation. De fait, on a successivement

swpl(fg)a+ )~ (F+9)@)| = suwp| [ fa+h-nat)dy ~ [ =)ol y]
= swp| [ (flath=9) = 1 =) 600 dy‘
zeR |JR
< suplf(a+n—) = 1z =l lgl

= sup|[f(-+h)—fO)ll2 llglly
z€R

= [FC+R) = FOll2 llglly

et on conclut par le théoréme d’approximation dans L?(R).

Montrons a présent que
lim (fxg)(z) = 0.

T—r00

Soit € > 0. Pour tout x € R et tout R > 0, on a

(f*g)a /fx dy = /|y|SRf(wy)g(y) dy +/ f(x —y) gy) dy.

ly|>R

Examinons le second terme du membre de gauche. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

1/2 1/2

= z —y)|? 2

‘/y|>Rf( y)9(y) dy </y|>R|f( y)l dy) </|y>R!g(y)| dy>
1/2 1/2
</]R /@ =yl dy) (/y|>R l9(y)? dy)
1/2 1/2

2 2

([ 10 a) ( [ o dy>
1/2

— 2 .
= |/l ( /y|>R|g<y>| dy) ,

IN

IN
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comme g2 est intégrable, on a

1/2
lim / g(y)|? dy =0
R—+00 ( |y\>R’ ( )’

donc il existe Ry > 0 tel que

1/2
1712 ( / e dy) <
Yy 0

/ f(x —y) gw) dy.
ly|<Ro

| ™

Examinons alors

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz encore, on a

1/2 12
x —)|? 9
: </y|<Ro|f( vl dy) </|y<RO l9(»)| dy)
1/2

< llgll2 </|<R f (=) dy>

i 1/2

z+Ro 1/2

= llgll2 </R £ ()] dt> :

‘/ flz—y)g(y) dy
ly|<Ro

A

comme f2 est intégrable, on a

x+Ro 1/2
lim </ lf () dt) =0
T—00 z—Ro

donc il existe N > 0 tel que

z+Ro 1/2
9ll2 (/_R lF () dt) <

| ™

pour tout z tel que |z| > N.
Des lors, on a

[(fxg)(@)] < +

[ sl + [ fa-new ) < -
ly|<Ro ly|>Ro

pur tout x tel que |z| > N et on conclut.

(2) Examinons alors le cas f € L'(R) et g € L™(R).
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La continuité uniforme s’obtient de maniere tout a fait analogue au cas précédent, en adap-
tant bien str les estimations utilisant les propriétés de f et g. On a successivement

ilelg\(f*g)(ﬂh)—(f*g)(év)\ = sup /Rf(w+h—y ) dy — /far— dy’
= s [ (e h=9) = 1 =) o0 dy‘
zeR |JR
< igg”f(x_‘_h_')_f(x_')nl 91l

= sup||f(-+h)—fOl N9l
zeR

= FC+h) = FOlh N9l

et on conclut par le théoréme d’approximation dans L!(R).
Montrons a présent que
lim (f * 9)(z) = 0

T—00

lorsqu’en outre lim, o g(x) = 0. La preuve est une adaptation de celle du cas L? x L.
Soit € > 0. Pour tout z € R et tout R > 0, on a

(f*9)( / fz—y) — /|y|SRf(w—y)g(y) dy + / f(x — ) gy) dy.

ly|>R

Examinons le second terme du membre de gauche. On a

‘/ flz—y)g(y) dy
ly|>R

Des lors, comme g tend vers 0 a l'infini, il existe Ry > 0 tel que

< sup lgly \/\fx— Jdy = [flli sup lg(w)-

ly[>R ly|>R

g
1l sup |g(y)| < 3
ly|>Ro

Examinons alors

/ f(x - y) gw) dy.
ly|<Ro

< lglloc /| A=yl dy
Y|<Ro

lole [ ol
z+Ro
— gl [ 1O

—Ry

‘/MO 2~ ) 9(y) dy

Puisque la fonction f est intégrable, le membre de droite tend vers 0 si « tend vers I'infini.
Finalement, comme dans le cas précédent, il existe N > 0 tel que

/ flz—y)g(y) dy / flx—y)g(y) dy
ly|<Ro ly|>Ro

pour tout x tel que |x| > N et on conclut. O

+ < ¢

[(fxg)(@)] <
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4.4 Unités approchées de composition

Considérons tout d’abord le cas des fonctions intégrables ou de carré intégrable.

Définition 4.4.1. Une suite f,, (m € Ng) de fonction de L*(R) est appelée unité approchée de
composition dans L'(R) (resp. dans L*(R)) lorsque l'on a

lim fnxf = f dans LYR) (resp. dans L*(R))

m—+o00
quelle que soit la fonction f de L*(R) (resp. de L*(R)).

Etant donné que 'on a L'« L' ¢ L' et L' « L? C L2, les produits de composition et les
convergences qui interviennent dans la définition ont bien un sens.

Rappelons aussi que ces convergences concernent les normes naturelles définies sur les espaces
L'(R) et L%(R); elles signifient donc, respectivement

dim (lfws f =Sl = 0 et Tm | fus f - fla = 0

selon que f € L'(R) ou f € L*(R).

Ces < unités approchées > sont définies pour pallier la non existence 'd’une < vraie unité >,
a savoir d’une fonction intégrable § qui serait telle que 0 * f = f pour toute fonction intégrable
(resp. de carré intégrable) f. En fait, une telle unité existe bel et bien, mais dans le cadre
des distributions (distribution de Dirac!) On va voir plus comment construire de telles unités
approchées et ces exemples illustreront bien le < phénomeéne Dirac >.

Le résultat suivant donne des conditions suffisantes sur une suite de fonctions intégrables

pour qu’elle soit effectivement une unité approchée de composition.

Proposition 4.4.2. Soit une suite de fonctions fn, (m € Ny) telle que
b fm € LI(R>: fm >0 et Hfm”l =1 pour tout m
e pour tout R >0, on a

lim fm(x) dz = 0.

m——+0o0 |z|>R
Alors cette suite constitue une unité approchée de composition dans L'(R) et dans L*(R).

Preuve. Considérons tout d’abord le cas des fonctions intégrables et prenons donc f € L'(R).
On a successivement

[ fm o f = flly

/R (o F)(y) — ()] dy

- /R/Rfm(w)f(y—x) &~ )|
- /R/fm<x>f< ) = [ dnla) £
= [ | @) Gt =2) - s o
/xg(/mf’”(x) [y =) = fy)l da:) dy.

1. Si une telle fonction existait, alors on aurait  * X{a,5) = X[a,5) PP donc aussi, par continuité, en tout réel
différent de a,b donc aussi en a, b étant donné que I'image de fonction caractéristique est {0, 1}. Ceci est absurde
car § * X[a,5) €St continu et pas la fonction caractéristique

dy

dy

IN
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Cela étant, comme la fonction de deux variables (x,y) — fm(z) |f(y —x) — f(y)| est intégrable,
on peut permuter ’ordre d’intégration sans changer la valeur de l'intégrale et on obtient ainsi

[ f = fllL < /Rfm(x) (/le(y—w)—f(y)l dy> dr = /Rfm(ﬂf) (=) = FOl, de.

On va alors utiliser la seconde hypothese sur la suite f,,, (m € Np) en faisant appel tout d’abord
au théoreme d’approximation. Si € > 0, il existe R > 0 tel que

[f(-—2) = fOll; < Vz tel que |z| < R.

DN ™

Deés lors

Vs = fly < /| @ 152 = e+ / Fnl@) 17— 2) = £l da

lz|<R

/|x<R fm(x) dx

IN

201 £1h /| | In@) e

IA
TR TG

201 £l /| | In@) e

L’utilisation de la seconde hypothese sur la suite f,, fournit ainsi M tel que le premier terme
du second membre soit inférieur & €/2 quel que soit m > M donc finalement

||fm*f_f||1 < e VYm>M

et on conclut.

Passons au cas des fonctions de carré intégrable et prenons donc f € L%*(R). Le méme
développement que dans le cas précédent mais en utilisant bien str la norme L? donne

e s =18 = [ 10 D) = 0 dy

_ /R /R Fnl@) (Fly—2) — F()) do

/R (/R fm(@) 1f(y = 2) = ()] d$>2dy.
Cela étant, on a

fm(@) [f(y —2) = f()] = Vi m(x) V() [fly —2) = f(y)]

avec /fn, de carré intégrable et = +— /fn(z)|f(y — ) — f(y)| également de carré intégrable
car par exemple

2
dy

IN

fm@) [fly—2) = FW)P < 2fm(@) (Ifly—2) + | fW)]?)

avec z = fr(z) (|f(y — z)[* + | f(y)|?) intégrable pour presque tout y (puisque fy, est intégrable
et f est de carré intégrable (repenser encore au cas L'+ L!)). Notons au passage (cela sera utilisé
ci-dessous) que la fonction de deux variables

(2,y) = fm(x) (If(y—2) + | FW)I?)
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est intégrable également. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors

2
( [ n@) 15 =)~ ) dx) < VI3 [ dnlo) 15— ) - FP o
R R
- /R Fl@) 1f(y — 7) — f@)? da.

On a donc obtenu
e s =118 < [ ( [ nla) 150 =)~ )P dx> dy.

Cela étant, une permutation de 'ordre d’intégration (justification ci-dessus) donne

A

s f— fI2 < /R funl2) ( /R Fl—a)— F)P dy> iz
- /R fnl@) (£ =) = FOIZ da

et on termine la preuve comme dans le cas L' mais en utilisant bien sur le théoreme d’approxi-
mation dans L?(R). O

Occupons-nous maintenant du cas L. Nous ne donnons que le cas qui sera utilisé plus loin,
dans le chapitre consacré a la transformation de Fourier des fonctions intégrables.

Proposition 4.4.3. Soit une suite de fonctions f,, (m € Ny) telle que
o frn € LY(R), fr, >0 et || fmll1 = 1 pour tout m
e pour tout R >0, on a
li dr = 0.
Alors pour toute fonction f bornée sur R et uniformément continue sur R, la suite fp, x f (m €
No) converge uniformément sur R vers f.

Preuve. Comme dans le cas L', L?, on a

(s D) — ) = /R fnl) (Fly— ) — f(y)) da

donc

sup (fm % N)) - ()] < /R funl@) sup | f(y — 2) — f(y)] da

yeR yeR

Dans le cas L' ou L?, le théoreme d’approximation permettait de continuer. Ici, on travaille
avec L (borne supérieure dans l'intégrale ci-dessus) et on ne peut pas continuer de la sorte.
L’hypothese supplémentaire va permettre de conclure, avec les mémes développements.

Si e > 0, 'hypothese supplémentaire (qui pallie donc le manque de théoréme d’approxima-
tion) donne 'existence de R > 0 tel que

sup |f(z —y) — f(y)] < Va tel que |z| < R.

yeR

DN ™
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On obtient ainsi

sup [(fm * f)(y) — f(v)]

yeR
< / fonl) sup | f(y — ) — Fy)| dz + / funla) sup £y — 2) — f(y)] da
|z|>R yER |z|<R y€ER
£
< 2o [ gu@de + 5 [ g
£
< 2o [ )+

L’utilisation de la seconde hypothese sur la suite f,,, fournit ainsi M tel que le premier terme
du second membre soit inférieur & /2 quel que soit m > M donc finalement

sup [(fm * f)(y) = fW)| < ¢ Vm > M
yeR

et on conclut. O

Donnons a présent des exemples, en fait une construction standard d’une unité approchée
de composition.

Exemple(s) 4.4.4. Si f est une fonction intégrable, a valeurs positives et d’intégrale égale a 1,
alors la suite fp, (m € Ny) définie par fm,(x) = mf(mz) est une suite de fonctions intégrables,
a valeurs positives, d’intégrale égale a 1 et qui est telle que, pour tout R >0, on a

lim fm(x) dz = 0.

Preuve. Il est immédiat de constater qu’effectivement on a une suite de fonctions intégrables,
a valeurs positives, d’intégrale égale a 1. Soit alors R > 0.0n a

/ Fulz) dz = m F(mz) dz = m Ly ar = / () dt
|z|>R |z|>R [t|>mR T [t|>mR

lim f(t)dt =0

m—=+00 Jit>mR

avec

puisque f est intégrable. On peut donc conclure. O

On peut alors < voir » l'illustration de 'effet < Dirac >.




48 CHAPITRE 4. PRODUIT DE COMPOSITION

4.5 Support (pp) d’une fonction, espaces 2 et LV

comp loc
4.5.1 Supports

e Soit f une fonction définie sur R™. Par définition, le support de f (noté supp(f) ou [f]) est
I’adhérence de ’ensemble des points ou f est non nul :

supp(f) = {z € R": f(x) # 0}.

Le complémentaire du support de f est donc un ouvert 2 dans lequel f est nul en tout point.
Notons que I'on a alors bien sr f = fXgupp(f)-

Si la fonction n’est définie que presque partout, on doit trouver un autre moyen de définir le
support, car la notion d’adhérence n’est plus de mise. Commencons par donner une définition
équivalente du support, laquelle pourra étre généralisée aux fonctions définies presque partout
(et aussi aux distributions).

On appelle ouvert d’annulation de f un ouvert dans lequel f est nul en tout point. Le
complémentaire du support est donc un ouvert d’annulation. C’est en fait < le plus
grand > ouvert d’annulation, au sens qu’il s’agit de I’'union de tous les ouverts
d’annulation. Pour s’en convaincre, il suffit de montrer que tout ouvert d’annulation w de f
est inclus dans Q = R"™ \ supp(f). De fait, puisque w est un ouvert dans lequel f est nul en tout
point, on a

{r eR": f(z) #0} CR" \ w.

Des lors, puisque w est ouvert, son complémentaire est fermé est on obtient ainsi

supp(f) ={z € R": f(z) #0} CR"\w

donc
w C R\ supp(f) = Q.

e Soit f une fonction définie presque partout sur R™. On appelle ouvert d’annulation presque
partout de f un ouvert dans lequel f est nul en tout point sauf dans un ensemble négligeable.
L’union de tous les ouverts d’annulation presque partout est bien sur un ouvert ; le fait qu’il soit
encore d’annulation presque partout est vrai, mais demande une preuve (qu’ici nous omettrons).
Par définition, le support presque partout de f (noté supppy(f) ou [flpp) est le complémentaire
de l'union de tous les ouverts d’annulation presque partout de f. On a donc encore

J'= [ Xsuppyp(y) Presque partout.

4.5.2 Espaces [* et LV

comp loc

L’espace Lo, est 'ensemble des fonctions de LP dont le support pp est compact.
L’espace L}  est I'ensemble des fonctions f telle que fxx € LP quel que soit le compact K.
Une fonction de Lf o est appelée fonction localement dans LP.
On a bien str
e, cLPcLl

comp loc*
Diverses autres inclusions existent ; par exemple on a L120c - LlloC car si f € LZQOC et si K est un
compact, alors 1’égalité
fxx = (fxx) X xK

donne I'intégrabilité voulue en utilisant le fait que le produit de deux fonctions de carré intégrable
est une fonction intérable.
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4.6 < Extension > du produit de composition

Propriété(s) 4.6.1. Lorsque p,q,r € {1,2,00} avec (1/p)+(1/q) = 1+(1/r) (avec convention),
on a
e x L]

comp loc

C L;OC
Preuve. Soient f € Llomp et g € Ll . Si y est fixé, on a

fly—=) = fly—2)xiply —2) = fly—2)xy—15)(2).

Cela étant, siy € K C R" on a

fly—2) = fly—2)xy—1p(x) = fly—2)XKx_[()

carsiz € y — [f] alors x € K — [f] et six € y — [f] alors y — x & [f] donc f(y —x) = 0. On
obtient donc, lorsque y € K

fly—2)g(x) = fly—2z)xx-(5®) 9(z)
= fly—=) (9xx—iy) (@)
= fly—=)G(x)

avec G = gxg—_[f- Comme [f] est compact, 'ensemble K — [f] est également compact lorsque
K est compact. Cela implique que G € L? puisque g € L;]OC. Vu linclusion LP x L9 C L",
on a donc fx G € L". Finalement, si y € K, en intégrant les deux membres des égalités

fly—2)g(x) = fly —z)G(x) (y € K,z € R) obtenues ci-dessus, on obtient

(fxg)y) = (f*G)(y)

Oou encore
(f*g)xxk = (f*G)xx € L".

On peut donc conclure que fxg € L] .0O

loc*

4.7 Reégularisations

Le produit de composition de fonctions permet de < régulariser > (au sens dérivabilité) une
fonction comme on va le voir ci-dessous.

Commencons par une propriété sur le support d’un produit de composition et par un résultat
donnant des conditions suffisantes sur f, g pour que f * g soit dérivable. On poursuivra par une
< régularisation > du théoreme d’approximation et par un résultat appelé < régularisation d’un
ensemble >, lequel est abondamment exploité notamment dans le cours sur les distributions
(masters).

Propriété(s) 4.7.1. Si f et g sont composables, alors
[fxg]l C[f]+ 9]

Si le support de f ou de g est compact, alors la somme des supports est fermée et on peut donc
enlever l'adhérence.



50 CHAPITRE 4. PRODUIT DE COMPOSITION

Preuve. Etablissons ce résultat pour les supports. Le cas des supports presque partout se
traite de méme.

Posons 2 = R™\ ([f] + [g]). Pour conclure, il suffit de montrer que cet ouvert est d’annulation
pour f x g. Soit donc y € 2. On a

(Fx9) = | fy-2)g()dz
= /. fly =) g(x) x5y — =) x|q) (%) da

et comme y € & C R™\ ([f] +[g]), on a (y — [f]) N [g] = 0 donc (f * g)(y) = 0.
La preuve du fait que la somme d’un fermé et d’un compact de R™ soit fermée est directe.O]

Propriété(s) 4.7.2 (Dérivabilité). Le produit de composition f*g appartient a Cr(R™) lorsque
(1) f €L, et g€ CL(R™) ou (2) f € L}, g € CL(R™) et [g] compact. Dans ce cas on a

comp loc’
D(fxg) = fxD% Va,|la|<L

Preuve. C’est direct en utilisant le théoréme de dérivation des intégrales paramétriques.d

Nous allons maintenant montrer comment le produit de composition permet d’approcher (au
sens des normes) des fonctions non régulieres par des fonctions régulieres.

Dans ce qui suit, nous utilisons la notation d(z, E') pour désigner la distance entre un point
x € R" et un ensemble non vide E de R" et, si 7 > 0, on définit E, par

E, = {x eR" = d(z,E) <r}.

On définit aussi les fonctions p. (¢ > 0) de la fagon suivante
1 T
pe(x) = ETLP (g)
avec p € Cs(R™), [p] C b(1) (boule de rayon 1 centrée a l'origine), p > 0 et ||p|l1 = 1.
Cela étant, on a le résultat suivant.

Propriété(s) 4.7.3 ( < Régularisation d’un ensemble »). Pour tout ensemble non vide E et
tout € > 0, la fonction f. = xE. * p. posséde les propriétés suivantes

1. f. € C(R™)
2.0<f. <1
3. fe =1 sur l'adhérence de E et f. = 0 sur le complémentaire de Eo.
4. Ya, il existe Cy, > 0 tel que
|Daf€’ < CaE_Ial-

Preuve. Considérons le cas n = 1.
Comme x g, est localement intégrable et p. indéfinimement contintiment dérivable a support
compact, la fonction f. = xpg. * pe appartient bien a Coo(R).
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Pour tout x on a aussi directement

0 < (xm. *pe) () = /R X (& — ) pey) dy < /R pely) = 1.

Cela étant, pour tous z,y, on a

XE.(Y) pe(x —y) = XE.(Y) pe(z — Y)X[-cq)(z — V)
= XE.(Y) p=(T = Y)X[z—c 012 (Y)
= (T = YXE.A—cate (Y)-

Siz € F alors [x —e,2 + €] C E. donc

fe(@) = (xB.*p) () = [ pe(T = Y)XEAfp—rc.o+e)(¥) dY

Pe(T = Y)X[z—c,a+e) (¥) Y

Il
— — 55—

pelr—y)dy = 1
et si & Eo. alors |z — e,z + ¢[NE; donc
fe(x) = (xE. *pe) (2) = /R Pe(T = Y)XE.o—c,at (Y) = 0.

La fonction f. est bien str bornée par 1. Pour conclure, il reste donc a examiner les dérivées.
Quels que soient a € Ny et x € R, on a successivement

|D°‘f€(x)\ = XEE*D Pe)( )’
< /\(D%)( )| dy

= [ 1D Gt/
5 [0 ) dy

AT

et on conclut. O

Y
XE = X[1,3]
1
/ \
‘1=/ t —
1-22 0 1 3+ 2¢ X
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Propriété(s) 4.7.4 (Théoreme d’approximation < régularisé »). Soit Q un ouvert de R"™. Pour
tout f € LY (Q) (resp. f € L?(Q)) et tout € > 0, il existe p € Coo(R™) @ support compact dans
Q tel que

If —ely<e (resp. |If —elly<e)

Preuve. Ici, la notation ||.|| désigne la norme dans L' ou dans L?. Considérons aussi une
unité approchée de composition dans L! et L? du type p,, = mp(m.) (m € Ng) comme dans le
cas de la < régularisation d’un ensemble >.

Soient alorsf € LY(9) (resp. L?(£2)) et & > 0. Par le théoréme d’approximation, il existe une

fonction étagée F' dans € telle que

3
—Fl| < —.
Jr-ri < ;

Ensuite, on a
lim ||[F—Fx*py| = 0

m——+00

avec
supp(F * pp,) C supp(F) + b(1/m).

Des lors, il existe M tel que le support de la fonction F'* pjps soit un compact inclus dans € et
|E'— F * ppl| < e/2. 11 s’ensuit que
If = Fxpul < [If =FI+IF=Fxpul < e

et on conclut puisque F x pys appartient & Co(R™) et est & support compact dans Q. O

Ci-dessous, illustration dans le cas n = 1 : Q =|a, b], le support (compact inclus dans|a, b|)
de la fonction étagée F' est inclus dans l'intervalle en rouge et le support de F' * pps est inclus
dans l'intervalle constitué du rouge et des deux < ajouts > en vert (longueur de chaque vert :
1/M).

4.8 Propriété d’annulation

Propriété(s) 4.8.1 ( < Annulation >). Soit f une fonction localement intégrable dans un ouvert
Q de R™. Alors [ est nul presque partout si et seulement si

/ f(2) () dz = 0
Q

quelle que soit la fonction ¢ € Coo (R™) a support compact dans .

Preuve. 1l est clair que si f est nul, alors les intégrales sont nulles également.

Considérons alors que toutes ces intégrales sont nulles. Prenons une fonction 1) € Coo (R™) &
support compact dans b(1), a valeurs positives et d’intégrale égale a 1. On sait que les fonctions
Y, définies par 1, (x) = m™p(ma) (m € Np) forment une unité approchée de composition dans
L'(R™) donc que 'on a

im (fxe)*¢m = fxo

m—-+00

dans L' et presque partout pour une sous-suite. Cela étant, pour tout m on a

((Fxe) * ) (@) = /Q F () Yl —y) dy = £ () Yl — ) dy.

/Qﬂ[x—l/m,x—f—l/m]
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Lorsque x est dans 2, on a supp(Ym,(x —.)) C b(x, 1/m) C Q pour m assez grand 2donc

(fxe) *tm) (z) = = /Q F@) oz — ) dy = 0.

Vu la convergence presque partout vers fiq pour une sous-suite, on obtient finalement que f
est nul presque partout dans 2. O

2. b(z,r) avec x € R™ et r > 0 désigne la boule fermée centrée en z et de rayon r
)



o4

CHAPITRE 4. PRODUIT DE COMPOSITION



Chapitre 5

Transformation de Fourier dans L!

Voir aussi le cours enseigné et les notes de J. Schmets (chapitre 6)

5.1 Définition et interprétation

Donnons tout d’abord I'introduction suivante, récupérée dans wikipedia.

En analyse, la transformation de Fourier est une extension, pour les fonctions non périodiques,
du développement en série de Fourier des fonctions périodiques. La transformation de Fourier
associe a une fonction intégrable sur R et a valeurs réelles ou complexes, une autre fonction sur
R appelée transformée de Fourier dont la variable indépendante peut s’interpréter en physique
comme la fréquence ou la pulsation.

La transformée de Fourier représente une fonction par la densité spectrale dont elle provient,
en tant que moyenne de fonctions trigonométriques de toutes fréquences. La théorie de la mesure
ainsi que la théorie des distributions permettent de définir rigoureusement la transformée de
Fourier dans toute sa généralité, elle joue un réole fondamental dans ’analyse harmonique.

Lorsqu’une fonction représente un phénomene physique, comme I’état du champ électroma-
gnétique ou du champ acoustique en un point, on 'appelle signal et sa transformée de Fourier
s’appelle son spectre.

Pour illustrer cette introduction, voir la fin de cette section.

Dans ce qui suit, on utilise la notation < .,. > pour le produit scalaire habituel sur R", a
savoir

n
<z,y>-= Za:jyj
Jj=1

avec £ = (x1,...,2n) ER" et y = (y1,...,Yn) € R™.

Définition 5.1.1. Soit f une fonction intégrable sur R™. La transformée de Fourier < négative > de
f est la fonction

Ff:ryeR'— e ISV f(z) dx
R

et la transformée de Fourier < positive > de f est la fonction

Ftf i yeR"— e <TY> f(x) da.
Rn
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Pour la valeur en y de ces fonctions, on utilise les notations
F f B f

(Ff) ), (FF) W)

Notons que cette définition a bien un sens puisque pour tout y, la fonction x — e <®¥> f(z)
est intégrable sur R" puisqu’en module c’est |f|.

Remarque 5.1.2. Pour toute fonction f intégrable sur R™, on a
F,f = FL,f VyeR"

Preuve. 1l s’agit d’une simple écriture différente pour I'expression

/ eIV f(x) dr = / STV f(z) da.

Pour illustrer un peu l'introduction qui met ’accent sur ’aspect fréquentiel de la transfor-
mation de Fourier, notons que, pour tout » > 0 (indispensable de recouper le cosinus, lequel
n’est pas intégrable sur R)

sin(r(y + 1)) N sin(r(y — 1)) Sy£l gt 1
y+1 y—1
sin(2r)
2
La plus grande valeur de cette transformée de x +— cos(1z) = cos(—1x) est donc en —1 et 1,
c’est-a-dire qu’il y a un < pic > en ces points. En théorie des distributions ou I’on peut vraiment
prendre la transformée de Fourier de la distribution définie par le cosinus, on trouve effectivement
les distributions de Dirac.

Fy (008 Xrs)) =
siy=1letsiy=—1

A ———
£ I | t'itnlh(' ['l 'l\nn". nV I i Il I "J r'J
& o |

Frequance |Hz)

5.2 Exemples

Exemple(s) 5.2.1. Transformation de Fourier de X(qp) (a,b € R) et de e~ (@a>0):
ezl:iby _ B:I:iay

St 0
Fy Xiat] = +iy v
b—a siy=0

+ —al| _
fye = ia
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En particulier, pour tout r >, on a

2sin(ry) ,

— s 0
F;:X[fnr] = y y #

2r sty =0.

Preuve. Ce sont des calculs immédiats d’intégrales simples. O

Le premier exemple montre que la transformée de Fourier d’'une fonction intégrable n’est
pas nécessairement intégrable. Lorsqu’on aura besoin de cette propriété, on devra donc donner
des conditions suffisantes pour avoir cette intégrabilité. Dans la suite, nous donnons les deux
résultats les plus courants, bien utiles plus loin dans le cours.

Par ailleurs, ces deux exemples (ainsi que celui qui suit) conduisent & des transformées qui
sont continues sur R et ont une limite nulle & l'infini. Ces propriétés sont en fait vraies pour
toute transformée de Fourier de fonction intégrable, comme démontré dans la suite.

Voici alors un exemple qui se révelera fondamental dans la preuve du théoreme de Fourier.

Exemple(s) 5.2.2 (Le cas des fonctions gaussiennes). Pour tout a > 0 on définit la gaussienne
Ga pPar
2
ga(z) = e 2 e R

Cette fonction est intégrable et on a

™

n/2
Frg, = (5) 91/(4a) Partout.

On en déduit que
FFTFrg, = (2m)"ga partout.

Preuve.
L’intégrabilité est claire : on a

n
ga(x) = He_ax?

J=1
—ax? . , . .
avec ¢ — e 3 intégrable sur R quel que soit j =1,....
Traitons le cas n = 1; on en déduira le cas général. On a directement (on se réfere a une

intégrale < remarquable > obtenue par le théoreme de dérivation des intégrales paramétriques
et rappelée au début de ce syllabus), quel que soit y € R,

]__;:ga = /eiixy e~
R
+oo 5
= 2/ cos(zy) e ™ dx
0

= T v?/(4a)

9(4a)—1 (y)
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Dans R"”, on obtient alors

; ol
]_-;:ga — e:i:z<w,y>€ alz| dx

eimjy] e~ 9% dr

— 5

<.
Il

=

1

g2
e:l:mj Yi e ar; diL‘j
R

I
<.
S |l 3
—_

]-"y]
\/> 2/ (4a)

_ ([) 2/ (d4a)
() e

On vient donc de voir que la transformée de Fourier d’'une gaussienne est un multiple d’une
gaussienne. Reprenons alors la transformée de Fourier de cette transformée de Fourier, en utili-
sant ’expression générale qui vient d’étre trouvée. Quel que soit € R™, on a successivement !

FiFEga = (\/Z)nffg(zxa)l = (\/Z)n< M;;_l)n Ia¢aa)y-1-1(x) = (2m)" ga()

et on conclut.O

I
H :j:s I

5.3 Premieres propriétés

Propriété(s) 5.3.1. (1) La transformation de Fourier est un opérateur linéaire.
(2) La transformée de Fourier d’une fonction intégrable f est une fonction bornée sur R™
car on a

[ Fyfl < lfllh vy e R"

(3) La transformée de Fourier d’une fonction intégrable est une fonction uniformément conti-
nue sur R™.
(4) (Riemann-Lebesgue) La transformée de Fourier d’une fonction intégrable tend vers 0 a

Uinfini.
Preuve. (1) C’est immédiat vu la linéarité de I'intégration.

(2) C’est immédiat car le module d’une exponentielle imaginaire pur est égal a 1 :

7l = | [ e o) o
Rn

< [ e | @) do = Iflh Vo R

1. Ici, les deux transformées de Fourier + sont les mémes car une gaussienne est paire; cependant, pour le
théoreme de Fourier en toute généralité, cela ne sera pas toujours le cas et il importera de respecter ’alternance
des « signes >
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(3) Pour tout h € R™ on a successivement

sup f;:_hf . Fyif‘ = sup / (ej:i<y+h,:r> o eii<y,w>> f(LU) dx
yeR” yeR” n
= sup / eii<y,:1[:> (eii<h,x> _ 1) f(.%') dr
yeR™ n

< [

jeti<he> 1] f(@)] < 20f(@)| VA

€:|:i<h,z> _ 1’ |f(x)| dx.

Cela étant, comme

et
lim ‘eii<h’x> — 1‘ =0 Vz
h—0
on a
lim eti<ha> _ 1‘ |f(z)] de = 0
h—0 Rn
donc
J Fral —Fif] = 0.
B0 e vind = Fy S

(4) Traitons tout d’abord le cas n = 1. Pour tout y # 0, on a
+ +iz
Fof = /Re Y f(x) dx

_ / eii(t+w/y>yf<t+ﬂ> it
R )

= —/eﬂtyf<t+ﬂ-) dt.
R Yy

(/R e f(x) de — /Reﬂtyf (t—l— Z) dt)
/Reiiw (f(a:)—f(m—I—;r)) d

1 T
|7l < Q/R‘f(x)—f<x+y>‘ da.

Comme f est intégrable, le théoréme d’approximation (une de ses conséquences plutdt) donne
la conclusion.

Il s’ensuit que

+
Frf =

N = N

donc

Le cas général s’inspire du cas n = 1. De fait, pour tout j et tout y; # 0, les mémes calculs
mais avec le changement de variable linéaire? x = t + (7/y;)el) on a

1 .
| FEf] < Q/IRn‘f(x)f<x+;e(ﬂ>>‘ dz.

2. ) est I’élément de R” donc toutes les composantes sont nulles sauf la numéro j, qui vaut 1
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Soit alors € > 0. Ici encore, le théoréme d’approximation (une de ses conséquences plutot) donne
n > 0 tel que

H<n = [ 1@ farn)d < e

Par ailleurs, pour tout > 0 et tout y € R"™ tel que |y| > r, il existe j tel que |y;| > \/nr ou
encore

Des lors, avec
> r = —— et g tel que|y;| >+v/nr = =«
lyl > n, s j tel que |y;| > v/n /n
on obtient

T o
Yj

<

donc

70 < g [ @ - s (a4 Ze0)| @ < ¢

Yj

et on conclut. O

5.4 Transfert et produit de composition
Propriété(s) 5.4.1 (Produit de composition). Si f et g sont intégrables alors
FE(f*g) = FEf x FXg partout.

Preuve. Vu les résultats concernant le produit de composition de fonctions intégrables, on
sait que f x g existe et est une fonction intégrable; on a méme que la fonction de 2n variables
(y,t) — f(t) g(y —t) est intégrable. On a alors directement, quel que soit z € R™,

Fifrg) = [ (7 ag)) dy
= [ e ([ -0 @) ay
_ / f) < / eI gy — 1) dy) dt
_ / f) ( / e () du) dt
_ / e £ (1) < / eHE o) du) dt
- ( / e () du> x < / et () dt>

= Fog9 X Fif.
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Propriété(s) 5.4.2 (Transfert). Si f et g sont intégrables alors
Fofo@)de = | flx) Frgde
R™ R"

Preuve. 1l est clair que les deux membres de 1’égalité ont un sens car le produit d’une fonction
intégrable par une fonction bornée est intégrable.

Cela étant, une simple permutation de 'ordre d’intégration permet de conclure. De fait, la
fonction x — |f(y)||g(x)| est intégrable sur R?" et on a

Fraayde = [ ([ e p) ar) o) do

- [ ( [ <o g dx) 1) dy

= | Fig fly) dy

R"

5.5 Dérivation et transformation de Fourier

Propriété(s) 5.5.1. (1) Si f € CL(R™) et si D*f € L*(R™) quel que soit le multi-indice « tel
que |a| < L alors
+ oy _ .\ TE
FyDf = (Fiy)* Fy f
(2) Si les fonctions x — x® f(x) (|a| < L) sont intégrables, alors F¥f € CL(R™) et, quel
que soit le multi-indice « tel que |a] < L, on a

o+t _ -\ a  Fi<z,
DYFrf = (£9) /nzn e <Y f(x) da.

Preuve. (1) Pour L =1 et pour j € {1,...,n}, on a directement (ce qui se simplifie bien sir
sin=1),

ijjf = /n eTi<TY> D;f(z) dz

= / (/ eV D f(x) da:j> dry...[dzj] ... dzy
R7—1 \JR
= (Fiy;) / </ eFI<TY> f(x) d$j> dxy...[dzj] ... dxy
R7—1 \JR
: +
= (Fiyy) F f
puisque, dans I'intégration par parties, les termes intégrés sont nuls. Le cas général s’effectue de
meéme, en répétant la manoeuvre précédente.
(2) L’expression

+ +i<a,
Fof = /ne <TY> f(z) d

est une intégrale paramétrique. Dans le cas présent, vu les hypotheses données, celles du théoreme
de dérivation sont clairement satisfaites et ainsi on obtient la dérivabilité et I'expression des
dérivées en permutant dérivée et intégrale. O.
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5.6 Intégration et transformation de Fourier

Propriété(s) 5.6.1. Si une fonction intégrable est bornée et de transformée de Fourier a valeurs
positives, alors sa transformée de Fourier est intégrable.

Preuve. Soit f une telle fonction. Pour tout m € Ny, on pose
fu(x) = e MM ELS,

Comme F* f est & valeurs positives, cette suite est croissante ; de plus, elle converge partout vers
F*f. Pour conclure & I'intégrabilité de cette limite ponctuelle, il suffit (par le théoreme de Lévi
(convergence monotone)) de montrer que les intégrales des f,, sont bornées indépendamment
de m. Et c’est bien le cas car on a successivement

0< [ ful@)de = / eI/ FEf da
Rn "
_ / Fi (€—|.P/m) f(z) dz  (transfert)
n/2
- / <W> e—mlz[?/4 f(z) dx (transf. de Fourier d’une gaussienne)
R™ 1/m
_ Wﬂﬂ/ e 1t?/4 f(tv/m) dt  (chgt. de var. vVmax = t)
e ptem) dt‘

n 2
. /R eIt/ gy

_ ﬂ_n/2

IN

Propriété(s) 5.6.2. Si f € Cp11(R") est tel que D*f € LY(R™) pour tout o € N, |a| < n+1,
alors FXf € LY(R™).

Preuve. Notons tout d’abord que 'on a la continuité de la fonction dont on veut montrer
Iintégrabilité.
Cela étant, pour n = 1 c’est immédiat car

22 |[FEf| = |[«2FEf| = |FEDf| < C Wz

donc, pour tout x # 0, on a

C

= x2

+
[ ]
et on conclut étant donné I'intégrabilité de x + 1/2? & l'infini.

Pour le cas n > 1, pour imiter ce qui se passe pour n = 1, on doit regarder comment estimer
|| | FE f| en utilisant les égalités |2 FF f| = |F£Df|. Nous allons alors regarder comment se
comparent

M
2™ et gu(z)= Y |27
la|l=M

Qn

pour M naturel strictement positif. Pour rappel, pour @ € N*, on a 2 = z{'...20" et |a| =
> j—1 ;. Posons

S = {zeR" : |z|=1}.
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L’ensemble S est un compact de R™ et gps > 0 sur S donc

inf gpr(z) =7y > 0.

zE€S
Ainsi, pour tout x # 0, on a
gM(:E) _ Z |xa| _ Z |x(1llx%n — Z :L'(lll x%n =g (QS‘*)
|z M |z|or .. [z]on ||or .. fz]on jzler " fa|on .
la|=M la|l=M la|l=M
avec o o
* n * *
¥ = <‘x’a1"..7‘x|an> tel que |z*| =1 (donc z* € S);
on obtient donc ()
gm\x
ME = o) =

ce qui est équivalent a
gu(x) = Y |2 > rarlal™;
la|l=M
notons que cette derniere inégalité est bien stir toujours valable si z = 0.
On obtient donc, quel que soit x € R™,

1 1
o EEA < — X RO FES = — D> [FD
ntl |a|l=n+1 ntl |a)|=n+1

et on conclut comme dans le cas n = 1 car vu le changement de variable en coordonnées polaires 3,

la fonction = + 1/(1 + |z|*™!) est intégrable sur R". O

5.7 Théoreme de Fourier

Théoréme 5.7.1. Si f est intégrable et de transformée de Fourier intégrable, on a
FRFEf = @m)" f

presque partout. Cette égalité est valable partout si f est continu sur R™.

Preuve. Pour démontrer cela, on utilise une unité approchée de composition formée de gaus-
siennes. Soit
_ _ 2
glx) = 727l g e R

Cette fonction est intégrable, a valeurs positives et d’intégrale égale a 1; il s’ensuit que les fonc-
tions g, (m € Np) définies par g,,(z) = m"g(mz) forment une unité approchée de composition.
Des lors, on a

lim F*g, = F dans L'(R")

m——+00

3. Pour rappel, pour quelles valeurs du réel s la fonction

1

T —
1+ |zl°

est-elle intégrable sur R™ ? Vu le changement de variable en coordonnées polaires dont le déterminant jacobien
est un produit de fonctions sinus, cosinus et de r" !, & considérer sur un produit cartésien d’intervalles bornés
pour les fonctions trigonométriques et de ]0, +00[ pour ce qui est de la variable r, on obtient donc que la fonction
ci-dessus est intégrable sur R™ si et seulement si s —n + 1 > 0 puisque on doit examiner I'intégrabilité en +oo de
r (14 rf),
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quelle que soit la fonction F' € L'(R™) et

lm Fxg, = F

m——+00

uniformément sur R™ quelle que soit la fonction F' bornée et uniformément continue sur R".
Cela étant, le théoreme étant exact pour les gaussiennes (voir 'exemple 5.2.2), quel que soit
m, on a

1
_ r¥r+t
f*gm = (27[')” f* 9m-

Le coeur technique de la preuve consiste & montrer que (penser au transfert!), que quel soit m,
on a

fxFFFEgy = (FTFEf) % gm. (%)
Si on a effectivement cela, alors on conclut rapidement. De fait, en utilisant les rappels précédents

concernant les unités approchées de composition, on a d’une part

1
(2m)"

1
—— lim (FFFf) xgm = FIFESf

(27r)" m—+00

uniformément sur R" et d’autre part

lim fxgm = f

m—-+00

dans L' donc presque partout pour une sous-suite. Par unicité de la limite presque partout, &
partir des égalités

1
Frgm = G I+ FTF o = o (FTFE) xgm
on obtient des lors 1
— Frt
f (2@”}" Frf

presque partout.

Montrons donc que l'on a (*). Il s’agit effectivement d’utiliser le transfert, mais dans un
contexte un peu différent du résultat < brut > lui méme car des translations interviennent. Pour
tout x € R", on a successivement

(f*]-"jF]-“igm) (x) = (x —y) ]-";E]-"igm dy

S}
3

= Fi(fx =) Fygm dy

n

(¥ FFf) Fygm dy

n

Fi (eF=5> FEF) gmly) dy

(/ o Fi<t.z—y> ]-"t:tf dt) gm(y) dy

Fi F5f gm(y) dy

n

= ((FFFEf) * gm) ()

n

n

T —r—

donc on peut conclure. O
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5.8 <« Transition > pour L?

Propriété(s) 5.8.1. (1) Si f € L*(R") N L*(R™) alors F*f € L?(R").
(2) Quels que soient f,g € L'(R™) N L?(R"), on a

<FEf,Frg>= @2m)" < f,g>.

En particulier
[FEA13 = o™ |[fI3 Vfe LHR™) N L*(R™).
Preuve. (1) On a
N .
Al = Fr
.
= FfxFr(f(=)
— FE(F4T).
Cela étant, comme la fonction intégrable f x f(—.) est aussi bornée (composée de deux fonctions
de carré intégrable) et comme sa transformée de Fourier est & valeurs positives (elle vaut |F=* f |2

vu le calcul précédent), on a l'intégrabilité de cette transformée. Il s’ensuit donc que F*f est
de carré intégrable.

(2) Comme dans le cas (1), on a
FyifxFrg = Fy (F+9(=)

donc

<FEf,Frg>= /Rnf;(f*g(—.)) dy = FoFE(f*g(-.).

Comme la fonction f % g(—.) est continue (produit de composition de deux fonctions de carré
intégrable), 1’égalité dans le théoreme de Fourier est une égalité partout ; ainsi on obtient

<FEf,Frg> = FFE(f*g(-.)
y

= (2m)" (f*9g(-
= (2m)" /f:z:g:z:
= 2m)" < f,g>.
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Chapitre 6

Transformation de Fourier dans L2

Voir aussi le cours enseigné et les notes de J. Schmets (chapitre 8)

6.1 Définition

La définition de la transformation de Fourier pour les fonctions de carré intégrable utilise
la transformation de Fourier des fonctions intégrables et est telle que si la fonction est a la fois
intégrable et de carré intégrable, les transformations de Fourier soient les mémes.

Cela étant, rappelons tout d’abord deux résultats vus précédemment, essentiels pour la suite
ici.

Propriété(s) 6.1.1. (1) Si f,g sont intégrables et de carré intégrable alors F*f € L*(R"),
Ftge L2(R") et on a
<FEf,Frg>= @2n)" < f,g>.

En particulier
|F=F13 = @)™ ||flIl5 VfeL'nL?

(2) (Cas particulier du théoréme d’approximation cas régulier) Pour toute fonction de carré
intégrable f et tout € > 0, il existe une fonction ¢ € Cso(R™) a support compact telle que

If=elly < e

Preuve. Voir précédemment. O

Propriété(s) 6.1.2. Soit fune fonction de carré intégrable et soit fn, (m € Ny) une suite
de fonctions intégrables et de carré intégrable qui converge vers f dans L2(R™). Alors la suite
FEf (m € Ng) converge dans L*(R™) et la limite ne dépend pas de la suite f, (m € No) qui
converge vers f dans L*(R").

Preuve. Tout est direct et naturel. De fait, si f,, (m € Np) est une suite de fonctions
intégrables et de carré intégrable qui converge vers f dans L?(R"), alors la suite F* f,,, (m € Np)
est une suite de fonctions de carré intégrable qui converge dans L2(R") car le critere de Cauchy
s’applique étant donné qu’on a

2 2
H]:ifp_]:iqu = (277)n pr_qu
quels que soient les naturels p, q.
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Soit maintenant des suites f,, (m € Ny) et g, (m € Ny) de fonctions intégrables et de carré
intégrable qui convergent vers f dans L?(R"); on note respectivement F,G leur limite dans
L?(R). La suite h,, (m € Ng) définie par hoy, = fin et homi1 = gm quel que soit m est alors
encore une suite de fonctions intégrables et de carré intégrable qui converge vers f dans L?(R");
on note H sa limite. Comme les suites f,, (m € Ng) et g, (m € Np) sont des sous-suites de la
suite Ay, (m € Np), on obtient

F=H e G=H

et on conclut. O

Définition 6.1.3. Soit fune fonction de carré intégrable. La transformée de Fourier de cette
fonction est la limite dans L*(R) de toute suite F* fn, (m € Ng) ot f, (m € Ng) est une suite
de fonctions intégrables et de carré intégrable qui converge vers f dans L?(R™). Cette limite est
notée

Ftf.

Remarque 6.1.4. Si f est intégrable et de carré intégrable, alors
FEf = T

car la fonction FE f peut étre définie a partir de la suite f,, = f (m € Np).

6.2 Cas n =1 et exemple

Propriété(s) 6.2.1 (Cas pratique pour n = 1). Si f € L*(R) alors la suite fr = fX[—mm) (M €
No) est une suite de fonctions intégrables et de carré intégrable qui converge vers f dans L*(R)

donc
m

sz — li tizy d
yf m—1>I-I|—1r>o 7m€ f(ZE) v
dans L*(R).
Il s’ensuit que si la suite! finm eimyf(x) dx (m € Ng) converge presque partout vers une
fonction G*, alors G = F* f presque partout.

Preuve. Pour tout m, la fonction f,, est effectivement intégrable comme produit de deux
fonctions de carré intégrable et aussi de carré intégrable car de module majoré par une fonction
qui ’est.

On a également la convergence dans L2. De fait, pour tout m on a

—m +oo
2 o 2 2
/R|fm<x>—f<x>\ du —/ FP? da +/ P de

. ,
donc
. 2 . g . teo 2
i [ = f@f de = im0 e+ tim [ e = 0

puisque |f|? est intégrable.

Comme la suite F* f,, = m eF@ f(x) dr (m € Ny) converge dans L? vers F* f, une sous-

suite converge aussi ponctuellement vers F* f. On obtient donc G* = F*f. O

1. penser aux intégrales fléchées!
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Exemple(s) 6.2.2. Pour la fonction f définie par

sin(z)

fz) =

x
(qui est de carré intégrable mais n’est pas intégrable), on a
IFjEf = TX[-1,1]

Preuve. C’est direct en utilisant la suite fn, = fX[—m,m] (m € Np) pour définir F¥f et la
valeur de I'intégrale fléchée

T

—+00 3
sin(rz T
/ (rz) dr = — Vr>0.
0 2
On a en effet successivement

/ eiixywdx = 2/ cos(zy) sin(z) dx
—m T 0 T

_ /m sin(z 4 xy) + sin(x — xy) s

0 x
B M sin(z(1 +y)) N " sin(z(1 —y)) .
e .

et
—F00 i 1 s ; _
/ sin(z(1 +y)) de — { 5 sty>—1
0

x
/%Jroo sin(z(1 —y)) dr — 5 siy<l
0 x

Des lors, sauf en —1 et 1 pour la derniére égalité, on a

IE‘;t f = lim ej“':’:yM dx
m——+o00 —m X
—+00 o —+00 o _
_ / sin(a(1+y) , / sin(@(1 - y)
0 T 0 T
= WX[fl,l}(y)'

a

6.3 Propriétés de base

Théoréme 6.3.1 (Théoreme de Fourier). Pour toute fonction f de carré intégrable, on a
FEFFf = (2n)" f.

Preuve. Soit fp, (m € Npy) une suite de fonctions intégrables et de carré intégrable qui
converge vers f dans L?(R"™). On a donc

Frf = lim F*f,

m—-+00

dans L?(R). La suite F*f,, (m € Np) est une suite de fonctions de carré intégrable; des lors,
si les F*f,, étaient également intégrables, on pourrait se servir de cette suite pour définir la
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transformée de Fourier de F*. Et pour avoir cela, il suffit de prendre f,, € Cs(R) & support
compact (et c’est possible vu le théoreme d’approximation rappelé ci-dessus). On obtient donc

FFFEf = lim FTFEf, = 2m)" lim f, = (2m)"f.

m—-+00 m—-+00

Propriété(s) 6.3.2. (1) L’opérateur
F* L2(R) — L*(R) f s FEf

est linéaire, bijectif.
(2) Quels que soient les fonctions f,g € L*(R™), on a

<FEf,Frg>= ©2m)" < f,g>.

En particulier,
[F=f| = @2 1],
2

ce qui implique que cette transformation de Fourier est un isomorphisme=.

Preuve. (1) Vu la définition de la transformée de Fourier d’une fonction de carré intégrable,
il est clair que I'opérateur est bien & valeurs dans L?(R).

La linéarité s’obtient aussi directement en repassant a la définition. De fait, soient f,g €
L*R) et ¢ € C. Si f,, (m € Np) et gy, (m € Np) sont des suites de fonctions de L' N L? qui
convergent dans L? respectivement vers f et g, alors les suites f,, +gm (m € Ng) et cfn, (m € Np)
sont des suites de fonctions de L' N L? qui convergent dans L? respectivement vers f + g et cf.
Vu l'indépendance de la suite choisie pour définir la transformation de Fourier dans L?, on a
donc

+ _ + + _ 1 +
F2(f+g) = lm F5(fn+gm) et Fo(cf) = lm F=(cfn).
La linéarité de la transformation de Fourier des fonctions intégrables donne alors le résultat :
F(f+9) = lim F(futgm) = lm (Ffo+Fgn) = F°f+Fyg
m——+00 m—r—+00

et
FE(cf) = lim FE(cfn) = ¢ lim FEf, = cFEf.

m—r+00 m—r+0o0
L’opérateur est aussi clairement injectif et surjectif en vertu du théoreme de Fourier : d’une
part si f € L?(R) est telle que F*f = 0, alors 0 = FTF*f = (27)" f donc f = 0; d’autre part,
si g € L2(R), alors f = (27) " FFg donne F*f = (27) " F*FTg = g.
(2) Soient f,, (m € Ny) et g, (m € Np) des suites de fonctions de L' N L? qui convergent
dans L? respectivement vers f et g. Cela étant, puisque les fonctions f,, et g,, sont & la fois
intégrables et de carré intégrable, on sait que

< ]-'ifm,]:igm >= (2m)" < fo,gm > -

La convergence dans L? des suites F* f,, (m € Ng), FXgm (m € No), fm (m € Npg), gm (m € Np)
vers FEf, F*g, f, g respectivement donne alors

<Frf Ftg> = m <FE o, Frgm > = 2m)" lim < fo,gm > = 20)" < f,g>.

li
m——+00 m——+00

a

2. au sens topologique du terme, a savoir continu et d’inverse continu



Chapitre 7

Suites orthonormées dans un espace
de Hilbert

7.1 Définitions et propriétés de base des suites orthonormées

Voir aussi le cours enseigné et les notes de J. Schmets (chapitre 10, sections 1,2,3)

On se place dans un espace de Hilbert H, on note < .,. > le produit scalaire et ||.|[la norme
associée. Si e, f sont deux éléments de H, on dit qu’ils sont orthogonaux si leur produit scalaire
est nul.

Cela étant, on généralise les résultats liés a Pythagore et aux projections orthogonales dans
un espace de dimension finie comme suit.

Propriété(s) 7.1.1 (Pythagore généralisé). Si des éléments f1,..., far de H sont orthogonaux
deux a deux alors

M 2 M
S hmll o= D0 Ifmll
m=1 m=1

On en déduit que si fp, (m € Ny) sont des éléments de H orthogonaux deux a deux alors la
série

“+oo
> fm
m=1
converge dans H si et seulement si la série numérique
“+o0o
2
m
[ fml
m=1

converge, auquel cas on a
2

+oo
> fm
m=1

+o00
= D lfml*
m=1

Preuve. Par définition de la norme a partir du produit scalaire et en utilisant I’hypothese,

71
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on a directement

2 M

M
= <meij>

Y
m=1 j=1

M
> fn
m=1

|
NE
E

< fmafj >

I
—

m=1 j=1

Il
WE

< fm, fm >
1

3
I

1o

I
M=

3
I

Prenons maintenant une suite f,, (m € Np) dont les éléments sont orthogonaux deux a deux.
Comme H est un espace de Hilbert, la série dont il est question est convergente si et seulement
si elle est de Cauchy, de méme que pour la série numérique. Cela étant, vu ce qui précede, pour
tous p,q € Ng, p < ¢, on a

q 2

> fm

m=p

q
= D lfml?
m=p

et on conclut directement. O

i i+ = [lal* + ||

S
+
<L
S

1

Théoréme 7.1.2 (Projection orthogonale généralisée). Soit f,,, (m € Ny) une suite d’éléments
de H, orthogonaux deur a deux et mormés. Alors pour tout f € H, il existe des coefficients
uniques ¢, (m € No) et gp € H uniques tels que

+oo
f = Zcmfm + gr dans H et <g,fm>=0Vm;

m=1

on a méme
em =< f, fm > Vm.

1l s’ensuit que, pour tous f,h € H, on a

—+o00
<Hh>= Y <[fifm><hfm>+ <gpon>

m=1

et en particulier
“+oo

IFI2 = D 1< fifm> 1P + lggll*.

m=1
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Preuve. Rappelons que la convergence dans H de la série Z;OZOI Ccm fm est équivalente a la
convergence dans R de la série >/ |em|?.
Cela étant, prouvons 'unicité. Supposons que, dans H, on ait

+oo —+o00
f = cufm + 95 = D Cufm + g
m=1 m=1

avec gy et g} orthogonaux a chacun des fi. Quel que soit j, on a alors

+00 +oo
<HE>= D em<fmli>+ <gnfi>= > o <fmfi>+ <dpfi>= ¢ = ¢
m=1 m=1

donc aussi
—+oo —+oo
9 == emfm = F— D ufm = 4.
m=1 m=1

Montrons alors que la série
—+o00

> <fifm> fm

m=1

converge et que

+oo
9=1F=> <fifn> fn

m=1
est orthogonal a chacun des f.
Pour tout M, posons
M
Su = Z <f7fm> fm
m=1

Quels que soient M, k € Ny avec k < M, on a

M

<f=Swfe>=<[fe>=Y <fifm><fmfe>=<[fx>=<[ffi>=0

m=1

donc, par Pythagore

M
AP = 1f = Sv+Sull* = If = Sul®>+ D[ < fofm >

m=1

puisque les éléments f — Spr, f1,. .., far sont orthogonaux deux a deux. Il s’ensuit que
M
SNoI<fifm>1? < IfI> VM
m=1

donc la série :f:ol | < f, fm > |? est convergente, ce qui est équivalent & la convergence de la
série
+o00o

Yo <fifm> fme

m=1
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Pour conclure, il reste donc a prouver que

= f- Z<f,fm> fm = f= [Jim Su
m=1

est orthogonal & chacun des f;. C’est direct car, quel que soit M € Ng avec k < M, on a

<f-=Su,fe>=10

donc
<gafk>: 0

par passage a la limite sur M puisqu’on a la convergence dans H de la série.

Terminons alors la preuve. Vu ce qui précede, pour tous f,h € H on a

—+o00 “+00
F=Y <fifm>fm + 95 et h=> <hfu>fn + o
m=1 m=1

dans H avec < gy, fm >= 0 =< gp, fm > pour tout m; ainsi on obtient

<f,h> = <Z<ffm> Im +gf,z<hfk> e + gn>
k=1
+00 400 oo

= 3 Y <fifm><hfe> <fmfo> + D <fifm>< fmign>
m=1 k=1 m=1
+o0

Y <h > <gpfe> + <gpon>
k=1
+oo

= Y <fifm> <hfm>+ <gr.on>.

m=1

Théoréme 7.1.3 (Base ou suite orthonormée totale). Soit f,, (m € Ng) une suite d’éléments
de H, orthogonauz deux d deux, normés et telle que

heH, <h,fn>=0 Vm = h=0

(on dit que la suite est totale). Alors pour tout f € H, on a

+o0

f=> <fifmn>fm dans H.

m=1
1l s’ensuit que, pour tous f,h € H, on a

“+oo

<fh>= 3 <fifm><h[fm>

m=1
et en particulier
+oo
112 = S U< fifu > P
m=1

Preuve. Cela résulte directement du théoréme 7.1.2.0
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7.2 Cas des séries trigonométriques de Fourier

7.2.1 Résultat fondamental

Voir aussi le cours enseigné et les notes de J. Schmets (chapitre 10)

Théoréme 7.2.1. Soient des réels a,b tels que a < b. Alors les fonctions définies explicitement
par
1 621‘m7m:/(bfa)

nl®) = =a ’

forment une suite orthonormée totale de L?([a,b]) (c’est-a-dire une base orthonormée de cet
espace).

méE 7

Preuve. Le fait que ces fonctions soient normées est évident. Le fait qu’elles soient orthogo-
nales est immédiat au vu de leur périodicité : si m # k alors

b
< gtimm/(b=a)  2ikr./(b=a) 5 _ / Q2i(m—k)mz/(b-a) g,

a

b—a b .
- " D 2i(m—k)rz/(b—a)
2i(m — k) /a c d

_ b—a 2i(m—k)mb/(b—a) _ _2i(m—k)ra/(b—a)
2i(m — k)m (e ¢ )

_ b—a 2i(m—k)m(b—a+a)/(b—a) _ 2i(m—k)wa/(b—a)
2i(m — k)1 (e € )
_ b—a 2i(m—k)ma/(b—a) _ _2i(m—k)ma/(b—a)
2i(m — k) (e ¢ )
= 0.

Pour prouver la totalité, c¢’est moins direct. Nous allons établir un résultat auxiliaire qui, lui,
permet de conclure directement. O

Avant cela présentons un exemple.

7.2.2 Exemple

On a
+oo .
T—r Z sin(max)
2 m
m=1
dans L?([0,27]) et
— = —.
=m 6

Démontrons cela. La fonction f : z — (m — x)/2 est continue sur R donc est bien de carré
intégrable sur tout compact. En se référant a ce qui précede, la suite orthonormée totale de
L%(]0,27]) que nous allons utiliser est
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La théorie nous dit alors que 'on a

+o0
T = Y enem(e) (conv. dans L2([0, 2x)
et
+o0
Hf‘|%2([o,2ﬂ = Z |Cm|2 (conv. dans R)
avec

cm =< f,em > Vm € Z.

Calculons les coefficients ¢,,,. Pour m = 0 on a directement

1 /2“77 x -1 |:(7T—1‘)2]27T
co = dr =
V2m Jo 2 V2T 4

Pour m non nul, on utilise

= 0.
0

i 1 i
e tmz _ : De~tma
—im

et une intégration par parties. On a successivement

m™T—X

1 2 )
cm =< f,em > = —— e "™ dx
=< frem =/ 5

7 —x) De” "™ dx

1 2T
—im2+/ 27 /O (
1 <[( x) e—imx] 27 n /211- o ima dx)
g —_— m —
—im2v/27 0 0

2 T

im2vV 2T - imy/ 2T .

On obtient alors

—

m=

On obtient donc bien le développement en série trigonométrique annoncé.
Cela étant, on a d’une part

1 27 1
2 _ =+ . 2 4
1 1Z20,20) = 4/0 (x—m)de = 1
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et d’autre part

—+oo —+o0 +o0
D S DO
c = —
m m227 m?2
m=—o00 m=—00,m%#0 m=1
On obtient donc aussi
+o0o 2
> - %
m?2 6
m=1

7.2.3 Retour a la totalité
Si f € L*([a,b]), pour tout naturel non nul M, nous notons Sys(f,.) la somme partielle

M

Sulf,) = D < fiem> em()

m=—M

Définition 7.2.2. Pour alléger les notations, considérons le cas a =0 et b = 2.
Pour tout M € Ny, posons (D est appelé noyau de Dirichlet de degré M )

2M +1 st t est un multiple entier de 2
Dy(t)= § sin(2M+1)%)
— sinon
S1n (5)

Propriété(s) 7.2.3. Pour alléger les notations, considérons le cas a =0 et b = 2.
(1) Pour tout M € Ny, Dys est pair, 2m- périodique et on a

M 21
Dy(t)y= > ™, Dy(t+7) dt = 2w, Vr € R,
m=—M 0

(2) Pour toute fonction f appartenant a L?([0,2x]) et pour tout M € Ny, on a

1 2w

Su(f, ) Dy(x—y)f(y) dy, x€R.

Si f est défini sur R et est 2w-périodique, on a

1 2w 1 2
Sulf,z) =5 | Du)fle—y)dy=o_ | Dule-y)fly)dy, zeR.
m™Jo 2T 0
(8) Pour toute fonction f de classe Cy sur R et a support compact dans |0,2r[, la suite
Sm(f,.), (M € Ny) converge uniformément sur [0,27] vers f.

Preuve. (1) L’expression de D), résulte d’'une sommation de termes consécutifs d’une pro-
gression géométrique.
Pour l'intégrale, on utilise le fait que Dj; est périodique de période 27 :

2m 27+r 2m
Dy(t+7r)dt = / Dy(x) de = Dys(x) dz.

0 0
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(2) On a successivement

2

1 < « .
sulf) = 5= > ([ e may) e
m=—M

1 or M i )

= — > ™) f(y) dy
27 0 —
1 2w

= 5 Dy(z —y) f(y) dy
™ Jo

et, si f est 2w-périodique, un changement de variable linéaire conduit au résultat.

(3) Soit f¥ la fonction définie sur R par 27-périodisation de f considérée sur [0,2n[. Cela
signifie que fF(x) = f(z) pour z € [0,27[ et fF(z) = f(x — 2kn) si x € [2kn,2(k + 1)7[ avec k
entier non nul. Notons bien que comme le support de f est un compact de ]0, 27|, on a f(z) =0
pour x € [0,27], voisin de 0 et de 27. Ainsi pour tout k € Z, on a fF(x) = 0 pour tout = voisin
de 2k7. Dés lors la fonction f¥ appartient aussi & Co(R). Et on a également Sy (f) = Sy (fF)
quel que soit le naturel M.

Pour ne pas alourdir les notations, dans ce qui suit on utilise la notation f au lieu de f.

Montrons tout d’abord la convergence ponctuelle vers f.

Soit x € [0,27]. Comme

1 2T
fla)= o i D (y) f(z)dy
pour tout M, on obtient
2
Sulf.n) = @) = 5= [ Duw) (e =v) = )y
R Y v\ S —y) — f(z)
= 5 ; sin <(2M—i—1)§> Sn(y/2) dy.

Le théoreme de Riemann-Lebesgue donne alors

2 z—vy)— f(x
lim  (Sa(f,z) — f(z)) = lim 1/0 sin((?M—i—l)y) fe=y=J@, _

M—+o00 M—+o00 27 2 sin(y/2)

pour autant que ’on montre que la fonction

flz—y) — f(z)
T sin(y/2)

est intégrable sur |0, 27[. De fait, cette fonction est continue sur 'intervalle |0, 27| et méme sur
I'ensemble R\ {2k7 : k € Z}. Examinons son intégrabilité en 07 et en (27)~. L’ intégrabilité en
0" est directement acquise car la limite de cette fonction en 0 est finie :

I
y0 sin(y/2) y—0

flo—y) = fl@) _ . (f(w—y)—f(m) y

y sin(y/2>) = ~2Df(@) €€
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Examinons ensuite I'intégrabilité en (27r)~. On a de méme (f est 2m-périodique)

L fey) - f@) S (- 2m) - f)
y—2r  sin(y/2) y—2m sin(y/2)
flz —(y—2m)) - fx)
y—2r  sin((y — 2m)/2)
o S h) ()

h—0 sin(h/2)

. (flx=h) = f(z) A

jing ( h sin(h/2)>

Montrons alors que la convergence est uniforme. Pour cela, on utilise le critere de Cauchy.
Pour tout m différent de 0, vu la régularité de f et son support, on a successivement

1 21 ) 1 21 )
< fiem> = — e Mt = — / t) De™ "™ ¢
fe m/o f(t)e —— | e

1 2 )
= Df(t)e "™ dt

mmy 21 Jo

1 2 )
— _W/o Df(t) De™ "™ dt

1 2w )
- / D2f(t) e "™ dt
0

m2/27

1
= —— <D*fiem>.
m

Il s’ensuit que pour tous naturels p, ¢ avec p < ¢, on a

q —p—1

sap }\Sp(f,m)—Sq(f,w)\ = Y <fem>en@) + D <frem> em(x)
e (0,27 xe|0,27

m=p+1 m=—q
Ly LS
S T |<f76m>’ + — |<f76’m>|
2w S —l 2m m—q
! Zq: ! |< D*f,em >| + ! _ﬁ_:l ! |< D*f,em >|
= — — ,€ —_— — ,€
V2 gt 1 m? " VT Sl m?2 "
Comme on a
1 27 )
|<D*fem>| = Ner D2f(t) e dt‘
0
1
< —— sup |[D*f(t)| 2n
27 tef0,2n)

= Vor sup |[D*f(t)]

t€[0,2m]
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on obtient

sup |Sp(f,x) = Sq(f, )]

z€[0,27]
< — sup [D7f(t)] + — sup |D%f(1)]
m=p+1 m? t€[0,2] m——q m? te[0,2n]
G|
= 2 sup |D*f(1)| —5.
te[0,27] mzp:ﬂ m2

Et on peut conclure étant donné la convergence de la série de terme général 1/m?. O

Nous pouvons alors revenir a la preuve de la totalité.
Totalité Les fonctions e, (m € Z) forment une suite orthonormée totale dans L?([a,b]).

Preuve Comme précédemment, pour alléger les notations, prenons a = 0,b = 2.

Soit donc f € L2([0,27]) tel que < f, em >= 0 quel que soit 'entier m. On doit montrer que
f =0. Vu le théoreme d’approximation (cas régulier), on sait qu’il existe une suite de fonctions
©m (m € N) de fonctions de Coo(R) & support dans |0, 27[ telle que

lim ¢, = f dans L*[0,2x]).

m——+00

Cela étant, vu les propriétés 7.2.3 on a

Mlggoo Sy (@ms-) = om(.)

pour tout m, la convergence étant une convergence uniforme sur [0, 27]. Il s’ensuit que
<fa§0m>: lim <f75M(90m)>
M —+oc0

pour tout m (vu la convergence uniforme et aussi dans L?). Mais vu I'hypothese, puisque Sas (o)
est une combinaison linéaire de e, la linéarité du produit scalaire donne < f, Sys(pm) >= 0
quels que soient m, M donc

< fyopm>= 0 VmeN.

On conclut alors directement car

IfI?=<ff>= lim <fon>=0.

m——+00

Théoreme 7.2.4. Soient des réels a,b avec a < b. Alors les fonctions définies explicitement
par

1 2 ( 2mmnx
Ug = cos

2 . 2mmx
G =i (3] e = (F) e

forment une suite orthonormée totale de L?([a,b]) (c’est-a-dire une base orthonmormée de cet
espace).
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Preuve. Le fait que les fonctions soient orthonormées résulte de calculs directs d’intégrales :
on peut faire les calculs avec les fonctions sinus et cosinus ou méme se ramener aux exponentielles
en utilisant les liens qui les unissent.

Quant a la totalité elle s’obtient aussi directement. De fait, si on utilise I'’expression des ey
en fonctions des uy et vg, on a, pour tout naturel strictement positif m, (avec f € L*([a,b]))

1 1
< fiem>= —= (< fium > =i < fiom>) et < fieepm >= — (< fyum > +i < fop >)

V2 V2

donc si < f, u,;, >= 0 pour tout naturel m et < f, v, >= 0 pour tout naturel strictement positif
m, on a < f, ey, >= 0 pour tout entier m donc f = 0 vu la totalité des fonctions e,, (m € Z). O

7.3 Le théoreme d’échantillonnage de Shannon

Le théoreme d’échantillonnage de Shannon' est un résultat fondamental de la théorie du
signal. Il donne également une explication pour un phénomeéne courant : la vision de roues qui
semblent tourner & I'envers 2.

Imaginons ainsi qu’une caméra prend y clichés par seconde d’une roue qui tourne a x tours
par seconde (dans le sens des aiguilles d’une montre, pour mieux visualiser) et que 'on fixe
un rayon de la roue comme repere. Entre deux clichés successifs, la roue a donc tourné de z/y
tour(s). Si z < y, entre deux clichés, la roue n’aura ainsi pas fait un tour complet : il lui manque
une portion d’arc de 1 — x/y. Si y* est le nombre de clichés nécessaires pour voir la roue faire 1
tour complet < a ’envers >, alors

c’est-a-dire

y—a
Par exemple, si on voit la roue faire 1 tour complet < a ’envers > en 1 seconde, on a pris y
clichés donc y* = y et ainsi

y—x = 1.

La différence entre la fréquence réelle (z) et la fréquence d’échantillonnage (y) est appelée
fréquence apparente et elle est égale a x — y. Ici, on a donc x —y = —1 : la roue tourne
< a ’envers > une fois par seconde.

Voir par exemple https ://www.cooperation.ch/rubriques/famille/le-savais-tu/2019 /pourquoi-
les-roues-tournent-a-l-envers-lorsqu-une-voiture-roule-vite-225667/

Une autre illustration consiste a ne regarder que la trotteuse sur une horloge lorsqu’on prend

1. Claude Elwood Shannon (né le 30 avril 1916 & Petoskey, Michigan - mort le 24 février 2001 & Medford,
Massachusetts) est un ingénieur en génie électrique et mathématicien américain. Il est I'un des peres, si ce n’est
le pere fondateur, de la théorie de I'information. I1 a publié la preuve du théoréeme en 1949. On associe ensuite
le nom de Nyquist a ce résultat car celui-ci avait ouvert la voie dés 1928. Shannon et Nyquist ont tous les deux
travaillé chez Bell Laboratories.

2. c’est un phénomene aussi appelé < repli du spectre >
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des clichés toutes les 59 secondes (par exemple). On obtient le tableau suivant

0 : 00
1 : 59
2 : 58
3 57

Sur le cadran, la trotteuse semble donc reculer! Voir par exemple (seulement la trotteuse)
https ://couleur-science.eu/ 7d=aflbl9-photographie-le-phenomene-de-repliement-de-spectre-ou-
lillusion-de-la-roue-qui-tourne-en-sens-inverse

Passons alors au résultat précis de Shannon. Il exprime qu’'un signal limité en fréquence
est entierement déterminé a partir d’un échantillonnage de ce signal correspondant ¢ deux
échantillons par période®.

Ainsi, dans les illustrations ci-dessus, voir le phénomene de < ’envers > résulte du fait que le
pas d’échantillonnage (1/y) est trop petit par rapport a la période de rotation de la roue (1/x).

Et, dans les notations du théoreme ci-dessous, la période est T' = 27/v et le pas d’échantil-
lonnage est /v = T'/2 : la fonction est évaluée deux fois par période.

Nous donnons ci-dessous une démonstration du résultat basée sur le développement en série
trigonométrique de Fourier. On peut aussi 'obtenir en utilisant la théorie des distributions (ici
les distributions de Dirac) ; cette preuve fait ressortir davantage les aspects de la théorie du signal
mais nous ne la présentons pas ici car ’acquis mathématique n’est pas suffisant a ce stade.

Théoréme 7.3.1. (Théoreme d’échantillonnage de Shannon)

Soit v un réel strictement positif. Si f est une fonction définie sur R, continue sur R,
appartenant a L*(R) et dont le support de la transformée de Fourier (négative) est inclus dans
[—v,v], alors, dans L*(R), on a

M—+o00 vr —mm

fl@)=lim f: f(@>w
m=—M v

Preuve. Le développement en série trigonométrique de Fourier de f dans L*([-v,v]) donne
+o00

J/c\(y) _ i Z < Vf(u)eimﬂu/udu> e—imﬂy/u

m=—00
1 ¥

= = Y Fhaf e mmly,
m=—00 v

Cela étant, on a

Ftf = F'f = 2nf

presque partout mais comme f est continu, cette égalité a lieu partout et on obtient ainsi

f) = Zmif(”f) emmmly,

3. dans le langage de 'analyse du signal : < échantillonnage deux fois par cycle de la plus haute fréquence >
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la convergence ayant lieu dan L?([—v,v]). Maintenant, comme f=7 X[-w,»] ON obtient alors

-V v

_ 2 Z f(m> sin(vz — mm)

x —mm/v

_ or Z f(m> sin(ve — mm)

vr —mm

v +00 v
+F = — iyr 7 — E m wyx —immy/v
FiF = 2 f(@) = [ v ) dy szoof(y)/_ g ¢mimmuly g,

dans L?(R) et on peut conclure.O

Notons que si f a un < bon » comportement a l'infini, la convergence peut étre fortement
améliorée.

Remarquons aussi que ce résultat exprime qu’apres normation, les fonctions

sin(vz — mm)
r—=——" mevZ
vr —mm

forment une base orthonormée de I'espace des fonctions de carré intégrable dont le support de
la transformée de Fourier est inclus dans l'intervalle [—v, v].

7.4 Le phénomene de Gibbs et la convergence ponctuelle des
séries trigonométriques de Fourier

7.4.1 Gibbs

Le phénomene de Gibbs décrit ci-dessous illustre le comportement de la suite des sommes
partielles au niveau d'un point de discontinuité* de f. Les sommes partielles Syps(f,.) du
développement en série trigonométrique de Fourier subissent une forte oscillation, une sorte
de < sursaut >. Les images laissent soupgonner et le calcul montre effectivement que I’amplitude
de ce sursaut tend vers une constante. Précisément, si la fonction a une discontinuité d’ampli-
tude A, alors le < saut > en ordonnée des sommes partielles est de 'ordre de 17% de plus que

A.

Enoncé relatif au phénomene de Gibbs.

Soit f une fonction périodique et localement dans L?, dont les coefficients de Fourier c,, (m €
Z) sont tels que l’ensemble {m|c,, : m € Z} soit borné et qui posséde un nombre fini de points
de discontinuité, en chacun desquels elle admet une limite finie a gauche et a droite. Alors, pour
chacune de ces discontinuités xg de ce type, il existe xpr — o+ et ypr — ro— tels que
lim |Su(f,2m) = Su(fym)l = GA

M—+

ot G est la constante de Gibbs

G = 2/ MY e (> 1.17)
0

s x

et ol

A = |f(zot) — f(zo—)].

4. d’un certain type
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Voici une illustration, mais via internet vous en trouvez beaucoup d’autres! (Remarque : ne
pas oublier de considérer la fonction périodisée; ici, il faut répéter le graphique de f (& savoir
f(z) =z, z €[0,7]) de facon périodique pour mieux visualiser)

Mlustration sur le cas de f(z) = =.

Soit le développement de f : x — x en série trigonométrique de Fourier dans L?([0,7]), &

savoir ?
T = 2m3:
=5 - Z
m=
On pose
P sin(2max)
S = — — g M eN
M(f7 33) ) — m ) € No

On sait que

lim 1Sa(f, @) —x|*de =0 (convergence dans L%([0,7]))
M—+00 0

Le phénomene de Gibbs décrit le comportement des sommes partielles Sy/(f,.) au voisinage
des points de discontinuité (de la fonction f périodisée). Ici, les points considérés sont donc les
multiples entiers de 7.

Ici on a directement

A= [f(0+) = f0-)[=m

et aussi (prouvé plus loin *)

T 51nﬂc
Mgnioo SM <f7 oM o 5 /
) T s mx
S (f 2M - 927 /

Des lors

o (1550) 5w (1) | -2 [ 2500 < s

5. L’exemple donné au cours-podcast permet d’obtenir le résultat, pas besoin ICI de refaire le calcul
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Il reste & montrer que

9 [T
G = / ST e > 117
0

™ x

De fait, du développement

+oo p2mtl
: _ _1\m
sinx = Z( 1) GmE1) zelR
m=0
on tire
T sinx = (=)™ Q = (—1)mg2mtl
| =y g [era = Y e
0o T = 2m+1)! Jy = 2m+1)!(2m+1)
Des lors, quel que soit le naturel strictement positif M, on a (car® ...)
2 [Tsinz = (—1)mg2m
A )Y
TJo =« = 2m+1)!(2m+1)
M 400
—_1)™ 2m —1)™ 2m
=22 (2 (+1)'72r 1) T2 2 2 (+1))';r +1
m=0 m )( m m=M+1( m ( m )

M _1\m.2m 2(M+1)
> 9 (=)™n 5 T '
mZO (2m+ 1)!(2m + 1) (2M + 3)! (2M + 3)

Si on note

m,n.Qm 7.[.Q(M—&—l)

M
- (1)
RG(M) =2 Z:: (2m +1)!(2m +1) 2(2M+3)! (2M +3)’

m=0
on a

RG(0) = 0.90338, RG(1) = 0.57868, RG(2) = 1.17357, RG(3) = 1.16776

RG(4) = 1.17896, RG(5) = 1.17893, RG(6) = 1.17898, RG(7) = 1.17898

Démontrons que (*)

. T Tsinx
MlgilooSM (f’_m> B +/0 T d

s

2
Lim SM(f,L> — W_/ﬂsmggdx.
M—+o0 2M 2 0

Démontrons par exemple la seconde égalité sur la limite de Sp/(f,.). La premieére s’y raméne

6. penser a |a + b| > Ha\ — |b]| et & la majoration de la queue d’une série alternée
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immédiatement. On a successivement

Mo
5M<f,ﬁ) _ g_zsm(rrm/M)

m
m=1
M .
_ T Z 1 sin(mrm/M)
2 M  m/M
m=1
M .
T Z - sin(rm/M)
2 M mm/M
m=1
r L or
= 52 3 @m)
m=1
.M
= 5= > (@m = 2m1)F ()
m=1
avec ‘
sinx
F(z) =
() =2
et T, = mm/M, m =1,..., M. Deés lors en utilisant la définition de I'intégrale (de Riemann)
pour le prolongement continu sur [0, 7] de F' et le découpage x,, = mm/M, m = 1,...,M de

[0, 7] on obtient

) s T & s Tsinz
lm v (f537) = 2‘/0 F@’)dx—z‘/o P

7.4.2 Convergence ponctuelle

Ce que la théorie nous dit, c’est que la convergence des séries trigonométriques est une
convergence de type L?. La théorie de la convergence dans L? permet alors de dire qu'une sous-
suite de la suite des sommes partielles converge presque partout vers la fonction développée.
Mais on a plus : le théoréme de Carleson affirme que la suite des sommes partielles elle-méme
converge presque partout. 7

Ce n’est que sous des conditions supplémentaires que l'on a la convergence ponctuelle de la
suite des sommes partielles, méme si f est continu (COMPLETER : retrouver une référence)

Examinons maintenant un cas ou I’on peut préciser la convergence ponctuelle : nous présentons
ici le cas des fonctions < C7 par morceaux .

Propriété(s) 7.4.1 (Résultats auxiliaires). (1) Soient Dy; (M € N) les noyauz de Dirichlet
introduits précédemment. Pour rappel

sin ((2M + 1)t/2)

but) = —30 )

On a
0

21 s
DM(t) dt = 21 et / DM(t) dt = DM(t) dt = .
0 -

0

7. La preuve date de 1966. Lennart Axel Edvard Carleson est un mathématicien suédois né le 18 mars 1928 a
Stockholm
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(2) Si f est une fonction définie sur un intervalle borné |a, B et est la restriction d’une
fonction F appartenant a C1(I) ot I est un intervalle ouvert contenant [, 5], alors f admet
une limite finie a droite en o et a gauche en 3. On note ces limites respectivement

flat) et f(B-)

Preuve. (1) La premiere égalité a déja été prouvée (elle est immédiate & partir de I'expres-
sion du noyau de Dirichlet sous forme d’une somme d’exponentielles). Quant a la seconde, elle
s’obtient directement en utilisant la périodicité et la parité des noyaux D : on a successivement

27 T T 0
2r = Dy(t) dt = Dy (t) dt = 2/ Dy(t) dt = 2 Dy (t) dt
0 - 0 -
donc i 0
/ Dy dt = [ Dy dt = =
0 -7

(2) Pour tous réels z,t de 'intervalle |o, 8], on a (*)

£(t) = F(t) /DF dy = f(= /DF

Comme DF est continu sur [«, (], elle y est intégrable donc les limites
t t
lim DF( )dy et lim DF( ) dy

r—a+ t—pB—

existe et sont finies. Les égalités (*) donnent immédiatement la conclusion. O

Avant de passer au résultat de convergence ponctuelle annoncé, définissons ce que I’on entend
ici par fonction < C'y par morceaux .

Définition 7.4.2. Soit f une fonction définie sur un intervalle borné |a,b[. On dit qu’elle est

< C1 par morceauz > s’il existe un naturel J, des réels ay,...,aj5_1 tels queag =a < a1 < ... <
aj_1 <b=ay et des fonctions F; (j =1,...,J) appartenant a C1(I;), avec I; intervalle ouvert
contenant [aj—1,a;] qui vérifient Fj = f sur laj_1,a;] quel que soit j =1,...J.

On a alors le résultat suivant.

Proposition 7.4.3. Soit f une fonction périodique de période b — a, de classe < Cy par mor-
ceauz > sur |a,b[. Alors cette fonction est dans L?([a,b]) et, en notant Sy;(f,.) les sommes
partielles habituelles de la série trigonométrique de Fourier, on a

i Sy — TEH)FIE)

M —+o00 2

Va €]a,b|

et
b Sy(fa) - JEDEI00)

sitr=aou r=2"0
M —+oc0 2

Preuve. On reprend les notations de la définition de < C'; par morceaux .
Les hypotheses impliquent que la fonction est dans L?([a, b]). De fait, on a

U aj_1,aj]Ulas_1,az];
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sur chacun des sous-intervalles ouverts, la fonction est continue et, aux bords, elle admet une
limite finie comme prouvé dans le résultat auxiliaire précédent. Ainsi, sur chaque sous-intervalle,
elle est bornée; des lors elle I’est aussi sur |a, b[. Il s’ensuit qu’elle est de carré intégrable (elle
est bien str aussi mesurable).

Cela étant, reprenons les expressions calculées dans le résultat de totalité. On simplifie aussi
les notations en prenant a = 0 et b = 2.

Pour tout = €]0, 27| différent des a;, cela se passe comme dans le cas de la totalité. On a

flat) + fla—)

et
1 2m 1 2w
Su(f,z) = f(z) = % Dy (y)f(z y)dy—% ) f(z) d
1 27T
= — | Dul (f(x —y) -~ f(@)) dy
= / Dy (y) ( fz— )—f(x)) dy (vu la périodicité)
S <2M+ o\ fa-) - J@)
o . 2 sin(y/2)
La conclusion s’obtient alors par Riemann-Lebesgue car la fonction
y/2
n(y/2)
est continue sur [—7, 7] (prolongement continu en 0) et
g @y — 1)
y/2
est intégrable sur | — m, w[. De fait, sur ]0, 7], elle est continue sauf en les points  — a; et en

ceux-ci, elle admet une limite finie a droite et a gauche; en m, elle admet aussi une limite finie
a gauche (qui est f(x —7) — f(z) si z — 7 # ay et f(ax—) — f(x) sinon). En 0, elle admet aussi
une limite finie car z differe des a; et donc cette limite vaut —2D f(x).

Prenons alors le cas ot © = a; avec j # 0 et j # J. On a successivement

fla+) + flz—)

SM(fa‘T)— 9
= [ Dy -y ay - LEDEIED)
0 - _
= i DM( e —y)dy — "[(ZH+217T/0 Dy () f(z—y) dy — f(z )

- L / Dus(w) (£ =) = fa)) dy + 5= [ Dastw) (5 =) = Fa=))

Pour conclure comme ci-dessus en utilisant le théoreme de Riemann-Lebesgue, il reste a vérifier
que les fonctions

ny(x—y)—f(ﬂer) ot ny(w—y)—f(x—)
y y
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admettent des limites finies en 0— et 0+ respectivement. Si y est proche de 0 et négatif (resp.
positif), on a

fla—y)~ fa+) = Fpale—y) - Fia) (e fe—y)— fla-) = Fz—y) - F))

et on conclut comme précédemment.
Enfin, pour z = 0 ou x = 27 : on fait comme précédemment en utilisant la périodicité.
Faisons-le pour £ = 0. On a

(7,0 - 0D+ 1)
— o [ Dusey ay - LI

0 _
— o | putseway - TG o D ay - 17

= o [ pu) (1w - s00) @ + o= [ ou y)—f(27r—)) i
= o [ Pu) (70 - 500) dr + 5 [T Duto) (s2x ) - e dy

et on conclut comme précédemment.O

Remarque 7.4.4. Les résultats précédents sont aussi valables si on prend les sommes partielles
provenant de la décomposition dans la base formée des sinus et cosinus.

Preuve. Notons e, (m € Z) les fonctions exponentielles <« imaginaire pur ». La base ortho-
normée formée des fonctions sinus et cosinus est la famille des fonctions

eo, V2R(em) = V2R(e_m) (meNg) et V23(em) = —V2S(e_pm) (m € Np).
Cela étant, soit f € L?([a,b]). Pour tout naturel non nul m on a
< f,em >em
= < f,R(em) > R(em) +1i < f,R(em) > S(em) — i < f,S(em) > Rlem)+ < f,S(em) > S(em)
et
< f,e_cm >e_m
= < f,R(em) > Rlem) —i < f,R(em) > S(em) +1i < f,S(em) > Riem)+ < f,S(em) > S(em)
donc
< fiem >emt < fieem>e_m = 2< f,R(em) > Rlem) +2 < f,S(em) > S(em).

On obtient ainsi
M

M(f,) = ). < fiem>em

m=—M

M
= < freo>eo()+2D (< £ R(em) > Riem)+ < f,S(em) > Slem)),

m=1

ce qui n’est rien d’autre que 1’égalité des sommes partielles, quelle que soit la base choisie.O

7.5 Autres exemples de suites orthonormées totales

Voir par exemple le syllabus de J. Schmets (chapitre 11)



