Produit scalaire . B .
D(g(t)e f(t)) = Dge f+gGeDf

En particulier, si f est constant, on a
D(g(t) e f(t)) = Dg e f

2.2.2 Exemples courants de fonctions vectorielles

Les fonctions vectorielles les plus utilisées sont les « chemins » et les « couvertures ». Ces
fonctions consistent en un paramétrage respectivement de courbes et de surfaces.
La section 2.5 vous permettra de découvrir ces exemples particuliers.

2.3 Opérateurs vectoriels
2.3.1 Le gradient

Soit un champ scalaire f : LR (92 ouvert de R? ou R3).

Le gradient de f est le champ vectoriel :

(2,9,2) > grad f =Vf = [Duf(@,y,2), Dyf(@,y,2), D:f(@,y,2)

= sz(xvyv Z)éi + Dyf(x,y,z)€2 + sz(x»ya 2)63

ol €}, €», €3 désigne une base orthornormée de l'espace R3.

Le gradient est donc un opérateur qui transforme un champ scalaire en un champ vectoriel.

NB : Le gradient d'un champ scalaire est une fonction vectorielle indépendante de la base or-
thonormée de l'espace dans lequel il est exprimé (voir EK p405 - Théoréme 1), le gradient est
donc un champ vectoriel.

Remarques

— La dérivée directionnelle de f dans la direction de h au point (xo, Yo, z0) est
V f(z0, 0, 20) ® H—%H (c.f. rappels).

— Soit une surface § d’équation cartésienne f(x,%,z) = 0. Pour un point (xg, o, 20) ' par
lequel passe une courbe qui est incluse dans la surface, on a V¢ voisin de #g

donc .
0= DF(to) = Vf(x0, Y0, 20) ® [£(t0), §(t0), £(t0)]
Le gradient est donc orthogonal a la surface.
Ezemples : Déterminer le gradient des fonctions scalaires données explicitement par f(z,y,z) =

ze¥ +zet f(z,y,2) =L our= dist(O, P(I,y,z)).

r

1. Avec z(to) = o, y(to) = yo, 2(to) = 20
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2.3.2 La divergence

Soit un champ vectoriel f € Q — R™(Q ouvert C R")

La divergence de f = [f1, f2, f3] est le champ scalaire :

(z,y,2) »—>divf: Dxfl—i-Dyfg—i-Dng:”ﬁOf;’

Remarques :

— div f ="Ve f;’, Cette derniére égalité indique en fait une notation et n’est pas le produit
scalaire de deux vecteurs. Cependant, vu la définition, on peut faire "comme si" c’était le
produit scalaire de f et du "vecteur gradient".

— La divergence représente par exemple le rapport entre le flux entrant et sortant d’une
membrane.

— Calcul de la divergence de #(z,y, 2) = [3zy, 27y, —yz?] on a : divd = 3y + 22 — 2yz.

— La divergence est un opérateur qui transforme un champ vectoriel en un champ scalaire.

— La divergence d’'un champ vectoriel est une fonction scalaire indépendante du systéme
d’axes dans lequel elle est calculée (voir EK p 411), c’est pour cela que cette fonction
scalaire porte le nom de champ scalaire.

2.3.3 Le rotationnel

Soit un champ vectoriel f: Q — R3(Q ouvert C R3)

Le rotationnel de f est le champ vectoriel :

—

rotf(x,y,2) ="V A [* = (Dyfs — D f2)é1 + (D:fi = Dy f3)é + (Dz fo — Dy f1)é5

Remarques :

— Le rotationnel est un opérateur qui transforme un champ vectoriel en un champ vectoriel.

— Par exemple : le rotationnel est un vecteur paralléle & ’axe de rotation et de module égal
a la vitesse angulaire de rotation. Il décrit donc la maniére dont un corps tourne autour
d’un axe.

- ¥(x,y, z) = [ry, 3zx, 2] a pour rotationnel : rotv = —3zé; + (32 — z)é3

— Si vous avez un champ & valeurs dans R? et dont vous voulez connaitre le rotationnel dans
R3, vous considérez simplement que la derniére composante de f est nulle.

— A un point de 'espace repésenté par ses coordonnées, le rotationnel associe un vecteur dont
la longueur et la direction sont indépendantes du systéme d’axes dans lequel les coordonnées
sont considérées (voir EK p416); ¢’est donc un champ vectoriel.
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2.4 Relations importantes entre les opérateurs vectoriels

Sia: Q%R, alors

1 rot(Va) ="V A Va” = 0 dans Q
Preuve
Va = [D;a,Dya, D«
f1 fo f3
rotVa = [D,D,a — D,Dya,D,Dya — DyDyev, DyDya — DyDyal

= 0 car nous avons supposé « de classe Cy

Si f: 0% R3, alors

div(rotf) =7V e (V A f)” = 0 dans Q

Preuve
La preuve de cette propriété peut étre obtenue par un raisonnement similaire & celui fait
ci-dessus.

Théorémes de primitivation

Nous avons deux relations qui sont toujours vraies pour un ouvert 2 quelconque, est-il pos-
sible de leur trouver une réciproque ?

—

Si rotf: 0 = 3?a tel que grad o = Va

Si divl;:O:>El?fte1 que rotfzﬁ/\f:

f
b

Parfois mais pas toujours!!
Remarque : L’utilisation de ces résultats :
Il est important de savoir quand un champ vectoriel dérive d’un potentiel : les intégrales faisant
intervenir ces divers éléments représentent/modélisent des situations concrétes.
On revient plus loin sur le cas d’un champ vectoriel dérivant d’un potentiel scalaire dans le cadre
des intégrales curvilignes et des fonctions holomorphes.
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2.4.1 Théorémes de primitivation : Réciproque 1
Exemple montrant qu’il n’existe pas toujours une fonction convenant :

Soit Q = R3\{(0,0, 2) : 2 € R} et la fonction de classe Cy,

—y z

=|5—"—,—5—,0

f [(EQ-’—yQ’fEQ-’—yQ, }

~—— ——
1 f2
on a bien le rotationnel de ce champ nul :
N €T —y
~ 0.0 (2?2 +95) —222 —(2*+y)+ 2y2}
T (@2 +42)? (22 + 12)2

—

= 0 VY(z,y,2) €Q
Par I’absurde, supposons qu’il existe une fonction scalaire
a: QDR telle que grad a = f dans Q < [Day, Dag, Das) = [f1, fa, f3]

Définissons F(8) = a(cosf,sinf,0), 8 € [0,27n]. On calcule la dérivée de la fonction F par le
théoréme de dérivation des fonctions composées.
DyF(0) = Dga(cos,sinf,0) = Dyay(cosh,sinb,0).(—sinf) + Dgas(cosd,siné,0). cos o
= fi(cosb,sin6,0).(—sin ) + fa(cosb,sinb,0). cos b

. sin? 0 cos? 6
cos2 0 +sin20  cos26 +sin?0
1 Vo € [0, 27]
D’autre part on a aussi :
2
I= DyFdf = F(2r) — F(0) = «(1,0,0) — «(1,0,0) =0
0

Mais nous avons trouvé que la dérivée de F' valait 1 en supposant qu’ « répondait a la
question, donc on obtient aussi
2
1= / 1d6 = 2mw
0

Ce qui conduit & un absurdité. Il n’existe donc pas de fonction scalaire o : ) YR telle que
grad a = f dans 2

Sous quelles hypothéses la propriété est-elle correcte ?

Un ouvert © de R™ est dit étoilé par rapport a un point zq (€ ) si

Vo € Q, le segment {(1 —t)zg+tx : ¢ € [0, 1]} est inclus dans €

Quelques remarques : notez la différence entre un ouvert étoilé et un connexe ou un convexe.
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FIGURE 2.2 — Ouvert étoilé

— étoilé = connexe, connexe 7 étoilé.
— étoilé # convexe, convexe = étoilé.
— convexe = colnexe, cCOnNNexe 7 convexe.

Théoréme

Soit © un ouvert étoilé par rapport a xg et soient fi,..., f : Q@ — R de classe C.
Alors il existe v € C2(Q2) tel que Dy, = fj, Vj < les f; vérifient les égalités croisées, a savoir

D-ijk:lefj Vj7k:1,...,n

Dans R?, la condition sur les dérivées s’écrit :
D1 f2 = Daf1 et Difs = Dsf1 et Dafs = Dsfo
c’est-a-dire rotf: 0.

Ainsi, en bref, dans un ouvert étoilé rotf: 0< Ja: f: grada = Va

Remarque : Cette propriété se généralise a d’autres types d’ouverts : les ouverts simplement
connezxes.

Par définition, un ouvert est dit simplement connexe lorsque tout chemin fermé peut se déformer
continiment sur un point, la déformation se faisant dans 'ouvert (c.f. plus loin : on dit que le
chemin est homotope & un chemin constant).

Démonstration

= est évident car si vous avez un champ f de classe C] tel que les composantes de f soient
les dérivées partielles d’'un méme champ scalaire, alors :

Dy, fx = DjDya = Dy, f;

car « est de classe Cs.
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< supposons que l'ouvert soit étoilé par rapport a l'origine. On pose? :

1
a(xl,...,xn)z/ Zeo f(txy,..., ta,)dt
0

ounZ=[xy,...,Tn
L’intégrale est définie car on sait que les points (tz1, ..., txy), t € [0,1] appartiennent a 'ouvert
(€2 est étoile).

On a ici une application d’un cas des intégrales paramétriques pour le calcul des Dy;.

—_———
Q

1 1 n
/f. (txl,...,txn)dt:/ > wefoltar, .. tay,)dt
0 0 =1
c

Les intégrales paramétriques s’appliquent trés facilement ici car f est C1 et que 'on se trouve
sur un compact !

1=

1 n
Dy, / Dy, (Zxrf,l(txh..qtacn))dt
0 r=1

[[v

1 n
/ ZDzj'(xrfr(tmlw~~7tIn))dt
0 r=1
1

i/ S w (D f) (Ers ) + it ) + tay (D f) (tn, .t | dE
O Lr#j
r=1
1 ron D'r'fj
é/ Zxrt(Djfr)(t:cl,...,txn)+fj(m1,...,txn) dt
0 Lr=1
t-Dy (fJ (tzl,m ,ta:n))
1
5 /Dt(tfj(txl,...,txn))dt
0
6
= fj(xl,...,l‘n)

1. Passage de la dérivée sous le signe d’intégration par le théoréme des intégrales paramé-
triques.

La dérivée d’une somme (finie) est égale a la somme des dérivées.
Dérivation d’un produit
Recombinaison de la somme.

Egalité des dérivées croisées (hypothése).

S O W

Calcul de l'intégrale par variation de primitive.

2. Ceci peut étre interprété de la maniére suivante : « est un potentiel = I'intégration du champ f le long du
segment joignant l'origine a x.
On peut généraliser ce résultat a d’autres types d’ouverts.
Voir la transition entre les chapitres 2 et 3

29



Remarque : Comme tout point d’un ouvert € est le centre d’un ouvert étoilé (par exemple une
boule) qui est inclus dans 2, on peut déduire du résultat précédent la propriété suivante : si f
est de classe C'; dans un ouvert, alors f dérive localement d’un potentiel si et seulement si ses
composantes vérifient les égalités des dérivées croisées. Plus précisément :

Soient fi,..., fn : & = R de classe C1, alors les f; vérifient les égalités croisées & Vrg € €,
il existe un voisinage de wy de g et ap € Ca(wp) tel que Do = f; V.

2.4.2 Théorémes de primitivation : Réciproque 2

Sif:Q G R3, alors div(rotf) ="V e (VA f)” =0 dans €.

La réciproque s’écrit : si divh = 0, alors Hf tel que b= rotf. Mais cette relation n’est pas
toujours vraie.

La réciproque est vraie si € est un ouvert étoilé.

Soit € un ouvert étoilé par rapport a xg et soit b:Q — R3 de classe Cq, alors

Hf:Q%RBtelquegzrotf(:)divgzo

Preuve

= ok
< Supposons l'ouvert étoilé en lorigine (xg = 0), on pose

1
f(x,y,2) = / b(tz, ty,tz) AT - tdt
0

ou ¥ = [z,y, 2]
Ensuite, on vérifie que f est Coy par les intégrales paramétriques et donc b = rot f dans ).

2.4.3 Théoréme de primitivation 3 : dans le cas de la divergence

On montre que

VO CR3.Va: QAR

37: Q BR3 tel que diva = «
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Soit f: [f1,: s fn] 1 Q2 YR avec n € Np, Q ouvert de R™.

1. EIa:Q%Rtelque:
f=grada

)

2. L’intégrale curviligne de f pour tout chemin fermé est nulle (ou encore I'intégrale curviligne
de f ne dépend pas du chemin, seulement des deux extrémités de ce chemin).

4

3. On a égalité des dérivées croisées D;fy = Dyf; Vi, k € {1,--- ,n}. (cad, quand n = 3 :
rotf = 0)

Si 2 est simplement connexe, on a en plus : 3. = 2.

Remarque :

- Si f dérive d’un champ potentiel scalaire alors f est appelée un champ exact.
— Les chemins considérés sont constitués de la juxtaposition d’un nombre fini de chemins de
classe C (c.f. hypothéses EK p 421)

Preuve : considérons le cas n = 3

OESCE
b
7{ fidx + fody + f3dz = / Dyadx + Dyady + Dsadz
C a
b
= / ((Dla)(i(t))Dm + (D20)(7(t)) Diya + (Dza)(i(t))Dw:«;) dt

b
= / Di(e(y1,72,73))dt = a(7(0)) — a(Y(a)) = (B) —a(A) (%)

La solution ne dépend pas du chemin parcouru, seulement des deux extrémités.

B
C
A

FIGURE 2.7 — Indépendance du chemin

En conséquence,
fflda: + fodx + fsdz =0 V€ a chemin fermé
e

est évident car par la relation (%) on a

%fldfﬁ + fody + f3dz = a(A) — a(A) =0
e
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