
Analyse II 2e Bloc Physique

Solutions finales des exercices

Voici les réponses finales des exercices des différentes listes. Le fichier sera mis à jour au fur
et à mesure de l’avancement des TP.

Liste 1

Exercice 1 :
(1)

xm →


0 si |a| < 1/2
1 si a = 1/2
diverge si a = −1/2
∞ si |a| > 1/2

(2)

xm →


0 si |a| < 1
1 si a = 1
diverge si a = −1
∞ si |a| > 1

(3) xm → 0 pour tout a ∈ R
(4) xm → 0 pour tout a > 0

Exercice 2 :

(1) La série converge absolument.
(2) La série diverge.
(3) La série est semi-convergente.
(4) La série diverge.

Exercice 3 :

(1) La fonction est intégrable sur ]0, 1[ si et seulement si α < 3.
(2) La fonction est intégrable sur ]0,+∞[ si et seulement si β ∈]− 2,−1[.

Exercice 4 :

(1)
∫ π

4
0 sin(x) cos(3x)dx = 0

(2) La fonction est n’est pas intégrable sur ]−∞, 0[.
(3)

∫ e
1

dx

x
√

1−ln2(x)
= π/2

Exercice 5 :

(1)
∫ 1
0

a2−b2

ln(x) dx = ln(a+ 1)− ln(b+ 1)

(2)
∫ +∞
0 e−bx sin(ax)

x dx = arctan(a/b)

Exercice 6 :

(1)
∫
Ω f(x, y)dxdy = π2/2

(2)
∫ +∞
0

ln(x)
x2−1

dx = π2/4
1



Liste 2

Exercice 1 : lim
m→+∞

(m!)
1
m

m
=

1

e
et lim

m→+∞

ln(m!)

m
− ln(m) = −1

Exercice 2 : Γ(5/6) = 2π
Γ(1/6)

Liste 3

Exercice 1 :
(a) La suite de fonctions converge ponctuellement vers la fonction constante 1 sur R mais ne

converge pas uniformément sur R.
(b) La suite de fonctions ne converge pas ponctuellement (et donc pas uniformément) sur R.
(c) La suite de fonctions converge ponctuellement vers la fonction constante 0 sur R mais ne

converge pas uniformément sur R.

Exercice 2 :
(a) La suite de fonctions converge ponctuellement vers x → 1

xχR0(x). Elle ne converge uniformé-
ment ni sur R, ni sur ]0,+∞[, mais elle converge uniformément vers x → 1

x sur les compacts
de ]0,+∞[.

(b) La suite de fonctions converge ponctuellement vers la fonction constante 0 sur R. Elle ne
converge pas uniformément sur R mais elle converge uniformément vers 0 sur les intervalles
]−∞, r] (r > 0).

(c) La suite de fonctions converge ponctuellement vers la fonction constante 0 sur ]0,+∞[. Elle
ne converge pas uniformément sur ]0,+∞[, mais elle converge uniformément vers 0 sur les
compacts de ]0,+∞[.

Exercice 4 :
(a) La suite de fonctions converge vers χ{0} sur [0, 1].
(b) La suite de fonctions ne converge pas uniformément sur [0, b] pour tout 0 < b ≤ 1. Par

contre, si 0 < a < b ≤ 1, la suite de fonctions converge uniformément vers 0 sur [a, b].

(c) lim
m→+∞

∫ 1

0
(1− x2)mdx = 0

Exercice 6 : ln(1 + x) =

+∞∑
m=1

(−1)m−1xm

m
, x ∈]− 1, 1[

Exercice 7 :
(a) La série converge ponctuellement et uniformément sur [−1, 1].
(b) La série est définie et continue sur [−1, 1]. Elle est dérivable sur ]− 1, 1[.

Exercice 8 : La première série converge ponctuellement et uniformément sur [−1, 1]. La deuxième
série converge ponctuellement sur [−1, 1[ et uniformément sur les compacts de ]− 1, 1[.
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Liste 4

Exercice 1 :
(a) La fonction est intégrable sur ]0,+∞[ si et seulement si α > 1/2.
(b) La fonction est intégrable sur ]0, 1[ mais n’est pas intégrable sur ]1,+∞[.
(c) La norme de ln dans L1(]0, e[) vaut 2.

Exercice 2 : ||f ||1 = π ; ||f ||2 = 3π/4 ; ||f ||∞ = 1

Exercice 3 :
(a) ||f ||1 = ||g||1 = π ; ||f ||2 = ||g||2 =

√
π ; ||f ||∞ = ||g||∞ = 1

(b) ⟨f, 2ig⟩ = 0

Exercice 4 :
(a) fm /∈ C0(R) ; fm ∈ L1(R) ∩ L2(R) ∩ L∞(R)

||fm||1 = 2 ; ||fm||2 =
√

2
m ; ||fm||∞ = 1

m

(b) fm converge ponctuellement vers 0 sur R et converge uniformément vers 0 sur R.
(c) fm ne converge pas pour la norme || ||1, fm converge vers 0 pour la norme || ||2 et fm

converge vers 0 pour la norme || ||∞.

Exercice 5 :
(a) fm ∈ C0([0,+∞[) ∩ L1([0,+∞[) ∩ L2([0,+∞[) ∩ L∞([0,+∞[)

||fm||1 = 1√
m

; ||fm||2 = 1
2 ; ||fm||∞ =

√
me−1

(b) fm converge ponctuellement vers 0 sur ]0,+∞[ et fm ne converge pas uniformément sur
]0,+∞[.

(c) fm converge vers 0 pour la norme || ||1, fm ne converge pas pour la norme || ||2 et fm ne
converge pas pour la norme || ||∞.

Exercice 6 :
(a) A = R0 et fm converge ponctuellement vers 0 sur R0.
(b) fm ne converge pas uniformément sur R0, mais fm converge uniformément vers 0 sur les

ensembles bornés fermés inclus dans R0.
(c) fm converge vers 0 pour la norme || ||1 et fm ne converge pas pour la norme || ||2.

Exercice 7 :

(a) ||fm||1 = 1
2m+1 ; ||fm||2 =

√
(2m)!

22m+1m!
; ||fm||∞ = e−m

m!

(
m
2

)m
(b) FM converge ponctuellement sur [0,+∞[ vers la fonction f : x → e−x, FM converge unifor-

mément vers f sur [0,+∞[.

FM converge pour les normes || ||1 et || ||2

Exercice 13 :
(a) La suite de fonctions converge ponctuellement vers 0 sur R0, elle ne converge pas uniformé-

ment sur R0, mais elle converge uniformément vers 0 sur les compacts de R0.
(b) δn ∈ C0(R), δn ∈ L1(R) et ne converge pas dans L1(R), δn ∈ L2(R) et ne converge pas dans

L2(R), δn ∈ L∞(R) et ne converge pas dans L∞(R).
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Liste 5

Exercice 1 :
(a)

f ⋆ g(y) =



0 si y < −1
(y+1)2

4 si − 1 ≤ y ≤ 1
1 si 1 < y < 3

1− (y−3)2

4 si 3 ≤ y ≤ 5
0 si y > 5

Exercice 2 :
(a) f ⋆ g(y) = −yeχ[0,+∞[(y), y ∈ R
(b) f ⋆ g(y) = y arctan(y) + 1, y ∈ R
(c) f ⋆ g(y) = e−|y| + |y|e−|y|, y ∈ R

Exercice 5 :

χA ⋆ χB(u, v) =


0 si |u| > 2
π/2 + arcsin(u+ 1) + 1

2 sin(2 arcsin(u+ 1)) si − 2 ≤ u ≤ 0
π/2− arcsin(u− 1)− 1

2 sin(2 arcsin(u− 1)) si 0 < u ≤ 2

Liste 6

Exercice 1 :
(1) Fyf1 =

−1
i+iy−1 , y ∈ R

(2) Fyf2 = iy π
2 e

− y2

4 , y ∈ R
(3) Fyf3 =

2a
y2
(1− cos(ya)), y ∈ R0

(4) Fyf4 =
2eiy

1+y2
, y ∈ R

(5) Fyf5 = i
(
sin(y−2)

y−2 − sin(y+2)
y+2

)
, y ∈ R \{−2, 2}

Exercice 2 :
(1) Fye

−λ| ˙ | = 2λ
y2+λ2 , y ∈ R

Exercice 3 : La réciproque est fausse.

Exercice 4 :
(1) π

2 min(a, b)

(2) ∫ →+∞

0

sin(ax) cos(bx)

x
=

 0 si a < b
π/4 si a = b
π/2 si a > b

(3) 1
2 ln |

a+b
a−b |

Exercice 5 : π/4

Exercice 6 : La transformée de Fourier de f est Ff : y 7→ 2
y2
(1− cos(y)), et

∫ +∞
0

sin4(x)
x4 dx = π/3
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Liste 7

Exercice 1 :

(1) Fyf = Fyf =
√
2πe−

y2

2

(2) Fyg = i ln
(∣∣y+1

y−1

∣∣)
(3) Fyh = iπ

y (1− e−|y|)

Exercice 3 :
Fyf = sign(y)πie−|y|

et
Fyg =

{
0 si y > 0
−2iπey si y < 0

Liste 8

Exercice 1 : (3) Les complexes a, b et c doivent être distincts.

Exercice 3 : (2) Les développements en séries trigonométriques des 3 fonctions sont les suivants :

g1(x) = cos(10πx)

g2(x) =
3

8
+

1

2
cos(2πx) +

1

8
cos(4πx)

g3(x) =

+∞∑
m=1

8m

π(4m2 − 1)
sin(2πmx)

Exercice 4 :
(1)

f(x) =

+∞∑
m=0

4

π(2m+ 1)
sin((2m+ 1)x)

(2)
∑+∞

m=0
(−1)m

2m+1 = π
4 et

∑+∞
m=0

1
(2m+1)2

= π2
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Exercice 5 :
(1)

f(x) =
2

π
+

+∞∑
m=1

4 cos(2mx)

π(1− 4m2)

(2)
∑+∞

m=1
(−1)m

4m2−1
= 1

2 − π
4 et

∑+∞
m=1

1
4m2−1

= 1
2

Exercice 6 :
(1)

f(x) =

+∞∑
m=1

(−1)m(eπ − e−π)

π(1 +m2)
cos(mx) +

eπ − e−π

2π

(2)
∑+∞

m=1
1

(1+m2)2
= 1

4(e
2π − e−2π + 4π) π

(eπ−e−π)2
− 1

2 et
∑+∞

m=1
(−1)m

1+m2 = π
eπ−e−π − 1

2
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