Analyse 11 2° Bloc Physique

Solutions finales des exercices I

Voici les réponses finales des exercices des différentes listes. Le fichier sera mis & jour au fur
et & mesure de 'avancement des TP.

Liste 1

Exercice 1 :

(1)

0 si |a] < 1/2
- 1 si a=1/2
m diverge sia = —1/2
00 sila] >1/2
(2)
0 si la] <1
1 si a=1
Lm diverge sia=—1
00 silal >1

(3) xm — 0 pour tout a € R
(4) zy, — 0 pour tout a > 0

Exercice 2 :

(1) La série converge absolument.
(2)
(3) La série est semi-convergente.
(4)

La série diverge.

La série diverge.

Exercice 3 :

(1) La fonction est intégrable sur |0, 1] si et seulement si o < 3.

(2) La fonction est intégrable sur |0, +oo] si et seulement si g €] — 2, —1].

Exercice 4 :
(1) f0§ sin(x) cos(3z)dx = 0
(2) La fonction est n’est pas intégrable sur | — oo, 0].
e dx _
(3) f1 o/1-In2(z) /2
Exercice 5 :
(1) fy 4rbrde =In(a+1) —In(b+ 1)
(2) 0+°° e*bmsméim)dx = arctan(a/b)
Exercice 6 :

(1) [q f(z,y)dady = 7% /2

2) f;7° 8@ gr = 72/4




Liste 2

1
m!)m 1 In(m!
Exercice 1 : lim (m!) = - et lim (m!)
m——+o0 m e m——+00 m

Exercice 2 : T'(5/6) = F(Qf/rg)

Liste 3

Exercice 1 :

(a) La suite de fonctions converge ponctuellement vers la fonction constante 1 sur R mais ne
converge pas uniformément sur R.

(b) La suite de fonctions ne converge pas ponctuellement (et donc pas uniformément) sur R.

(¢) La suite de fonctions converge ponctuellement vers la fonction constante 0 sur R mais ne
converge pas uniformément sur R.

Exercice 2 :

(a) La suite de fonctions converge ponctuellement vers z — xg, (). Elle ne converge uniforme-
ment ni sur R, ni sur ]0, +o0o[, mais elle converge uniformément vers = — % sur les compacts
de 10, 4o0|.

(b) La suite de fonctions converge ponctuellement vers la fonction constante 0 sur R. Elle ne
converge pas uniformément sur R mais elle converge uniformément vers 0 sur les intervalles
| —oo,7] (r>0).

(c) La suite de fonctions converge ponctuellement vers la fonction constante 0 sur |0, 4+o00[. Elle
ne converge pas uniformément sur ]0, 00|, mais elle converge uniformément vers 0 sur les
compacts de |0, +o00].

Exercice 4 :
(a) La suite de fonctions converge vers xoy sur [0, 1].

(b) La suite de fonctions ne converge pas uniformément sur [0,b] pour tout 0 < b < 1. Par
contre, si 0 < a < b < 1, la suite de fonctions converge uniformément vers 0 sur [a, b].

1

li 1—2*)"dx =
(C)mﬁlgrlooo( x*)"dx =0

Exercice 6 : In(1 + z) =

Exercice 7 :
(a) La série converge ponctuellement et uniformément sur [—1, 1].

(b) La série est définie et continue sur [—1,1]. Elle est dérivable sur | — 1, 1].

Exercice 8 : La premiére série converge ponctuellement et uniformément sur [—1, 1]. La deuxiéme
série converge ponctuellement sur [—1, 1] et uniformément sur les compacts de | — 1, 1].



Liste 4
Exercice 1 :
(a) La fonction est intégrable sur |0, +oo] si et seulement si o > 1/2.

(b) La fonction est intégrable sur |0, 1[ mais n’est pas intégrable sur |1, +oo.
(c) La norme de In dans L*(]0, e]) vaut 2.

Exercice 2 : ||f|lli=7 ;5 |[fll2=37/4 ; ||fllc =1

Exercice 3 :

@) [Iflli=llgllh == 5 [lfll2=llgllz=v7m  [fllec =Ilgllec =1
(b) (f,2ig) =0

Exercice 4 :

(a) fm & CO(R) ; fm € LY(R) N L*(R) N L®(R)

Ifmlli=2 3 lfmll2=1/5 + fmlle =5

(b) fm converge ponctuellement vers 0 sur R et converge uniformément vers 0 sur R.

(¢) fm ne converge pas pour la norme || ||1, fm converge vers 0 pour la norme || ||2 et fp,
converge vers 0 pour la norme || ||sc-

Exercice 5 :

(2) fin € CO([0, +00[) (1 L1([0, +00]) 1 L2([0, +o0]) N L([0, +00)

il = 5 fmllz=3 5 lfmllo = vme™

(b) fm converge ponctuellement vers 0 sur ]0,+oo[ et f,,, ne converge pas uniformément sur
10, 4-o0l.

(¢) fm converge vers 0 pour la norme || |1, fmn ne converge pas pour la norme || ||2 et fp, ne
converge pas pour la norme || ||so-

Exercice 6 :

(a) A =Ry et f,, converge ponctuellement vers 0 sur Ry.

(b) fm ne converge pas uniformément sur Ry, mais f,, converge uniformément vers 0 sur les
ensembles bornés fermés inclus dans Ry.

(¢) fm converge vers 0 pour la norme || ||; et f,, ne converge pas pour la norme || ||2.
Exercice 7 :

2m)! _
@) 1l = gter 3 Ml = vy 5 [mlleo = G (3)”

(b) Fjs converge ponctuellement sur [0, 4o00| vers la fonction f:z — ™, Fjy converge unifor-
mément vers f sur [0, +00].

Fj converge pour les normes || ||1 et || ||2

Exercice 13 :

(a) La suite de fonctions converge ponctuellement vers 0 sur Ry, elle ne converge pas uniformé-
ment sur Rp, mais elle converge uniformément vers 0 sur les compacts de Ry.

(b) 6, € C°(R), 5, € LY(R) et ne converge pas dans L' (R), d, € L*(R) et ne converge pas dans
L3(R), 6, € L®(R) et ne converge pas dans L (R).



Liste 5

Exercice 1 :
(a)
0 siy<—1
W2 —1<y <
frgly)=4¢ 1 si 1<y<3
1- 0232 g 3<y<5
0 siy>95
Exercice 2 :
(a) fxg(y) = —yexp+00[(¥), YER
(b) f*g(y) =yarctan(y) +1, y€R
(c) frgly) =e W +yle W, yeR
Exercice 5 :
0 si|ul > 2
xa*xB(u,v) =< /2 + arcsin(u + 1) 4+ %SiH(Q arcsin(u+ 1)) si —2<u<0
7/2 — arcsin(u — 1) — 5 sin(2arcsin(u — 1)) si 0 <u <2
Liste 6
Exercice 1 :
(1) Fyfi = 5s y € R

(2)

(3) Fyfs =12
(4)]:]04:@,?JGR
(5)

5) Fyfs =i (052 - )y e R\(-2,2}

2 fngiy% “1a,yeR
( (

Y

Exercice 2 :

Exercice 3 : La réciproque est fausse.

Exercice 4 :
(1) 5 min(a,b)
2)
oo 0 si a<bd
/ sin(ax) cos(bx) ] x4 sia=b
0 €T

/2 st a>b

Exercice 5 : w/4

Exercice 6 : La transformée de Fourier de f est Ff : y y%(l —cos(y)), et +°O sin (x) de =7m/3
4



Liste 7

Exercice 1 :

y2

(1) Fyf = Fyf =V2me 2z
(2) Fyg=iln (|24])

(3) Fyh = (1 — &)

Exercice 3 :
F,f = sign(y)wie_|y|
et
|0 si y>0
Fyg = { —2ime¥ sty <0
Liste 8

Exercice 1 : (3) Les complexes a,b et ¢ doivent étre distincts.

Exercice 3 : (2) Les développements en séries trigonométriques des 3 fonctions sont les suivants :

g1(x) = cos(10mx)

3 1 1
g2(x) = 3 + 5 cos(2mz) + s cos(4mx)

—+00

8m .
g3($) = Z msln(2ﬂ'm$)

Exercice 4 :
(1)

f 4

f(z) = ———sin((2m + 1)x)
= m(2m +1)
o0 —1H)m T oo 7'('2

(2) oo (sz)ﬂ =5 et Yo% (Zmil)Q =%

Exercice 5 :

(1)

2 4 cos(2mzx)
f)= 24y i
T mzl (1 — 4m?2)
—1)ym
2) o= im2)_1 =5 % e ot T = 3

Exercice 6 :

(1)

= Me" —e™ ™ e —e T

: (5 m?) cos(mx) + 5
. —1ym
(2) X e = 1€ — €T AT ey — 5 et 30 (1+T)n2 = sl — 3




