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Compléments a ’étude des fonctions
de plusieurs variables

5.1 Le théoreme des accroissements finis et le développement limité
de Taylor

5.1.1 Résultats dans R

Rappelons que pour une fonction réelle d'une variable réelle, le théoreme des accroissements finis
(TAF) et développement limité de Taylor s’énoncent comme suit.

Théoréme 5.1.1 1) (TAF) Soit f une fonction dérivable dans I =]a,b] et soit xy € ]a,b[. Pour tout
x € I, il existe u compris entre xg et x tel que

f(@) = f(wo) + (x — 20) D f (u).

2) (Développement limité de Taylor) Soient I = la,b|, f une fonction p fois dérivable dans I et
xg € I. Pour tout x € I il existe u compris entre xy et x tel que

@zl DP f(xo) + o fCO)—p DP f(u).

f(x) = f(zo) + (x —z0)Df(x0) + ...+ (p—1) pl

Ces résultats se généralisent aisément au cas de plusieurs variables réelles. Prenons le cas de deux
variables; pour plus de deux variables, on procede exactement de maniere analogue.

On se contentera aussi d’énoncer les résultats dans le cas de rectangle |a, b[ X ]e¢, d[ (on pose I = Ja, b]
et J =]¢,d[). Ces résulats s’étendent facilement au cas d’ouverts plus généraux. Il faudra simplement
veiller & travailler localement, de fagcon a ce que les segments joignant les différents points considérés
restent inclus dans I’ensemble ou la fonction est réguliere.

5.1.2 TAF

Théoréme 5.1.2 (TAF) Soit f une fonction dérivable dans I x J et soient xg € I,yg € J. Pour tous
x €l,y e J, il existe u compris entre xo et x et v compris entre yo et y tels que

f(z,y) = f(xo,90) + (x — x0) D1 f(u,y0) + (v — yo)D2.f(z,v).
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Preuve. Ce résultat résulte simplement de 'application du TAF dans IR a deux reprises. En effet,
on a

flx,y) = f(z,y) — f(z,90) + f(@,90) — f(z0,90) + f(Z0,90);
de plus, il existe u compris entre x et xg, v compris entre y et yo tels que
f(x,y0) — f(@o,90) = (¥ — w0) D1 f(u,90), [f(z,y) — f(z,90) = (y — yo) D2 f (x,v).

Des lors
f(z,y) = f(xo0,90) + (x — x0) D1 f(u,y0) + (v — yo) D2 f(x,v).

A une variable, on sait (cf Chapitre 2 du cours Mathématiques générales A) qu’une fonction
dérivable est toujours continue. A plusieurs variables, des exemples montrent que ce résultat n’est
plus vrai. Cependant, si f est dérivable et si ses dérivées partielles sont continues, alors f est continu
dans U; ce résultat est une conséquence du théoréeme des accroissements finis.

Corollaire 5.1.3 Si f est dérivable dans un ouvert U de R? et si ses dérivées partielles sont continues
U alors [ est continu dans U.

Preuve. Fixons (zg,y0) € U. Si (z,y) est voisin de (xg,yo), par le théoréme des accroissemnts finis, il
existe des réels u et v respectivement compris entre x et xg, y et yo tels que

f(z,y) = f(xo0,90) + (x — x0) D1 f(u,y0) + (v — yo) D2 f(x,v).

Vu la continuité des dérivées partielles de f, on obtient

lim  Dif(u,y0) = D1f (%0, o), lim = Daf(,v) = Da2f(z0,0)
T—T0,Y—Yo T—Z0,Y—Yo
donc
lim  f(z,y) = f(20,%0)-
T—20,Y—Yo
O

Il s’ensuit que l'ensemble C,(U) est en fait I’ensemble des fonctions dont toutes les dérivées par-
tielles jusqu’a l'ordre p existent dans U et dont les dérivées d’ordre p sont continues dans U.

Signalons sans démonstration un résultat tres important de la théorie des fonctions de plusieurs
variables (nous I’énongons dans le cas de deux variables mais il se généralise bien stir de fagon naturelle
au cas de plus de deux variables).

Théoréeme 5.1.4 Si f est une fonction définie sur un ouvert U de IR? et si les dérivées D1f, Daf,
DoD f existent et si Do D1 f est continu dans U, alors D1 Do f existe et est égal a Do D1 f dans U.
En particulier, si f appartient a Co(U), alors D1Dof = DaD1f dans U.
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5.1.3 Développement limité de Taylor

Théoréme 5.1.5 (Développement limité de Taylor) Soient (zo,vo), (z,y) € I x J.
Si f e Ci(I x J), il existe ty € ]0,1] tel que

f(x,y) = f(x0,90) + (v — x0)D1f(uo,v0) + (y — yo) D2 f (uo, vo)

ot on a posé ug = xo + to(x — o), vo = Yo + toly — Yo).
Si f e Co(I x J), il existe ty € ]0,1] tel que

f(x,y) = f(xo,y0) + (¥ — 20)D1f(0,90) + (¥ — yo)D2.f (w0, Yo)
+% ((z — 20)* D3 f (uo, v0) + 2(x — 20)(y — yo) D1D2 f (uo, vo) + (y — y0)> D f (uo, vo))

ol on a posé ug = o + to(x — o), vo = yo + to(y — Yo)-
Le résultat se généralise au cas de f € Cp(I x J); la formule est assez longue mais est la
généralisation naturelle des précédentes.

Y

xo +t(x — 2)), Yo + t(y — Yo))

X

Les points du segment de droite joignant les points de coordonnées (zo,yo)
et (x,y) ont pour coordonnées (zo + t(z — z0),y0 + t(y — y0)), t € [0,1].

Preuve. Considérons le cas p = 2. Définissons la fonction F par

F(t) = f(zo+t(x — x0),y0 + t(y — v0))-

Cette fonction est définie et deux fois contintiment dérivable dans un intervalle du type |—4,1 + §[ ou
§ est un réel strictement positif. ! Cela signifie que I'on considere la fonction de deux variables en des
points d’un segment un peu plus long que celui joignant les points (zo,yo) et (z,y). Pour alléger les
notations, posons

fi(t) =z +t(x — x0),  f2(t) = yo + t(y — o).

Une application du développement de Taylor a la fonction F' a lordre 2 dans cet intervalle de IR
fournit alors ¢y € [0,1] tel que

1
F(1) = F(0) + DF(0) + §D2F(t0).
On a
DFE(t) = (x — 20) D1 f (1, (t).£o00) + ¥ = Y0) D2 fl(11(6).£2(0))

D?F(t) = (x — 20)* D3 fl(fut),fot)) + 22 — 20)(y — 90) D2D1 f| (10,120 + U — ¥0)° D3 fl( 11 1), 1o 0))

'En effet, il existe § > 0 tel que zo + t(x — x0) € I,y0 + t(y — yo) € J pour tout ¢t € ]—4,1 4 &[; le théoréme de
dérivation des fonctions composées peut alors s’appliquer.
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et
En posant
ug = f1(to) = xo + to(x — x0), vo = fa(to) = yo +to(y — yo)

on obtient la formule annoncée.O

INTERPRETATION

1) Rappelons encore que, dans le cas d’'une variable, lorsque f est dérivable en xg, ces résultats
traduisent le fait que les points de la tangente au graphique de f en xy donnent une approximation
a lordre 1 de f en zg. En effet, la tangente au graphique de f en xg est la droite d’équation
y = f(x0) + Df(z0)(x — x0) et on a

approx = f(zo) + Df(xo)(z — 20)
i 4@ —approx . f(2) = [f(zo) + Df(z0)(@ — 20)] _
T—xTQ T — X T—xT0 Tr — X0

Lorsque f appartient a C1(]a, b[), on a une bonne approximation du reste (et c’est ce qui est utile dans
les applications):

f(x) —approx = f(z) — [f(x0) + Df(x0)(z — x0)] = (z — z0)[Df (u) — D f(x0)]
ou u est donné par le développement de Taylor. On a

lim (Df (u) — Df(xq)) = 0.

Tr—X(Q

2) Prenons maintenant le cas de f € C1(U), (xo,y0) € U. La représentation graphique de f est la
surface § d’équation cartésienne

z = f(z,y) ouencore G(z,y,z) =0

avec G(x,y,z) = f(x,y) — 2. Le point de coordonnées (zg,yo,20), ot 2o = f(x0,yo) est un point du
graphique de f. Le plan d’équation cartésienne

z = f(z0,90) + (z — w0) D1 f(%0,y0) + (¥ — ¥0)D2.f (0, Y0)

est appelé plan tangent au graphique de f en (xg,y0) (ou plan tangent & la surface S au point de
coordonnées (xg, Yo, 20). Les points de ce plan donnent une approximation & 'ordre 1 de f en (xq, yo).
En effet on a

approx = f(wo,y0) + (v — x0)D1f(z0,%0) + (¥ — yo)D2.f (w0, Yo)
f(z,y) —approx = f(z,y) — [f(z0,y0) + (x — 20) D1f(x0,%0) + (¥ — yo)D2.f (%0, yo)]
(z — 20)[D1f(uo,v0) — D1f(z0,y0)] + (v — yo)[Daf (o, v0) — D2 f (w0, yo)]-

Comme

lim  [Dyf(uo,v0) — D1f(x0,%0)] =0,  lim  [Daf(ug,v0) — Daf(xo,y0)] =0

T—20,Y—Yo T—20,Y—Yo

et comme

|z — 20| < V(= 20)>+ (y—50)% |y — vol < V(& —20)2 + (y — 0)?



5.1. TAF ET DEVELOPPEMENT DE TAYLOR 84

on obtient
lim f(z,y) — approx _ lim (x — x0)[D1 f(uo,v0) — D1 f(0,%0)]
r=w0y=v0 \/(x — x0)2 + (y — yo)? T2,y Yo Vi(E—x0)2 4 (y — y0)?
L lim (y — y0)[D2 f (uo,v0) — Do f(x0,%0)]
T—T0,Y—Yo \/(fL' _ 370)2 + (y _ y0)2
=0

Vu la définition du plan tangent, le vecteur de composantes

(Dl(f107 y0)7 DQf(.T(), yo)ﬂ 71) = g’radew,o,yo,Zo)

est une vecteur normal au plan tangent a la surface d’équation G(z,y, z) = 0 au point (zg, Yo, 20)-

Voici deux illustrations. La premiére représente une demi-sphere (équation de la sphere centrée a
I'origine et de rayon 1: 2% 4y 4 22 = 1; on a représenté les points de cote positive) et le plan tangent
au point (0,0,1). Comme I’équation de la sphere est G(x,v,z) = 0 avec G(x,y,2) = 22 + 3% + 22 — 1,
on a

gradG|. ) = (2z,2y,22)

et le plan en question a donc pour équation

0= gradGlpp,) ® (,y,2 = 1) =2 — 1.

1
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0.25
-4 1
-0.5 0.5
0 0
0.5 -0.5
1Vv-1

La seconde représente les points du paraboloide elliptique d’équation z = 4 —z? —y — 2 dont la cote
est positive et le plan tangent au point de coordonnées (1,0,3). Comme G(z,y,2) = z — 4 + 22 + ¢,
on a ici

gTadG|(z,y,z) = (2'7;7 22—/7 1)

et le plan tangent au point de coordonnées (1,0, 3) a donc pour équation

0=gradG|uoz ®(r—1,y,2—3)=z+2r-5.
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De nombreuses autres illustrations figurent par exemple dans le livre “Calculus, with analytic
geometry”, R. Ellis, D. Gulick.

3) Une autre interprétation justifiant le nom “plan tangent” & la surface S pour le plan

z = f(x0,%0) + (x — 20) D1 f(20,%0) + (¥ — yo)D2f (20, %0)

ou plus généralement pour le plan

(2 = 20)D3G (0, Yo, 20) + (Y — yo)D2G (20, Y0, 20) + (2 — 20) D3 f (0, Y0, 20) = 0

est celle-ci: si (f1(t), fa(t), f3(t)), t € I est une courbe réguliere incluse dans S passant par (zo, Yo, 20)
ent =1tp, on a

G(fi(t), f2(1), f3(t)) =0, t eI

donc, en dérivant les deux membres par rapport a t et en considérant 1’égalité obtenue pour t = %,
on obtient

D f1(to)D3G (0, Yo, 20) + D f2(to) D2G (0, yo, 20) + D f3(to) D3 f(x0, Yo, 20)
= gradG|(z,9.y0,20) ® (D f1(t0), D f2(to), D f3(to)) = 0.

Le plan (vectoriel) dont il est question ci-dessus contient donc la tangente & toute courbe incluse dans
la surface.
5.2 [Extrema libres

On introduit la notion de maximum, de minimum (local ou global) comme dans les cas des fonctions
d’une variable réelle (et & valeurs réelles). Considérons le cas de deux variables; celui de trois variables
ou méme plus se traite de méme.

Définition 5.2.1 Si f est défini dans A et si (zo,y0) € A, on dit que (x0,y0) correspond d un
maximum local des valeurs de f s’il existe € > 0 tel que

f(x,y) < fzo,y0) V(z,y) € A, |z — 20| < €,|y —yo| < e.
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Si, dans l'inégalité précédente entre les valeurs de f, on peut prendre tous les points de A, on dit que
le mazimum est global. De plus, si l'inégalité est stricte pour (z,y) # (xo,y0) on ajoute le qualificatif
strict au terme mazrimum.

Une définition analogue existe bien sur pour un minimum.

On dit que (xo,y0) est un extremum de f s’il est minimum ou mazimum.

Comme dans le cas des fonctions d’une variable réelle encore, on donne des conditions (nécessaires,
suffisantes) pour qu’un point donne lieu & un extremum. Ces conditions font intervenir ici les dérivées
partielles. Bien siir, si la fonction n’est pas dérivable, seule une étude directe (repassant & la définition)
est possible.

Propriété 5.2.2 Soit f défini et dérivable dans un ouvert U de R? et soit (x0,y0) € U. Si (20,0)
est un extremum de f, alors

D1 f(x0,90) = D2 f(x0,90) = 0.

Preuve. Cela se démontre comme dans le cas d’une variable.O

Définition 5.2.3 Un point ou toutes les dérivées partielles de f sont nulles est appelé point station-
naire pour f.

Signalons encore que si on désigne (quel que soit le nombre de variables) par gradf ;) le vecteur des
dérivées partielles de f, un point stationnaire correspond & un point ou le gradient de f est nul.

Comme dans le cas des fonctions d’une variable, il ne suffit pas qu'un point soit stationnaire pour
qu’il soit extremum. La condition suffisante pratique pour rechercher les extrema d’une fonction d’une
variable (& savoir f deux fois contintiment dérivable, D f(xg) = 0, D?f(x¢) > 0 ou D?f(z) < 0) se
traduit ici par I’étude des valeurs propres d’une matrice réelle symétrique, appelée matrice hessienne
de f. Introduisons cette matrice et une égalité fondamentale dans laquelle elle intervient.

Dans le cas d’une fonction de deux variables, deux fois continiiment dérivable dans U, en utilisant
le développement limité de Taylor, rappelons que I'on a

f(xvy) = f(x07y0)

5 (2~ 20) D3, v0) + 2z — 20)(y — 10) D1 Do f (a0, w0) + (3 — y0)*D (i, )

ou encore

Y—Yo

Fla,y) = f(@o,y0) + 3(z — z0,y — yo) Hy(uo, vo) ( v >

si (zo,yo) est un point stationnaire pour f, si (z,y) est proche de (zg, yo) et si on a défini la

matrice hessienne de f

par
H (Jj y) _ ( D%f(x,y) DQle(‘rvy) ) — ( D%f(:z:,y) Dngf(x,y) >
P DDy f(x,y)  D3f(x,y) DyD: f(x,y)  Dif(x,y) .
Réécrivons .
f(x7y) = f(x(hyo) + §Ef(x7y)
ou

Tr — X
FEe(z,y) = (x — 20,y — yo)H (ug,v .
o) = (o = 0y = ) Hylun o) (520
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On voit donc directement que, selon le signe de E¢(x,y) au voisinage de (zo,yo), on pourra donner
des informations quant au caractére extremal de (zg,yo) pour f. Cette expression s’étudie au moyen
d’outils relevant de l’algebre linéaire. En effet, pour tout (z,y), la matrice hessienne de f en (x,y) est
hermitienne et réelle (autrement dit réelle symétrique); ses valeurs propres sont donc toujours réelles
et le signe de la fonction Ef(x,y) au voisinage de (zo, o) est conditionné par la répartition en signes
différents de ces valeurs propres.

L’intérét de la présentation ci-dessus et de I’étude générale des matrices hermitiennes réelles réside
dans le fait que les résultats sont généralisables a n variables sans aucune difficulté. Dans le cas de
deux variables, de nombreuses simplifications apparaissent (dans les résultats d’algebre linéaire). Nous
commencons par étudier ce cas.

Exemple 1 Considérons la fonction f(z,y) = 3 — 2% + 22 — y®> — 4y et recherchons ses extrema
éventuels.

Cette fonction est indéfiniment contintiment dérivable dans IR? et & valeurs réelles. Sa représentation
graphique est une surface quadrique. On peut voir assez directement que sa représentation graphique est un paraboloide
elliptique et donc déja deviner le résultat.

Recherchons ses points stationnaires. Pour cela, on doit résoudre le systeme

{ le(x7 y) =0
D2f(£7 y) = 0
Ici, cela donne directement x = 1,y = —2 comme unique solution.

La matrice hessienne Hy(x,y) est constante et méme diagonale; en tout (z,y), elle est égale a

-2 0
0o -2/
On obtient donc

flay) = f(1L,-2) + (~(z = 1)* = (y+2)?) =8 — (z = 1)* = (y + 2)*
pour tout (z,y) € IR2. On obtient donc facilement

Ef(l‘,y) < O’ V(x,y) 7é (1’ _2)

donc i
f(xay) = f(lv _2) + iEf('rvy) < f(17 _2)

et (1,—2) donne lieu & un maximum strict global de f dans IR?.

Exemple 2 Considérons la fonction f(z,y) = 22 — 42 et recherchons ses extrema éventuels.
Cette fonction est indéfiniment continiment dérivable dans IR? et & valeurs réelles. Sa représentation
graphique est une surface quadrique; on voit directement qu’il s’agit d’un paraboloide hyperbolique.
Recherchons ses points stationnaires. Pour cela, on doit résoudre le systeme

{ le(x7y) = 0
D2f(x7y) 0.

Ici, cela donne directement x = 0,y = 0 comme unique solution.
On voit directement que ce point ne donne pas lieu a un extremum car, si y = 0,2 # 0, on a

f(x,0) = £(0,0) + 2> = 2* > 0

et,siz =0,y #0,0n a
f(@,0) = f(0,0) —y* = —* <0.
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Remarquons que, dans ce cas, la matrice hessienne H(z,y) est constante et méme diagonale; en
tout (z,y), elle est égale a
2 0
(0 %)

Elle donne lieu a

Représentation de f(x,y) = 22 — y?

Dans ces exemples, I’étude du signe de E¢(z, y) est tres simple car la matrice hessienne est diagonale
ET constante. Cela ne se passe bien sir pas toujours aussi bien.

Enongons les résultats permettant une étude plus générale dans le cas d’une fonction de deux
variables.

Propriété 5.2.4 Considérons un owvert U de R?, une fonction f € Co(U) et un point stationnaire
(w0,90) € U de f.

1) Si det (Hs(z0,90)) > 0 et si D}f(zo,y0) > 0 alors (zo,y0) est un minimum local strict de f
dans U.

2) Si det (Hg(zo,y0)) > 0 et si D} f(zo,y0) < 0 alors (xo,y0) est un mazimum local strict de f
dans U.

3) Si det (Hf(zo,y0)) < 0 alors (xo,y0) nest pas extremum de f dans U.

Preuve. A compléter.
Remarquons que dans si det (Hy(zo,y0)) > 0 et si D?f(z0,y0) > O (resp. D3f(zo,y0) > 0) alors D3f(wo,y0) > O (resp.

D%f(zo, yo) > 0). La propriété pourrait donc tout aussi bien s’exprimer a I’aide de la dérivée seconde par rapport a y.

Exemple 3 Considérons la fonction f(z,y) = 22 —2zy+ %y‘g — 3y et recherchons ses extrema éventuels.
Cette fonction est indéfiniment contintiment dérivable dans IR? et & valeurs réelles.
Recherchons ses points stationnaires. Pour cela, on doit résoudre le systeme

{ le($7y)
Dgf(ﬂ77y)

0
0.

Apres quelques calculs, on obtient les solutions (3,3) et (—1,—1).
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On a
det (Hy(3,3)) =8, Dif(3,3) =2

donce (3,3) correspond & un minimum local strict.
On a
det (Hf(—l, -1))=-8

donc (—1,—1) n’est pas un extremum.

5.3 Application: la régression linéaire

Il s’agit d’une application de I’étude des extrema des fonctions dites “quadratiques”.

5.3.1 Généralités

Une fonction de deux variables réelles? du type
fl@,y) = a118” + 2a120y + agey® + 2b12 + 2boy + ¢

ou les coefficients des variables z,y sont des réels et ou les a;; ne sont pas tous nuls est appelée
fonction quadratique. On les a déja rencontrées précédemment dans le cadre de ce cours car elles sont
intimement liées aux coniques et aux quadriques: dans le plan muni d’un repere, une équation du type
f(z,y) = 0 est 'équation cartésienne d’une conique (en toute généralité) et dans Iespace muni d’un

repere, une équation du type z = f(z,y) est 'équation d’une quadrique?.

Dans ce cas simple, le systéme permettant de déterminer les points stationnaires de f s’écrit

D, f(z,y) = 2a112 + 2a12y + 2by =0
Dyf(l‘a y) = 2a99y + 2a122 + 2b2 = 0

et la matrice hessienne

He — < Dif(z,y)  Di2Dyf(x,y) ) _ 2( ain a2 )
! DyDyf(x,y)  Djf(z,y) aip a

est constante. En un point stationnaire (zg, o), on a ainsi

1

f(x,y) = f(xo,yo) + 5(% —x0 y—yo)Hy < o

, Vx,yeR.
s ) e

On en déduit donc la propriété suivante (dans CE cas de fonction f).

2cela s’6étend & plus de deux variables réelles
3de type ‘paraboloide’. Tl s’agit en effet d’un cas particulier d’une équation du type F(z,y,z) = 0 ol F est une
fonction quadratique de trois variables réelles.
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Propriété 5.3.1 a) Si le déterminant de la matrice hessienne est non nul, alors il existe un point
stationnaire unique.
b) Un extremum est toujours global.

5.3.2 La régression linéaire

En guise d’application, examinons le probleme de la régression linéaire.

Dans le plan muni d’un repére orthonormé, on donne un nombre fini de points distincts P;(j =
1,...,J) par leurs coordonnées cartésiennes (z;,y;)(j = 1,...,J). Dans le cas ol les x; ne sont pas
tous égaux, on demande de chercher la droite* d (dite droite de régression) d’équation cartésienne
y = mx + b telle que

J
E(m,b) =Y (y; — (ma; +1))*
j=1

soit minimum.

.Pl

.P2

Comme |y; — (ma; + b)| est la valeur absolue de la différence entre I'ordonnée du point P; et celle
du point de d dont I’abscisse est x;, 'expression E(m,b) mesure d’une certaine maniére la facon dont
les ponts P; sont répartis autour de® d. La fonction F définie ci-dessus s’appelle lerreur quadratique
totale.

Le probléeme est donc celui de la recherche des extema (libres) éventuels d’une fonction quadratique,
notée ici E et dont les variables sont notées m et b.

Dans ce cas particulierS, Pexpression de E permet de conclure immédiatement & existence d’un
minimum (que l'on sait donc aussi étre global). La recherche de I’équation cartésienne de d (corre-
spondant & la recherche du minimum de FE) consiste donc en la détermination de ou des solutions du
systeme caractérisant les points stationnaires.

En utilisant les notations de la section précédente, les coefficients de m?, b2, 2mb dans l'expression
de E, sont respectivement

J J
2
an = E zj, ax=J, aiz= E T
i=1 i=1

dexistence et unicité aussi

Sremarquons que dans le cas oii les points ont tous la méme abscisse 7, la droite verticale d’équation = = 7 contient
tous les points P;

Sbien siir si Pon s’attache & la méthode générale, c’est 'examen de la matrice hessienne qui permet de conclure au
fait que l'on a affaire & un minimum
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ce qui correspond a la matrice hessienne

J J
2
>ow D
=1 j=1
J
E LL’j J
j=1

En utilisant les hypotheses sur les abscisses x; et la propriété ci-dessous, on en déduit qu’il existe un
point stationnaire unique et que celui-ci donne lieu a un minimum strict global.

Propriété. Par récurrence (sur J), montrons que, quel que soit J € Ny et quels que soient les réels

zj (j=1,...,J),ona

J J
Z:cj < JZ:Z’?
j=1 J=1

De plus, on a I'égalité si et seulement si tous les x; sont égaux.
De fait, pour J = 1 et aussi pour J = 2 c’est clair. Supposons & présent la propriété correcte pour J. On obtient successivement

J4+1 2 J 2
2w =2 e
i=1 =1

IN

IN

J 2 J
domi | At 2w | 3w
=1

=1

J J
]Zz? + Z?I+1 + 2z 511 (Z a:j)
j=1 j=1

j=1
J+1
2
T+1)> a2
j=1

Le cas de ’égalité se démontre en affinant un peu la preuve ci-dessus.O

5.4 Extrema dans des ensembles bornés fermés

5.5 Extrema liés: la méthode des multiplicateurs de Lagrange
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10.

11.

12.

13.

. Déterminer I'approximation polynomiale & l'ordre 1 de la fonction f(z,y) =
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Exercices

. Déterminer ’équation cartésienne du plan tangent a la surface d’équation z = f(x,y) au point

d’abscisse et d’ordonnée (x¢,y9) dans chacun des cas ci-dessous.

T+ 2

1) f(z,y) :6—3962—;1/2, (1,2);  2) f(z,y) :y2+xsin(x2y), (Lm);  3) fz,y) = m7

(2,3).

. Déterminer ’équation cartésienne du plan tangent a la surface d’équation f(z,y, z) = 0 au point

de coordonnées (xg, yo, z0) dans chacun des cas suivants.
1 -1 -1

2" 27\

D2+ +22=1, ( );2) ye™ + 22 =0, (0,—1,1).

. Soit un plan 7 non parallele & 'axe Z. Montrer qu’il y a exactement un plan tangent au

paraboloide d’équation z = 2% + 32 parallele a 7.

. Déterminer I’approximation polynomiale & 'ordre 2 de la fonction f(z,y) = e® cosy au point de

coordonnées (0, 0).

1 .
W_ZQH au pOlIlt
de coordonnées (1,1). En déduire une approximation de f(3,3). Comparer ce résultat avec la
valeur exacte de f(3,3).

. Soit f(z,y) = yx% Déterminer 1’équation du plan tangent & la surface d’équation z = f(z,y) au

point d’abscisse et d’ordonnée (3,2). Utiliser cette expression pour obtenir une approximation

de f(3,3).

. Soit une boite parallélépipédique de dimensions extérieures 14cm x 14em x 28cm. Si les parois

ont une épaisseur de 1/8cm, déterminer une approximation du volume de la boite.

. Soit f(x,y) = xy. Trouver les points stationnaires de f et déterminer s’il s’agit d’extrema.

. Soit f(x,y) = %3 + % — 2zy. Trouver les points stationnaires de f et déterminer s’il s’agit

d’extrema.

Soit f(x,y) = 2* — 22 + 2xy + y?. Trouver les points stationnaires de f et déterminer s'il s’agit
d’extrema.

Déterminer les extrema des fonctions suivantes définies sur IR?

1) f(z,y) = 2?2+ 62y +2y%> — 62+ 10y —2  2) f(x,y) = 22 —acy—2y2+7x—8y+3

f(z,
3) fz,y) = 2%y — 2xy + 2y* — 15y 4) f(z,y) = 2* — e’
5) f(z,y) = e”siny 6) fz,y) = |z + ly|
7) fz,y) = (2* +y* —1)? )f( \y) = 4wy + 20y — y2
9) flz,y) = z* — 22 + 2wy + o2 10) f(z,y) = 322 — 3wy® +y> + 3y?
11) f(z,y) =23+ 3>+ 322 -8 12) f(z,y) =2® +zy +y> +2 — 4y + 5.

Déterminer les extrema de la fonction
f(z,y) =sinz +siny + sin(z + y), z,y €]0,7].
Déterminer les extrema de la fonction

f(z,y) =xy+%+5 (z,y) € {(z,y) € R*: 2y # 0}.
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Déterminer les extrema des fonctions suivantes
flay) =y'=a!, (x,y) €R? glz,y) =a'+y, (2.y) €R?, h(z,y) = 2"+2’+y?, (v,y) € R
Soit la fonction

flz,y) = e_y2(2x3 — 322 + 1) + e 7Y (223 — 32%), (z,9) € R

Montrer que f a un seul point stationnaire et qu’il donne lieu & un maximum local.
Montrer ensuite que cet extremum n’est pas global. (Ce résultat montre encore une différence entre les
fonctions d’une et de plusieurs variables. En effet, si f € C1(]a,b[) possede un extremum local unique, alors cet extremum

est global.)

Déterminer les extrema de f sur A dans chacun des cas suivants.
o flwyy) =2~y A={(z,y) e R*: 2> + 4> < 1}
o f(x,y) =ye™™, A est le rectangle de sommets de coordonnées (0,0), (In2,0), (In2,3), (0,3).

Une boite parallélépipédique sans couvercle doit avoir un volume de 32m?. Déterminer les
dimensions de cette boite de telle sorte que la surface latérale soit minimale.

Déterminer trois nombres positifs dont la somme est 48 et dont le produit est maximal. Calculer
ce produit.

Déterminer trois nombres positifs dont le produit est 48 et dont la somme est minimale. Calculer
cette somme.

Pour quelles coordonnées (z,y) la fonction f(z,y) = x + 2y admet-elle un extremum lorsque
2, .2
x°+y* =57

Déterminer les extrema éventuels de la fonction f(z,y) = a2y sous la contrainte z + y = 3 (resp.
sous la contrainte 2% + y? = 1).

Déterminer les extrema éventuels de la fonction f(z,y) = 3242y sous la contrainte 22 /4+y%/8 =
1.

Déterminer le point de la courbe d’équation z?y = 2 le plus proche de l'origine des axes.

Les colis postaux parallélipipédiques doivent étre de format z,y,z avec 2(z + y) + z < 100.
Déterminer le volume maximal d’un envoi qui répond aux contraintes imposées.

Dans chacun des cas suivants, déterminer la droite de régression linéaire pour les points dont on
donne les coordonnées. Représenter ces points ainsi que la droite trouvée.

e (1,1), (2,3), (3,4)

e (0,0),(1,—-1),(—2,1)

e (0,1), (1,2), (2,3), (3,2), (4,5).

Que se passe-t-il si on donne seulement deux points?
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Plot3D{(x"2+4¥*3) 720, {x, -4, 4}, {y. -4, 41, AspectRatio—+ 1, viewseint =» {1, 1, 0}]

cusf21j= - Surfacsiraphics -

Ini24):= parametricPlot [{Cos[t], (1/sqxt(2])) «sin(t}), (t, 0, 2Pi}]
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