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Chapitre 1

Premiere partie

1.1 Rappels concernant les complexes

L’histoire veut qu’apres les naturels on introduise les entiers pour résoudre des équations telles que
x + 4 = 1. Ensuite on introduit les rationnels, qui permettent de résoudre des équations du type 3z = 1.
Les réels, quant & eux, donnent les solutions & des égalités du type ' 22 = 2. Et les complexes permettent
de résoudre par exemple 22 = —4, comme on va le voir dans cette section.

1.1.1 Définitions de I’ensemble des complexes et de deux opérations entre
complexes

Définition 1.1.1 L’ensemble des nombres complexes, noté C, est l’ensemble des couples de réels
C={(a,b) : a,beR}.

Par définition, deux complexes (a, b) et (a’,b’) sont égaux lorsque a =a’ et b =1V'.

On a directement a notre disposition une représentation graphique de C : si on considere le plan muni
d’un repere orthonormé, tout point du plan définit un complexe et tout complexe définit un point du
plan.

Si z = (a,b) est un complexe, le réel a s’appelle la partie réelle du complexe et le réel b s’appelle la
partie imaginaire du complexe. On utilise les notations

Rz=a, Sz=0b.

axe imaginaire

b=z Z:(a’b)

0 1 a=Rz axe réel

On dit que ’ensemble R des réels est inclus dans I’ensemble C des complexes en identifiant les réels aux
couples (a,0), a € R. Les réels sont donc les complexes dont la partie imaginaire est nulle. Le complexe
nul est le couple (0,0). Un nombre complexe dont la partie réelle est nulle et dont la partie imaginaire
est non nulle est appelé nombre complexe imaginaire pur.

Dans I’ensemble des nombres complexes, on définit deux opérations fondamentales, 1’addition de deux
complezes et la multiplication de deux compleres. L’addition aura immédiatement une interprétation
claire (elle se traduira par l’addition de deux vecteurs du plan). Quant & la multiplication, on verra son
interprétation plus tard, a ’aide de rotations; il faut bien se garder de l'interpréter a I’aide d’un produit
quelconque de vecteurs!!

1. A titre d’exercice, montrer que v/2 n’est pas un nombre rationnel.
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Définition 1.1.2 Addition de deux complezes, opération notée + : (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d). Mul-
tiplication de deux complexes, opération notée x (ou encore par un blanc, comme dans le cadre réel) :

(a,b) x (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Remarquons que l'on a le cas particulier suivant (a, b, sont des réels) :
(r,0) x (a,b) = (ra—0b,rb+0a) = (ra,rb) = (a,b) x (r,0),
ce qui s’écrit, si on identifie les réels aux couples de complexes de partie imaginaire nulle,
r(a,b) = (ra,rb).
En particulier, pour r = 1, ¢’est-a-dire le complexe (1,0), on a
(1,0) x (a,b) = (a,b) = (a,b) x (1,0),

ce qui signifie que 1 est neutre pour la multiplication. Et pour a = 0 et b = 1, on obtient (cela sera utilisé
dans la suite)

(r,0) x (0,1) = (r0—-01,71+0) = (0,7) = (0,1) x (r,0)

r(0,1) = (0,r) = (0,1)r.

Il est clair (et important!) de noter que ces opérations d’addition et de multiplication que 1’on vient
de définir, restreintes & R, rendent les opérations usuelles de R!

1.1.2 Propriétés

La premiére propriété est une généralisation de ce qui se passe dans R.
Propriété(s) 1.1.3 Soient (a,b) et (c,d) deux complexes. On a
(a,b) x (¢,d) =(0,0) siet seulement si  (a,b) = (0,0) ou (c,d) = (0,0).
Autrement dit, le produit de deux complexes est nul si et seulement si l'un d’entre eux est nul.

Preuve. Voir par exemple le syllabus de MATH2007 [J

Passons aux autres propriétés essentielles des opérations introduites.

Propriété(s) 1.1.4 Pour laddition et la multiplication entre deux complezes, on a les propriétés sui-
vantes :

— Ulensemble C muni de 'addition est un groupe commutatif de neutre 0 = (0,0) 2

— Uensemble C\ {(0,0)} muni de la multiplication est un groupe commutatif de neutre (1,0)3

— la multiplication distribue Uaddition®.
On dit que C muni de laddition + et de la multiplication X est un corps commutatif.

2. Cela signifie que ’addition posséde les propriétés suivantes :
— associativité : pour tous complexes z1, 22, 23, on a (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23)
— existence d’un neutre : le complexe e = (0,0) est tel que e + z = z + e = 2z pour tout complexe z
— tout complexe posséde un symétrique (ici, on parle aussi d’'opposé) : pour tout z, il existe 2’ tel que 2+ 2’ = e =2"+ 2
— commutativité : pour tous complexes z,2’, on a z + 2’ = 2’ + z.

3. Cela signifie que la multiplication possede les propriétés suivantes :
associativité : pour tous complexes z1, 22, 23, on a (21 X 22) X 23 = 21 X (22 X 23)
existence d’un neutre : le complexe e = (1,0) est tel que e X z = z X e = z pour tout complexe z
tout complexe non nul possede un symétrique (ici, on parle plutét d’inverse) : pour tout z # 0, il existe 2’ tel que
zx2 =e=2'x2
commutativité : pour tous complexes z,2’,on a z X 2/ = 2’ X z.

4. Cela signifie que pour tous complexes ¢, 21,22, onac X (21 +22) =c X 21 + ¢ X 22.
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Preuve. Tout se vérifie en appliquant les définitions. [

Attention, on montre que dans C (avec les opérations définies ci-dessus), il n’y a pas de relation
d’ordre compatible avec la structure de corps. On ne doit donc JAMAIS écrire des inégalités
faisant intervenir des nombres complexes.

Parmi les propriétés ci-dessus, revenons sur celle qui dit que pour tout compleze non nul (a,b), il
existe un compleze unique (c,d) tel que

(a,b) x (¢,d) = (1,0).

On dit que tout complexe non nul possede un inverse pour la multiplication. L’inverse du complexe non
nul z = (a, b) est noté % ou encore z~1; il est donné par

e b
a2 + b2’ a2 + b2 :
1.1.3 Introduction du complexe i et notations pratiques

Avec la convention d’écriture d’un blanc en lieu et place du signe x et I'identification d’un réel comme
étant un complexe particulier, la relation

(r,0) x (a,b) = (a,b) x (r,0)
s’écrit
rz=zr, lz=zl=zsir=1

avec z = (a, b).

Définition 1.1.5 On pose
i=1(0,1).

Propriété(s) 1.1.6 1) En tenant compte de l'identification de R comme sous-espace de C, tout nombre
compleze (a,b) s’écrit
z = (a,b) = a+ bi.

2) On a
i =(0,1) x (0,1) = —1.
Preuve. 1) On a en effet
z = (a,b) = (a,0)+(0,b) = a(1,0) +b(0,1) = a+ bi.
2) 11 suffit d’appliquer la définition du produit entre complexes. [J

Grace a 'introduction du complexe i et aux propriétés vérifiées par I'addition et la multiplication, le
calcul algébrique entre complexes apparait comme une généralisation naturelle du calcul dans
R en tenant compte de 2 = —1. Ainsi par exemple

(a,b) x (¢,d) = (ac — bd, ad + be)
par définition. Si l'on écrit
z=(a,b) =a+bi, 2'=(c,d) =c+di

et que l'on applique les propriétés des opérations (d’abord la distributivité), on a
(a+1b) (c+id) = ac + iad + ibc + i>bd = ac — bd + i(bc + ad),

ce qui est bien le complexe de partie réelle ac — bd et de partie imaginaire bc + ad comme annoncé.
L’inverse du complexe non nul z = a+1b s’écrit donc, en multipliant le numérateur et le dénominateur

par a — @b,
1 1 a b

2 a+bi aZ4b? _aQ—I—bQZ'




8 CHAPITRE 1. PREMIERE PARTIE

Par exemple, on a
Bi+1)i(l—4) = Bi+1)(i—i*)=GBi+1)G+1)
= 3i°4+3i+i+1
—343i+i+1
—2 + 4i.

De maniere analogue, les parties réelle et imaginaire de z = 3 sont 2/5 et —1/5, c’est-a-dire

i 2 1.
= = - — —i.
2t—1 5 5
En effet ) )
) 1 . —1-=2 1

=1 = :72_-.
51 'aic1 o (cae 520

1.1.4 Module et conjugué d’un complexe

Définition 1.1.7 Soit z = (a,b) = a + bi un compleze (a,b € R).
Le complexe conjugué de z, noté z, est le complexe
z = (a,—b) = a — bi,

c’est-a-dire le complexe qui a la méme partie réelle que z mais dont la partie imaginaire est l’opposé de
celle de z. Graphiquement, il est le symétrique de z par rapport a l'aze réel.
Le module du complexe z, noté |z|, est le nombre réel positif

o = Va2 + 22,
c’est-a-dire la longueur du vecteur d’origine O et dont l'extrémité est le point du plan de coordonnées
(a,b).

axe imaginaire
b=z z=(a,b) =a+1ib
11
2]
0 1 a=RNz=9z axe réel
—-b=9z z=(a,-b)=a—1b

On vérifie directement les propriétés suivantes.

Propriété(s) 1.1.8 1. |Z| = |z| pour tout complexe z

NS}

Rz <z, Q2] < 2] pour tout complexe z

3. |z|* = 2z pour tout complexe z

1
4. — = 73 pour tout complexe non nul z
z |4
5. |z1z2| = |z1] |22], |21 + 22| < |21] + |22| pour tous complexes z1, zo

0. Z123 = Z1 22, 21 + 29 = Z1 + Z3 pour tous complexes z1, z5.

On voit aussi directement que

z2+z z—2Z
=R
2 Y

=Gz

pour tout nombre complexe z.
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1.1.5 Racines carrées d’un nombre complexe

Théoréme 1.1.9 On a 2% = 0 si et seulement si z = 0.
Si u est un complezre non nul, alors il posséde deux racines carrées opposées. Cela signifie que

l’équation en linconnue z

u:z2

possede exactement deux solutions, qui sont des complexes opposés.

Preuve. Voir par exemple le syllabus de MATH2007 [J

Il ne faut pas oublier que la notation va désigne < la fonction racine carrée >, définie sur ’ensemble
des réels positifs. Il est donc incorrect d’utiliser la notation /z lorsque z est un complexe : cela n’a en
effet aucun sens.

En guise d’exemples, cherchons les racines carrées des complexes

zZ1 = —4, Z9 = i, zZ3 = -5+ 124.

On a z1 = 44> ; des lors, les racines carrées de z; sont 2¢ et —24.
Cherchons z,y € R tels que (x + iy)2 =14.0na

Ozaa’zfy2
1= 2zy

< {1=2x2 ou {1:—2x2
=Y
< {1:2902.

Les deux racines carrées de ¢ sont donc Q(l +1i) et —%(1 + ).
Cherchons z,y € R tels que (z + iy)2 = —5+12¢. On a

(z+iy)’ =i <« {

5= a2 — g2
6 =zxy.

(# +iy)? = —5+12i o {
En remplagant y par 6/ dans la premiére équation, on trouve

z* + 522 — 36 = 0.

Comme A = 25 + 4.36 = 169 = 132, cette équation a comme solutions * = 2 et © = —2. Des lors, les deux racines carrées de

—5 + 127 sont 2 + 3i et —(2 + 31).

1.1.6 Trindéme du second degré

Propriété(s) 1.1.10 Le polynome z + P(z) = az? +bz +c ot a,b,c sont des complezes et a # 0 admet
toujours deux zéros (deux zéros distincts ou un zéro double).

Plus précisément, si on pose A = b? — dac et si zy est un compleze tel que 23 = A alors les zéros de
ce polynome sont

—b+ 2z —b— 29
2a 2a
Si a,b,c sont réels, et si A < 0 alors les zéros sont des compleres conjugués.

Preuve. Voir par exemple le syllabus de MATH2007 [J

1.1.7 Complexes et trigonométrie
On démontre que quel que soit le complexe z, la suite

M m
ZL', M € Ny

m=0 '
converge. Sa limite est appelée ’exponentielle de z et est notée

—+00
Lm om 2 3 4

z z z
I ENE L, et =1 ELE LR
Minioo;m! mgom! p(z) = e R TR TI
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Cela étant, on démontre que, quels que soient les complexes z, 2/, on a
exp(z +2') = exp(z) exp(’),

ce qui explique d’ailleurs pourquoi on utilise la notation e* qui rappelle les puissances (lesquelles ont
justement la propriété a™ a™ = aT™ si a est un réel et n,m des naturels).
On a également

exp(z) = exp(%Z), exp(z) exp(z) = |exp(2)]? = exp(z + 2).
On définit alors rigoureusement les fonctions sinus et cosinus comme suit.
Définition 1.1.11 Pour tout réel x, on définit
cos(z) = R(e™) et sin(z) = I(e).
On en déduit que

cos(x) + isin(z) = exp(iz) = €', cos(z) —isin(xr) = e =e

—iT

pour tout réel x. De plus, comme Rz = ZJQFE et Sz = Zz_f pour tout complexe z, on déduit aussi de la
définition que
eiw + e—iz ) ei;c _ e—iaﬁ
cos(x) = —— et sin(z) = ———
(r) = (r) =

Des définitions précédentes, on déduit également ce qui suit.

Propriété(s) 1.1.12 1) Pour tout x € R, on a
le™| = 1.

2) On a cos?(z) 4 sin®(z) = 1 pour tout réel x.
3) On a (cos(z) + isin(z))™ = cos(mzx) + isin(mz) pour tout naturel m et tout réel x.
4) Pour tout z € C tel que |z| =1, il existe x € [0, 2x] unique tel que

z=e".

Preuve. 1) On a zz = |z|? pour tout complexe z. Il s’ensuit que
|ezx|2 — & eiw — T T — ir—iT 17

d’otu la conclusion car le module d’un complexe est un réel positif ou nul.
2) On a
1 =% = (R(e™))? + (3(e®))? = cos?(z) + sin?(z).
3) On a

(cos(z) + isin(z))™ = (e”)m = "™ = cos(ma) + i sin(mz).

4) Résultat admis.[]
Ajoutons quelques autres propriétés.

1) Etant donné un complexe z de module 1, ¢’est-a-dire un point du plan situé sur le cercle centré
a lorigine et de rayon 1, on sait qu'il existe un réel unique = € [0, 27| tel que z = ¢*®. On montre aussi
que la longueur de I’arc de cercle joignant le complexe 1 au complexe z vaut z.
On obtient donc la représentation suivante.
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=

sin(z)

2) La forme trigonométrique d’un nombre complexe consiste simplement & écrire celui-ci en se servant
des coordonnées polaires du point du plan qu’il détermine.

Etant donné z € C, z # 0, on sait qu’il existe un réel = € [0, 27[, unique, tel que

o e,
E
En posant
r= |Z‘7
on a
z = re'®;

c’est ce que 'on appelle la forme trigonométrique du complexe z. Les réels r et x constituent également
les coordonnées polaires du point P d’abscisse Rz et d’ordonnée 3z.

3) Interprétons & présent® la multiplication de deuz compleves. Soient z, 2’ deux complexes non nuls.
On peut écrire

donc
22 = prleilete)
La multiplication de z par z’ consiste donc en une multiplication par le réel 7 (qui s’interpréte comme
la multiplication d’un vecteur par un réel) et en une rotation d’un angle z’.
Nlustration lorsque |2/'| =7 = 1.

Y
L _ longueur de Uarc entre z et 2’ : ra’
2z
z
longueur de l'arc : rx X
0 r=lz]

5. Cf aussi MATH2007 ou l'interprétation est faite grace a la trigonométrie, sans faire appel aux propriétés de la fonction
exponentielle
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1.2 (Rappels concernant les) fonctions de plusieurs variables

Nous renvoyons au syllabus du cours MATH1009 et dans une certaine mesure, a celui du cours
MATHO0009 (la matiere de ce syllabus concernant les fonctions de plusieurs variables n’est pas toujours
completement couverte lors du cours enseigné, par manque de temps).

Dans le plan, on définit les coniques (ellipse, hyperbole, parabole), qui sont des courbes trés parti-
culieres. De méme dans ’espace, on introduit la notion de quadriques (ellipsoide, hyperboloide & une
nappe et a deux nappes, paraboloide elliptique, paraboloide hyperbolique, cylindre elliptique, cylindre
hyperbolique, cylindre parabolique), qui sont des surfaces tres particulieres.

Dans le cadre des fonctions de plusieurs variables, on définit la dérivabilité de la méme maniere qu’a
une variable, en < bloquant > successivement toutes les variables sauf une. On introduit ainsi la notion
de dérivée partielle (voir les syllabi MATH1009 et MATHO0009). Par ailleurs, la notion de< fonction de
fonction » devient la notion de < fonction composée >, en partant du méme principe qu’a une variable.
Rappelons ici le résultat concernant la dérivation des fonctions composées.

Proposition 1.2.1 a) Soient

- f une fonction de deuz variables réelles continiment dérivable sur un ouvert U de R?,
- f1, fo deux fonctions d’une variable réelle dérivables sur un ouvert J de R.

Alors la fonction définie par

F(t) = f(f1(1), f2(1))
est dérivable sur I = {t € J: (f1(t), f2(t)) € U} et on a

DF(t) = D1f(X,Y)Dfi(t) + D2f(X,Y)Df(t)

avect € I et X = fi(1), Y = fa(t).
b) Soient
- f une fonction de deuz variables réelles continiment dérivable sur un ouvert U de R?,
- f1, fo deuz fonctions de deux variables réelles dérivables sur un ouvert V. de R2.
Alors la fonction définie par

F(Ivy) = f(fl(xvy)va(xay))
est dérivable sur Q@ = {(x,y) € V : (fi(z,y), f2(z,y)) € U} et on a

Dy F(z,y) = Di1f(X,Y)Difi(x,y) + D2f(X,Y) Dy fa(z,y)

DyF(z,y) = D1 f(X,Y)Dafi(x,y) + Dof (X,Y) Dy fo(x,y)

avec (z,y) € Q et X = f1(z,y), Y = folz,y).
¢) Soient
- f une fonction d’une variable réelle dérivable sur un ouvert I de R,
- g une fonction de deuz variables réelles dérivable sur l'ouvert V de R2.
Alors la fonction définie par

F(z,y) = f(g(z,y))

est dérivable sur Q = {(z,y) € V : g(z,y) € I} et on a

DyF(z,y) = Df(X)Dag(z,y)

avec (x,y) € Q et X = g(x,y).
d) On a bien sir des résultats analogues pour des fonctions du type f(f1,..., fn) avec [ fonction de
n variables et f1, ..., fn fonctions de p variables, a valeurs réelles.

Remarque. Pour avoir la dérivabilité de la fonction composée ET D'expression explicite des dérivées
présentées dans le résultat précédent, il importe de bien vérifier les hypotheses.
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1.3 Rappels concernant le calcul intégral

Voir les notes du cours de MATH2007, MATHO0009 et MATH1009.

Rappelons que 'intégrale d’une fonction d’une variable réelle a valeurs réelles positives permet de
définir la notion d’< aire sous une courbe > et que l'intégrale d’une fonction de deux variables réelles a
valeurs réelles positives permet de définir la notion de < volume sous une surface >.

Rappelons tout de méme quelques résultats concernant l'intégration a plusieurs variables; nous ne
rappelons que ce qui nous sera utile par la suite.

Définition 1.3.1 Soit f une fonction continue sur le rectangle R =]a, b[x]e,d[. On dit que f est intégrable
sur R lorsque
e Vx €la,b], la fonction y — |f(x,y)| est intégrable sur]c,d|

et

e la fonction © — fcd |f(z,y)| dy est intégrable sur |a,b]
OU lorsque

o Yy €lc,d|, la fonction © — | f(x,y)| est intégrable sur ]a,b]
et

e la fonction y — f; |f(z,y)| dz est intégrable sur |c,d].

Remarquons que puisque ||f|| = |f|, la fonction f est intégrable sur R si et seulement si la fonction |f|
Dest.

Cela étant, si f est intégrable sur R =]a, b[X]c, d[, on démontre que
e Vz €la, b, la fonction y — f(z,y) est intégrable sur |, d|

et

e la fonction z — fcd f(z,y) dy est intégrable sur Ja, b]

ET

e Yy €]c, d[, la fonction z — f(x,y) est intégrable sur |a, b]
et

e la fonction y — f; f(z,y) dz est intégrable sur ]e, d|
ET (permutation de 'ordre d’intégration sans changer la valeur de l'intégrale)

[ [ asar - /: (/Cdf(x,y) dy> dr - /Cd </adbf(a:,y) dx) iy

ou la notation
// f(x,y) dxdy
R

désigne l'intégrale de f (fonction de deux variables) sur 'ensemble R.

1.4 Intégrales paramétriques

Les intégrales paramétriques (et leur dérivation) représentent un outil tres important de l'analyse.
Elles apparaissent notamment dans le cadre de ’analyse de Fourier et du produit de convolution de
fonctions.

Dans le présent cours, nous ne considérerons ces intégrales que dans le cas de l'intégration a une
variable et dans le cas d’un seul parameétre réel.

Comme leur nom l'indique déja, les < intégrales paramétriques > sont des fonctions qui sont définies
par des intégrales, comme suit

A= /f(:c,)\) dzx.
A

Des le départ, il convient de fixer un cadre qui donne sens a cette définition :
e A est un sous-ensemble de R (le plus souvent un intervalle) ; le parametre A varie dans un sous-ensemble
de R également, noté par exemple A, et qui sera considéré ouvert lorsqu’il sera question de dérivation
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e [ est une fonction définie sur le produit cartésien A X A et, pour tout A € A, la fonction x — f(x, \)
est intégrable sur A.

Enongons a présent le < Théoreme de dérivation des intégrales paramétriques > dans le cas d’une
seule dérivation.

Théoréme 1.4.1 (Dérivation des intégrales paramétriques) On reprend les notations et les hy-
pothéses naturelles ci-dessus. En outre, on suppose que
e quel que soit x € A, la fonction X\ — f(x, ) appartient a Cy(A)
o quel que soit A € A, la fonction x — f(x,\) est intégrable sur A
e (*) quel que soit l’ensemble borné fermé K inclus dans 'ouvert A, il existe une fonction gx intégrable
sur A telle que

‘Dkf(xv)‘”SgK(x)a VCL’GA, VAEK

Sous ces conditions, la fonction \ — fA f(x, A) dx appartient o C1(A) et < on peut dériver sous le signe
intégral >, ce qui signifie que

DA/Af(x,)\) dx = /AD)\f(:zr,)\) dz, VA eA.

Remarque 1.4.2 1) Lorsque f € C1(A’ x A) avec A’ ouvert contenant A et lorsque A est borné et fermé,
Uhypothése (*) est automatiquement satisfaite.

2) Pour n dérivations (n naturel strictement plus grand que 1), on demande que A — f(x,\) ap-
partienne & Cn(A), que les dérivées (par rapport a \) jusqu’a lordre n — 1 soient intégrables sur A et
que la majoration qui apparait dans (*) fasse intervenir DY f(x, ). On obtient alors que la fonction
A fA f(z, A\) dz appartient a C,(A) et que la dérivation s’effectue encore de la méme maniére (jusqu’a
lordre n).

Exemple(s) 1.4.3 Un exemple trés utile pour la suite. . .

Pour tout réel a > 0, la fonction x — e—aa”

+oo
/ e~ dr = 1\/?
0 2Va

Cette égalité est appelée formule de Poisson et elle est fondamentale en statistiques notamment
(intégration de gaussiennes, loi normale, ...) Pour la preuve de ce résultat, voir les notes du cours
Math00009.

On a en fait la généralisation suivante : pour tout a > 0 et tout b € R, la fonction x — cos(bx)e

est intégrable sur R et on a
—+oo
1
/ cos(bx) e dy = - v/ T e=b*/(4a)
0 2Va

Puisque les valeurs de la fonction cosinus sont dans [—1, 1] et que la fonction x +— e~

est intégrable sur R et on a

7(11?2

2 L
T est intégrable sur

R (quand a > 0), il est clair que = — cos(bx) e~ est intégrable sur R quels que soient a > 0 et b € R.
Cela étant cette égalité peut étre démontrée en ayant recours au théoreme de dérivation des intégrales
paramétriques.

On fixe a > 0 et on considére a fonction (z,b) — cos(bz) e~ avec A = [0,400], A =Ret (x,b) €

A x A. Notes a compléter (voir cours enseigné).

1.5 Transformation de Fourier des fonctions intégrables sur R

1.5.1 Définition et interprétation

Donnons tout d’abord 'introduction suivante, récupérée dans wikipedia (extraits)
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[...] La transformation de Fourier associe a une fonction intégrable sur R et & valeurs réelles ou
complezes, une autre fonction sur R appelée transformée de Fourier dont la variable indépendante peut
s’interpréter en physique comme la fréquence ou la pulsation.

[...] La transformée de Fourier représente une fonction par la densité spectrale dont elle provient, en
tant que moyenne de fonctions trigonométriques de toutes fréquences.

Lorsqu’une fonction représente un phénomeéne physique, comme l’état du champ électromagnétique ou
du champ acoustique en un point, on l’appelle signal et sa transformée de Fourier s’appelle son spectre.

Pour illustrer cette introduction, voir la fin de cette sous-section.

Définition 1.5.1 Soit f une fonction intégrable sur R. La transformée de Fourier < négative > de f est
la fonction

F~f yERH/Re_i‘Tyf(x) dx
et la transformée de Fourier < positive > de f est la fonction
Ftf : yeRw / e f(z) d.
R
Pour la valeur en y de ces fonctions, on utilise les notations
Fof Fif

ou encore

(F f) @), (F*f) ).

Notons que cette définition a bien un sens puisque pour tout y, la fonction x + ™Y f(z) (resp.
x e Y f(x)) est intégrable sur R puisqu’en module c’est | f].

Remarque 1.5.2 Pour toute fonction f intégrable sur R, on a
Fo I = ]:fyf Vy € R.

Preuve. 11 s’agit d’une simple écriture différente pour I’expression

/Re_”’y flx) de = /e”(_y) f(z) dz.

R

Pour illustrer un peu l'introduction qui met 'accent sur ’aspect fréquentiel de la transformation de
Fourier, notons que, pour tout r > 0 (indispensable de recouper le cosinus, lequel n’est pas intégrable sur
R)

sin(r(y + 1)) sin(r(y — 1)
y+1 y—1
sin(2r)
2

siy#1, y# -1
Fy (cos X(-rr) =

+r siy=1letsiy=—1

La plus grande valeur de cette transformée de = +— cos(1a) = cos(—1x) est donc en —1 et 1, c’est-
a~dire qu’il y a un < pic > en ces points. En théorie des distributions ou I'on peut vraiment prendre la
transformée de Fourier de la distribution définie par le cosinus, on trouve effectivement les distributions
de Dirac.
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Signal el “on specire

.

r'J \'\ nn"l 'ul"u"n JUi il“u
|
Y |

1.5.2 Exemples

Exemple(s) 1.5.3 Transformation de Fourier de X[,y (a,b € R) et de e~ (@ >0) :

6:I:iby _ e:tiay

st 0
FyXah) = +iy v7
b—a siy=0
Fho-all _ 2a
y € - y2 4+ q2’
En particulier, pour tout r >, on a
2sin(ry) ,
— st 0
Fy X(-ra] v7
2r sty =0.

Preuve. Ce sont des calculs immédiats d’intégrales simples. [

Le premier exemple montre que la transformée de Fourier d’une fonction intégrable n’est pas nécessairement

intégrable. Lorsqu’on aura besoin de cette propriété, on devra donc donner des conditions suffisantes pour
avoir cette intégrabilité. Dans la suite, nous donnons les deux résultats les plus courants, bien utiles plus
loin dans le cours.

Par ailleurs, ces deux exemples (ainsi que celui qui suit) conduisent & des transformées qui sont

continues sur R et ont une limite nulle & I'infini. Ces propriétés sont en fait vraies pour toute transformée
de Fourier de fonction intégrable, comme démontré dans la suite.

Voici alors un exemple qui se révelera fondamental dans la preuve du théoreme de Fourier.

Exemple(s) 1.5.4 (Le cas des fonctions gaussiennes) Pour tout a > 0 on définit la gaussienne gq

par

2

go(z) = e, zeR.

Cette fonction est intégrable et on a

N\ 1/2
Fifga = (5) 91/(4a) (%) pour tout x

On en déduit que

FiFtg, = 2mga(z) pour tout x

Preuve. L’intégrabilité des gaussiennes est claire. Cela étant, on a directement (on se réfere & une

intégrale « remarquable > obtenue par le théoréme de dérivation des intégrales paramétriques), quel que
soit y € R,

. 2
.7:yiga = /eimye*‘” dz
R



1.5. TRANSFORMATION DE FOURIER DES FONCTIONS INTEGRABLES SUR R 17

+oo R
= 2/ cos(zy) e " dx
0

T o—v*/(4a)
a
s
= \/ gg(4a)*1(y)'

On vient donc de voir que la transformée de Fourier d’une gaussienne est un multiple d’une gaussienne. Re-
prenons alors la transformée de Fourier de cette transformée de Fourier, en utilisant I’expression générale
qui vient d’étre trouvée. Quel que soit = € R, on a successivement °

™ T ™
ff}"iga = \/;ffg(4a)1 = \/; Wg(4(4a)—1)—1(l‘) = 27rga(x)

et on conclut. [J

1.5.3 Premiéres propriétés

Propriété(s) 1.5.5 (1) La transformation de Fourier est un opérateur linéaire.
(2) La transformée de Fourier d’une fonction intégrable f est une fonction bornée sur R car on a

F 1l < / f@) dz VyeR

(3) La transformée de Fourier d’une fonction intégrable f est une fonction continue” sur R.
(4) (Riemann-Lebesgue) La transformée de Fourier d’une fonction intégrable f tend vers 0 a linfini.

Preuve. (1) C’est immédiat vu la linéarité de l'intégration.

(2) C’est immédiat car le module d’une exponentielle imaginaire pur est égal a 1 :

Fof| = \ [ i@ as| < [l 1f@) a0 = [li@las wer

(3) Admis
(4) Admis O

1.5.4 Dérivation et transformation de Fourier
Propriété(s) 1.5.6 (1) Si f € CL(R) et si D*f est intégrable sur R quel que soit « tel que o < L alors
+ Ha _ - Na T+
FyDf = (Fiy)* Ff VyeR

(2) Si les fonctions x — x® f(x) (a < L) sont intégrables, alors FXf € Cr(R) et, quel que soit a tel

que |la| < L, on a
Da]-"jf = (+0)” /xo‘ et f(x) dx Yy e R.
R

Preuve. (1) Pour L = 1, cela résulte directement d’une intégration par parties. De fait, les deux limites

lim (eﬂ:ia:y f(x)) , IBEHOO (eﬁ:izy f(x))

r—r—+o0

sont nulles car elles existent et les fonctions z + eT%¥ f(z) sont intégrables & l'infini. Le cas général
s’effectue de méme, en répétant la manoeuvre précédente.

(2) L’expression
+ +is
Fof = /Re Y f(x) dx
est une intégrale paramétrique. Dans le cas présent, vu les hypotheses données, celles du théoreme de

dérivation sont clairement satisfaites comme on le vérifie tout de suite et ainsi on obtient la dérivabilité
et U'expression des dérivées en permutant dérivée et intégrale. [.

6. Ici, les deux transformées de Fourier + sont les mémes car une gaussienne est paire; cependant, pour le théoreme de
Fourier en toute généralité, cela ne sera pas toujours le cas et il importera de respecter 'alternance des < signes >
7. et méme uniformément continue
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1.5.5 Intégration et transformation de Fourier

On a vu précédemment que la transformée de Fourier d’une fonction intégrable n’est pas nécessairement
intégrable. Donnons ici une condition suffisante pour qu’elle le soit.

Propriété(s) 1.5.7 Si f € Cx(R) est tel que f,Df et D2f soient intégrables sur R, alors FXf est
intégrable.

Preuve. Notons tout d’abord que 1’on a la continuité de la fonction dont on veut montrer I'intégrabilité.
Cela étant, on obtient I'inégrabilité tout de suite car
2 |Fif| = |22 FFf| = |[FaD*f] < C Va

donc, pour tout = # 0, on a

C

2

|71

IN

et on conclut étant donné I'intégrabilité de la fonction x + 1/22 & l'infini. O

1.5.6 Théoréme de transfert et de Fourier

Propriété(s) 1.5.8 (Transfert) Si f et g sont intégrables alors

[ Fr o) o = [ f@) Fg do

Preuve. Il est clair que les deux membres de ’égalité ont un sens car le produit d’une fonction intégrable
par une fonction bornée est intégrable.

Cela étant, une simple permutation de l'ordre d’intégration permet de conclure. De fait, la fonction
(z,y) = |f(y)]|g(x)| est intégrable sur R? et on a

/Rfff g(z) dv = A(/}Rei’” () dy) g(x) dz
_ /R < /R £ g(2) d:u) () dy

= / Frg fy) dy
R
O
Théoréme 1.5.9 (Fourier) Si f est intégrable et de transformée de Fourier intégrable, on a
FYFEf = 2nf
en tout point ot f est continu.

Preuve. Admis OJ

NOTONS ICI QU’IL EST INDISPENSABLE D’ETRE CAPABLE D’EXPRIMER CETTE EGALITE EN UN REEL
QUELCONQUE EN EXPLICITANT LES INTEGRALES QUI < SE CACHENT > DANS LES TRANSFORMEES DE
FOURIER.

1.6 Produit de composition

Nous présentons ici I’essentiel, avec pour but la présentation d’un autre outil de 'analyse du signal
que la transformation de Fourier ET un lien fondamental entre ces deux outils.

Définition 1.6.1 Soient f et g deux fonctions définies sur R ; siy € R et si la fonction x — f(x) g(y—x)
est intégrable, son intégrale est notée

(F*9)(y) = /R £(2) gly — ) da.

Lorsque la fonction x — f(x) g(y —x) est intégrable pour tout y, le produit de convolution (ou de compo-
sition) de f et g est la fonction
y = (f*9)(y).
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Propriété(s) 1.6.2 Le produit de composition est commutatif et linéaire sur chacun des facteurs.

Preuve. C’est immédiat par changement de variable (linéaire) : on a

0w = [ @)oo = [ fy=0a0) dt = = o)
La linéarité est immédiate étant donné la linéarité de 'intégrale. O
Interprétation 1.6.3 Voir cours et aussi le descriptif par exemple a I’adresse
https ://fr.wikipedia.org/wiki/Produit_de_convolution

Propriété(s) 1.6.4 (Produit de composition et transformée de Fourier) Si f et g sont intégrables
alors

FH(frg) = F5f Fg

c’est-a-dire que la transformée de Fourier du produit de composition de deux fonctions intégrables est
égale au produit des transformées de Fourier des deux fonctions.

Preuve. Montrons que le produit de composition existe et définit une fonction intégrable. Comme rien
n’indique que le produit de deux fonctions intégrables soit intégrable, il n’est pas évident a priori que la
fonction x — f(z) g(y — ) soit intégrable. Mais si on s’y prend autrement, 'intégrabilité va apparaitre
tout de suite. De fait, pour x fixé, la fonction

y = | f(@)]g(y — )|

est intégrable puisque g l'est ; ensuite, la fonction

ro / F@) gl —2)| dy = /()] / 9y — )| dy = |f(@) / l9(t)] dt

est intégrable puisque f l'est. Il s’ensuit que la fonction de deux variables

(z,y) = f(z)g(y — @)

est intégrable et on conclut (cf le chapitre sur 'intégration & plusieurs variables du cours MATH1009).
On a alors directement, quel que soit x € R,

Fi(frg) = /i”y(f*g)()dy

[ (frono-oa)
- fpo(fema-na)
/R £(t) ( / Firlttu) g du> dt

— /R et £(1) ( /R e g (u) du> dt

= < /R e g(y) du> X ( /]R et £(¢) dt)

= FrgxF;l
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Chapitre 2

Seconde partie

2.1 Le développement limité de Taylor

Commengons par présenter les développements limités de Taylor a plusieurs variables. Pour cela il
est essentiel de bien se rappeler ’énoncé dans le cas d’une variable.

Théoreme 2.1.1 (Développement limité de Taylor, ouvert quelconque) .

Cas de lordre 1. Soit Q un ouvert de R? et soit f € C1(Q), f a valeurs réels. Pour tous points (xq,yo),
(z,y) de cet ouvert qui sont tels que les points du segment qui les relie appartiennent encore a l'ouvert, il
existe to € [0,1] tel que

f(x,y) = f(xo,y0) + (2 — x0) D1 f(uo,vo) + (¥ — yo) D2 f(uo, vo)

ot on a posé ug = xo + to(x — o) et vo = yo + to(y — Yo)-
Cas de Lordre 2. Soit Q un ouvert de R? et soit f € C2(S2), f @ valeurs réels. Pour tous points (o, vo),

(z,y) de cet ouvert qui sont tels que les points du segment qui les relie appartiennent encore a ouvert, il
existe to €]0, 1] tel que

flz,y) = f(xo,y0) + (x — 20)D1f(20,%0) + (¥ — yo)D2.f (0, Y0)

32
+%D%f(uo, vo) + (& = 20)(y — yo) D1D2f (uo, vo) +

(y —90)*

9 D%f(uo,vo)

ot on a posé ug = xg + to(x — o) et vo = yo + to(y — Yo)-

Preuve. Effectuons la démonstration dans le cas de 'ordre 1. Pour 'ordre 2, la procédure est la méme
mais fait intervenir plus de dérivées partielles et est donc plus lourde.
La droite passant par les points de coordonnées (xg,yo) et (z,y) a pour équation paramétrique

{X:x0+t($—:c0) LER:

Y =yo+t(y —yo)
des lors les points du segment joignant (zg,yo) et (x,y) ont pour coordonnées
(0 +t(x = 20),00 + ty — w0)) . ¢ €[0,1].
Comme les points de coordonnées (xg,yo) et (z,y) appartiennent & un ouvert (), il existe une boule

centrée en chacun d’eux qui reste dans 'ouvert. (Introduire un dessin) Par conséquent, il existe r > 0 tel
que les points de coordonnées

(xO +t(r —w0),y0 + t(y — yo)) , tel—r 147

appartiennent tous a louvert 2. Comme la fonction f appartient a C1(Q2) et que les fonctions ¢t —
zo+t(x — zp et t — yo +t(y — yo) appartiennent & Co (] — 7, 1 +7[), la fonction de fonction F' définie par

F(t)=f (xo +t(x — 20),yo +t(y — yo))

21
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appartient a C1(] — r, 1+ r[) et pour tout t €] —r,1+r[, on a
DF(t) = (Dif)(X,Y) (x —z0) + (D2f)(X,Y) (y = 0)

avec

X =x0+t(x—x0), Y =yo+ty— o)

Cela étant, comme 0,1 €] — r,1 + r[, le théoréme des accroissements finis dans 'intervalle | — r, 1 + 7]
donne lexistence de tg €]0, 1] tel que

F(1) = F(0) + DF(to).
Comme on a F(1) = f(x,y), F(0) = f(x0,y0) on obtient
fzy) = f(@o,y0) + (z — 20)(D1.f)(uo, v0) + (y — yo)(D2.f)(uo, vo)

avec ug = o + to(x — o) et vo = yo + to(y — yo).O

2.2 Extrema : définitions et premiere propriété
Commengons par donner quelques définitions et une propriété importante, tout cela étant une simple

généralisation du cas d’une variable. Dans les présentes notes, nous ne présenterons que le cas de deux
variables.

Définition 2.2.1 Soit f une fonction de deur variables réelles définie dans A C R?, a valeurs réelles.
e La fonction f admet un minimum (resp. mazimum) local en (xg,y0) € A s’il existe € > 0 tel que

f(z,y) = f(zo.y0) (resp. f(z,y) < f(20,90)) V(z,y) € A |z —z0| S et |y —yo| <e.
e La fonction f admet une minimum (resp. mazimum) global en (zg,y0) € A si
f(zy) = f(xo, o) (resp. flz,y) < fzo,90)) V(2z,y) € A.
e Lorsque les inégalités entre les valeurs de la fonction sont strictes sauf en (xg,yo) bien sir, on parle

de minimum et de mazimum strict (local ou global).

e Si A est ouvert et si f est dérivable dans A, on appelle point stationnaire de f dans A tout point
de A qui annule les deux dérivées partielles de f.

Comme dans le cas d’une variable, on appelle extremum un minimum ou un maximum.

Optimisation d'une fonction de deux
variables

Partie 1 ; Extremums locaux ou relofifs
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Optimisation d'une fonction de deux variables

- a— Bl Svpok

P

- - = FEl| pgy . - E &
Parthe 2 : Ces extremums absdlus ol globaux

Et voici la propriété qui montre que dans la recherche des extrema d’une fonction dérivable, on ne
doit s’intéresser qu’aux points stationnaires. La preuve est tout a fait analogue au cas d’une variable.

Propriété(s) 2.2.2 Tout extremum local d’une fonction dérivable dans un ouvert est un point station-
naire pour cette fonction.

Cela étant si la recherche d’extrema d’une fonction d’une variable qui est deux fois dérivable est
directe par étude des deux premieres dérivées, il n’en est plus de méme dans le cas d’une fonction de deux
variables. De fait, le développement limité de Taylor d’une fonction deux fois continiment dérivable est
plus complexe bien que toujours tres naturel : il fait intervenir toutes les dérivées partielles secondes,
donc ici la somme de trois termes et non plus un seul terme comme dans le cas d’une variable. L’étude
du signe de cette somme de trois termes est donc plus ardue. Cette étude fait en fait appel a du calcul
matriciel, et plus précisément aux propriétés des matrices symétriques réelles.

2.3 Compléments de calcul matriciel

Soit une matrice réelle symétrique

(puisque la matrice est réelle, on a donc a, b, c € R). On a les résultats suivants.

Propriété(s) 2.3.1 1. Les valeurs propres A1, Ay de A sont réelles.
2. La matrice A est toujours diagonalisable par une matrice S telle que SS=1I (I désigne la matrice
identité).
3. Les deuin valeurs propres sont strictement positives (resp. négatives) si et seulement si XAX >0
(resp. XAX < 0) pour tout vecteur colonne non nul X.
Si A1 A2 < 0 alors XAX peut changer de signe en fonction de X.

4. Les deux valeurs propres sont strictement positives (resp. négatives) si et seulement si le déterminant
de A est strictement positif et a > 0 (resp. a < 0).
On a Mg <0 si et seulement si le déterminant de A est strictement négatif.

Preuve (1) C’est immédiat par simple calcul : les valeurs propres d’une matrice sont les zéros de son
polynome caractéristique, lequel est ici

a— A c
A — det ( c b_ ) >
ou encore, en développant

a— A c
det< c b—)\)

(a=N(b-=X) — ¢

= M —(a+bA+ab —
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Le réalisant (discriminant) de ce polyndme est égal a
(a+0b)% —4(ab—c*) = a®+2ab+ V> —4dab+4c® = a® —2ab+ b +4c* = (a —b)? +4c%

comme a, b, c sont des réels et que le carré d’un réel est toujours positif, ce réalisant est un réel positif.
On peut donc conclure que le polynome a deux zéros réels.

(2) Soit
= (5)

un vecteur propre réel de valeur propre \;. Quitte & le multiplier par une constante non nulle, on peut

supposer que N

S _ (xl —U1 >
Yy I1
On obtient immédiatement
35 — Ty e R T
—Y1 T Y1 T1 0 1

S71AS = SAS

est une matrice diagonale. La premiere colonne de S est le vecteur propre X ; notons Z la seconde colonne
de S et remarquons que X7 et Z sont des vecteurs colonnes orthogonaux, c’est-a-dire X127 =0 = ZX;.
Cela étant, les colonnes de la matrice AS sont les vecteurs AX; et AZ ; on peut donc écrire

Cela étant, définissons S par

Montrons alors que

AS = (AX, AZ).

On obtient ainsi

§as = [ N ) (ax, az) = [ BN A2
Z ZAX, ZAZ

Comme X est vecteur propre de A de valeur propre A\ et tel que )A(;Xl =1,ona AX; =\ X et

S48 — A X AZ )
MZX, ZAZ

Mais ZXl = 0 donc

Gas = (M XAz )
0 ZAZ

On sait aussi que A est symétrique, c’est-a-dire A= A. Ainsi,
La matrice

est donc symétrique, c’est-a-dire que ses éléments situés de part et d’autre de la diagonale principale sont
égaux. Il s’ensuit que X1 AZ = 0 donc que SAS est une matrice diagonale.

Pour (3) : A compléter (voir cours enseigné).

(4) Le polynéme caractéristique de A est le polynome

A= A2 —(a+bA4+ab—c2=A=X2)(A=A2) =22 = (A1 + AN+ Ao,
On en déduit que

a+b: Al +>\2
ab — c? = det(A) = A\ Ao



2.4. RETOUR AUX EXTREMA : CAS DES EXTREMA DITS « LIBRES > 25

On obtient donc tout de suite (seconde égalité) que le déterminant de A est strictement négatif si et
seulement si A\; Ay < 0 c’est-a-dire si et seulement si les valeurs propres sont de signe différent.

Il est tout aussi évident vu la seconde égalité que le déterminant de A est strictement positif si et
seulement si A\; Ay > 0 c’est-a-dire si et seulement si les deux valeurs propres sont de méme signe.

On peut alors conclure. De fait
-si les deux valeurs propres sont strictement positives (resp. négatives) alors le déterminant est strictement
positif et ab = ¢2 + det(A) > 0 donc a et b ont le méme signe. Comme a + b = A\; + A2, on obtient que
a+b> 0 (resp. a+b < 0) donc a et b sont strictement positifs (resp. négatifs) puisque de méme signe et
de somme strictement positive (resp. négative).
-réciproquement, si a > 0 (resp. a < 0) et det(A) > 0, alors les deux valeurs propres sont de méme signe;
comme ab = ¢? +det(A) > 0, a et b sont aussi de méme signe, c’est-a-dire positif (resp. négatif). Une fois
encore, de I'égalité a + b = Ay + Ao, on en déduit que si a > 0 (resp. a < 0) alors les valeurs propres sont
strictement positives (resp. négatives).

|

Remarque : une matrice S telle que SS =T est appelée matrice orthogonale. On a alors S~! = =S et
SS = I. Les égalités SS=TetSS=1 signifient que les colonnes de S ont des vecteurs orthonormés, de
méme que les lignes.

2.4 Retour aux extrema : cas des extrema dits < libres >

Gréce aux résultats concernant les matrices réelles symétriques qui viennent s’ajouter au développement
limité de Taylor, nous avons les outils pour démontrer un résultat donnant des conditions suffisantes pour
qu’un point stationnaire soit un extremum.

Propriété(s) 2.4.1 Soient un ouvert Q de R?, une fonction f € C2(Q), a valeurs réelles et un point
(x0,y0) appartenant a 2, stationnaire pour f.

(1) Si det Hy(wo,y0) > 0 et si D} f(xo,y0) est un réel strictement positif, alors le point (zo,yo) est
un minimum local strict de f dans ).

(2) Si det H(z0,y0) > 0 et si D? f(xo,y0) est un réel strictement négatif, alors le point (zo,yo) est
un maximum local strict de f dans €.

(3) Si det Hf(xo,y0) < 0 alors le point (xo,yo) n'est pas un extremum de f dans Q.

Preuve. Pour démontrer ce résultat, il suffit de reprendre le développement limité de Taylor de f a
Pordre 2 au point stationnaire (xg,yo), d’utiliser une propriété de la continuité qui permet d’avoir une
inégalité autour d’un point lorsque on ’a seulement au point et d’utiliser les résultats de la section 2.3.

Comme (xg,yo) appartient & un ouvert, on sait qu’il existe ¢ > 0 tel que si (z,y) est tel que |[z—xz¢| < €
et |y —yo| < ¢, alors (z,y) € Q (cela signifie que si (z,y) est voisin du point (¢, yo) de Pouvert alors il est
aussi dans cet ouvert). De plus, un tel point est donc dans un carré centré en (xg,yo), donc le segment
qui le relie & (xp,yo) est aussi inclus dans le carré, donc dans ’ouvert.

Cela étant, par le développement limité de Taylor, on sait alors qu'il existe un point (ug,vg) sur le
segment qui relie (zg,yo) et (x,y) tel que

32
wD%f(uo, v0) + (. — 20)(y — yo) D1 D2 f (uo, vo) +

(y — 90)2

D) Dgf(uo,vo)

f(@,y) = f(xo,y0) +
(les termes avec les dérivées premiéres sont nuls puisque (2, yo) est un point stationnaire). Notons X le

vecteur colonne
< r — X )
Y—1Y0

f(z,y) = f(xo,v0) + %XHf(Uo,Uo)X

ou Hy est la matrice hessienne de f.

Maintenant, on voudrait bien str utiliser les hypotheéses sur la matrice hessienne, lesquelles font
intervenir le point stationnaire et non (ug,vp)! C’est donc le moment de se rappeler une propriété fort
importante des fonctions continues. Comme f est deux fois continiment dérivable, les dérivées secondes
sont continues, donc aussi le déterminant de sa matrice hessienne.

On obtient ainsi
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Les hypotheses de (1) impliquent donc existence de 1 > 0, que l’on peut bien str prendre plus petit
que ¢, tel que 'on ait encore det Hy(s,t) > 0 et D?f(s,t) > 0 pour autant que |s —zo| < 1 et [t—yo| < 7.

On va alors conclure facilement en utilisant les point (3) et (4) de la Propriété 2.3.1. De fait, en
prenant (z,y) tel que |z — xo| < n et |y — yo| < m, on a aussi |ug — xo| < 1 et |vg — yo| < 1. Des
lors det H(ug,vo) > 0 et D? f(ug,vo) > 0, donc les deux valeurs propres de la matrice H(ug,vo) sont
strictement positives et on en déduit finalement

)?Hf(uO,?}o)X >0

pour autant que (x,y) # (2o, yo). On obtient ainsi

Flevs) = SGo,m0) + 3 X Hyluo, w)X > f(zo, o)

et on en conclut que (zg,yo) est bien un minimum local strict de f dans €.

Bien str la preuve s’adapte tout de suite au cas des hypotheses (2).

Enfin, si le déterminant de la matrice hessienne de f en (x¢, yo) est négatif, il le reste dans un voisinage
de ce point, les valeurs propres de H(ug,vo) sont donc de signe opposé et I'on applique & nouveau (3)
et (4) de a propriété 2.3.1 pour finalement conclure que comme XH #(u0,v0)X peut changer de signe, le
point (zg, yo) n’est pas un extremum de f dans Q. O

Considérons quelques exemples.

e La fonction f(x,y) = 22 — y?, (z,y) € R? est indéfiniment contintiment dérivable sur R? et est &
valeurs réelles. Sa représentation graphique est la surface d’équation cartésienne z = x2 — 2 il s’agit
donc d’un paraboloide hyperbolique (voir la partie consacrée au quadriques). Le seul point stationnaire
de f est lorigine; la matrice hessienne de f est constante (c’est bien siir le cas pour toutes les fonctions

polynomiales de degré 2) et est
2 0
0o -2 /-

Le déterminant de cette matrice est égal & —4 et le point stationnaire n’est donc pas un extremum. On
parle de < point selle >, car la forme de la surface autour de ce point ressemble & une selle de cheval. On
aurait d’ailleurs pu voir tout de suite (& savoir sans passer par la matrice hessienne) que l'origine n’est
pas un extremum. En effet, on a f(z,0) = 22 > 0 = £(0,0) pour tout et f(0,y) = —y*> < 0 = f(0,0)
pour tout y.
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e La fonction f(z,y) = 2% — 2zy +y3/3 — 3y, (z,y) € R? est indéfiniment contintiment dérivable sur
R? et est & valeurs réelles. Cherchons-en les points stationnaires. On a

Dif(z,y) =22 -2y et Dof(x,y)=—2z+y*—3

donc

{ Dy f(x, N

=Y
Dsf(a, ~2-3=0
=Y
1

)y —3)=0
:—1 ou r=9y=23.

x
Cela étant, la matrice hessienne de f est la matrice

(ot i) = (5 )

Au point stationnaire (—1, —1), elle est égale a

(% 32)

matrice dont le déterminant est égal a —8. Ce point stationnaire n’est donc pas extremum.
Au point stationnaire (3, 3), elle est égale &

(%7%)

matrice dont le déterminant est égal a 8. Comme la dérivée seconde de f par rapport a la premiere variable
vaut 2 (en tout point), la fonction a un minimum local strict au point stationnaire (3, 3). Regardons alors
si ce minimum est global. On a f(3,3) = —9; comme f(0,y) = y3/3 — 3y, on a limy_,_ f(0,y) = —00;
des lors le minimum est seulement local.

e Le résultat théorique (conditions suffisantes pour avoir un extremum) ne permet pas toujours de
conclure, parce que les hypotheses ne sont pas vérifiées. Par exemple il se peut que la fonction ne soit pas
deux fois dérivable. Il se peut aussi que le déterminant de la matrice hessienne soit nul, ou que la dérivée
seconde en la premiere variable soit nulle. Dans ce cas, il faut revenir a la définition des extrema.

Par exemple, pour f(z,y) = a* +y* (z,y) € R? et g(x,y) = 23 + 3> (z,y) € R?, le seul point
stationnaire est 'origine. Mais en ce point, les dérivées secondes de f et de g sont nulles. Des lors la matrice
hessienne est nulle et on ne peut pas conclure en utilisant le résultat théorique précédent. Cependant,
il est clair que f admet un minimum global strict & I'origine. Et pour g, comme on a g(z,0) = 2° et
g(0,0) = 0, lorigine n’est pas extremum étant donné que l'on a g(x,0) = 2% > 0 si x est positif et
g(z,0) = 2% < 0 si z est négatif.

2.5 Application a la régression linéaire

Nous renvoyons ici & des pages extraites d’un ancien syllabus, en annexe.

Régression linéaire simple
9000 1 o

80001
7000 1

60001

C

5 5000 -

o

O 4000+
30001
20001
1000 1
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2.6 Les extrema liés (extrema < sous contrainte >)

En plus du cours enseigné, en guise d’introduction, on peut aller voir les pages en annexe (obtenues
via wikipedia).

Considérons tout d’abord le cas d’une fonction f a valeurs réelles, de deux variables, définie et
continiiment dérivable dans un ouvert 2 pour laquelle on doit rechercher les éventuels extrema, mais
pas dans €2 tout entier, mais seulement parmi les points de 2 qui sont situé sur une courbe, par exemple
d’équation g(z,y) = 0, ol g est une fonction contintiment dérivable dans 2, & valeurs réelles. On dit que
I’on cherche a extrémaliser f sous la contrainte g = 0.

On va montrer le résultat suivant.

Propriété(s) 2.6.1 Si le point (zg,yo) de Q est un extremum local de f sous la contrainte g = 0 alors
il existe X € R tel que (xg,yo, A) vérifie

D1 f(z0,y0) = AD1g(0,%0)
Ds f(x0,y0) = AD2g(x0,y0)
g(xo,yo) =0

Preuve. Voir plus loin [

Remarquer que le point (g, 30, A) est alors un point stationnaire pour la fonction (appelée < Lagran-
gien »)
L : (x,yQ\) = f(xvy) - )‘g(xay)v

car

o

D1L($0,y07>\) = le(xmyo)—)\Dlg(iUo;yo) =
DyL(x0,y0,A) = Daf(z0,90) — AD2g(z0,%0) = 0
DsL(z0,y0,A) = —g(xo,50) = 0

Rechercher un extremum sous contrainte consiste donc a tout d’abord s’assurer qu’il existe, ensuite a
résoudre le sytéeme d’équations ci-dessus et ensuite & chercher le ou les extrema en évaluant la fonction en
chacune des solutions trouvées. Rappelons que si Pensemble {(z,y) €  : g(z,y) = 0} est fermé borné
et que f est continu sur cet ensemble, alors les extrema existent.

Venons-en alors a la justification de la propriété 2.6.1. Un résultat dont la preuve sort du cadre de ce
cours affirme ce qui suit (on peut se convaincre que cela peut étre vrai en prenant des exemples concrets,
cf cours).

Proposition 2.6.2 Soit g € C1(R2), a valeurs réelles et soit (xg,yo) € Q tel que (D1g(xo, yo), D2g(zo, o)) #
(0,0). Alors il existe un intervalle ouwvert I de R, un réel ty € I, des fonctions ¢1,g2, a valeurs réelles,
appartenant a C1(I), un voisinage V' de (x9,yo) tels que g1(to) = o, g2(to) = yo et

—
~
=

= g1
z,y) =0 (zx,y) eV & Jtel:
o) =0 (2,) {ozal

~

De plus (Dg1(to), Dga(to)) # (0,0).

Cela étant, rechercher les extrema locaux de f sous la contrainte g = 0 revient donc a chercher les
extrema de la fonction

F(t) = t= f(gl(t)aQQ(t))7 tel

On retombe donc dans le cas d’extrema libres pour une fonction d’une seule variable. Si maintenant
(z0,y0) est extremum de f sous la contrainte g = 0, alors ¢y est extremum de F' donc est un point sta-
tionnaire pour celle-ci car F' est contintiment dérivable dans I (comme composée de fonction contintiment
dérivables). Comme

DF(t) = (D1f)(91(t),g2(t)) Dg1(t) + (D2f)(91(t), g2(t)) Dga(t)
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on obtient 1’égalité (*)
0= DF(to) = (D1f)(x0,%0) Dg1(to) + (D2f)(wo,y0) Dga(to).

Mais on a aussi
g(g1(t),g2(t)) = 0 Vtel,

on en déduit que (**)
0 = (D19)(%0,90) Dg1(to) + (D29)(w0,y0) Dga(to)-

Les deux égalités (*) et (**) peuvent se réécrire

{ (D1f)(x0,y0) Dgi1(to) + (D2f)(z0,y0) Dga2(to) =
(D19)(z0,y0) Dgi1(to) + (D2g)(wo,y0) Dg2(to) =

S o

ou encore, sous forme matricielle

(Dagfommy Detteorl Y (Dt ) = (0)

Cela étant, comme (Dg;(to), Dg2(to)) # (0,0), on en déduit que la matrice

( D1 f(w0,90) D2f(z0,90) )
D1g(wo,y0) Dag(wo,yo)

n’est pas inversible ou, de maniere équivalente, que son déterminant est nul. Maintenant, comme la
seconde ligne de la matrice n’est pas nulle, la premiere en est un multiple donc il existe A € R tel que

{ D1 f(x0,y0) = AD1g(0,%0)
Dy f(x0,y0) = AD2g (0, Yo)

Comme g(xg,y0) = 0, on a donc bien obtenu le sytéme annoncé dans la propriété 2.6.1

2.7 Les extrema sur des ensembles fermés bornés

Voir cours et répétitions.



