Compléments de mathématique Année académique 2021-2022
Bloc 2, Bacheliers en Chimie; Bloc 3, Bacheliers en Géographie

Test de rentrée : Solutions

Exercice 1. (a) Les solutions de 'exercice sont reprises dans le tableau suivant :

z1 -1 0 1
22 1 1 V2
23 -1/2 1/2 V2/2
24 | €7 cos(Ja) | eRsin(Ja) | R

En particulier, si a = it, avec t € R, alors Rzy = cos(t), Szg = sin(t) et |z4] = 1.

(b) Les solutions (aussi bien dans R que dans C) de la premiére équation sont 0 et 3. Par contre, la
seconde équation n’admet aucune solution réelle. Ses solutions complexes sont alors 1 +i et 1 — 4.

57 1lwm 13w 197
40 40 4 4

e 1 ( sin(2) cos(2) )
VB sin(2) (v2cos(a) + 1) —V51tg(2) V10cos(a) )

Exercice 2. (a) La matrice A est inversible lorsque a € [r, 57 \ { et, pour un tel a,

(b) Les valeurs propres de la matrice B sont 2+ et 2 —i. La matrice B est diagonalisable et la matrice
i 1
=(17)

5—1BS=(2“ 0 )

est telle que

0 2—1

Exercice 3. (a) Les réponses sont compilées dans le tableau suivant :

Domaine de dérivabilité Dérivée premiére
; R _ele]
1+ sin®(x)
—sin(x)
2y/cosx
20 +1
24+ —2
fa R In(2)2*

™ ™
fa Ukez}—E—I—Qkﬂr;E—i—Qkﬂr[

f3 ] =005 =2 U]l +00]

(b) Les solutions générales de ’équation différentielles s’écrivent
1
fiRSC:ize <§+cl)e2u02@*2h?

ou C et C5 sont des constantes complexes arbitraires.

Exercice 4. Le domaine de dérivabilité de la fonction f est ’ensemble
A= {(:v,y) eR?: |yl < \x|}

Il peut étre représenté par laire grise donnée ci-dessous (dont les bords ne sont pas compris dans I'en-
semble).



Si(x,y) € Aetsiy#0,o0na
1 1

Exercice 5. La fonction du point (a) n’est pas intégrable sur 'intervalle proposé. Pour le reste, les inté-
grales sont définies et valent respectivement

(b) 03
(c) H—ﬂ,g;

(d) 7"

Exercice 6. L’ensemble E peut se représenter comme suit (les bords sont compris).

L’intégrale demandée vaut 1.
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Compléments de mathématique Année académique 2021-2022
Bloc 2, Bacheliers en Chimie; Bloc 3, Bacheliers en Géographie

Test de rentrée : résolution de I’Exercice 3.(b)

Résoudre I’équation différentielle
D?f(z) —4f(z) = 1 + *.

Solution : Pour rappel, on peut trouver la forme générale des solutions de cette équation en recherchant la
forme générale des solutions de I’équation homogeéne associée, puis en lui ajoutant une solution particuliére
de I’équation étudiée.

(1) Résolution de l’équation homogéne
D?f(x) — 4f(z) = 0.
Le polynéme caractéristique associé est
Pz 2% —4,
dont les racines valent respectivement 2 et —2. Dés lors, les solutions s’écrivent
fo:R—=C:aw— C1e** + Coe 22,
ou C et Cy sont des constantes complexes arbitraires.

(2) Recherche d’une solution particuliére de l’équation de départ.
Il est possible de décomposer cette recherche en deux parties :

(a) Recherche d’une solution particuliére de I’équation
D*f(z) —4f(z) = 1.

Dans ce cadre, on peut rechercher une solution constante (dont les dérivées de n’importe
quel ordre s’annulent), ce qui méne a

—Af(x)=1% f(z)=—-1/4.
Ainsi, une solution particuliére est donnée par
fi:R>C:z— —1/4.
(b) Recherche d’une solution particuliere de ’équation
D*f(x) — 4f(x) = €**.

Ici, on peut utiliser la technique dite des exponentielles-polynémes. Celle-ci nous apprend
que cette équation admet une solution de la forme

fo:R—C:z— Azbe?®,

ol A est une constante & déterminer et  est la multiplicité de 2 comme racine du polynome
caractéristique de 1’équation homogéne. Or, 2 est justement une racine de ce polynome, en
particulier de multiplicité 1 : on a donc # = 1. Pour trouver A, on remarque d’abord que

Dfy(z) = Ae*® 4+ 2Axe*® et  D?fo(x) = 4Ae** + 4Azxe®,
ce qui implique que
D?fy(z) — Afo(x) = 4Ae®® + 4Aze®® — 4Aze® = 4Ae%.
Vu I’équation a résoudre, on voit qu’on peut prendre A = 1/4.
De 14, on en déduit qu'une solution particuliére de ’équation de départ est donnée par

fo:R=C:z fi(z) + fo(z) = —1/4 + 2e** /4.



Au total, la forme générale des solutions de ’équation différentielle s’écrit
1
fiR=>C:axw- fu(z)+ fplz) = (% —|—C’1) e** + Che " — 7

ou (7 et C5 sont des constantes complexes arbitraires.

F. Bastin et L. Demeulenaere — 14 septembre 2021
2



