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QUESTIONNAIRE

1. On donne la fonction f explicitement par

(a) En déterminer les approximations polynomiales & 'ordre 1 et 2 en 0.
(b) Donner une expression explicite du reste de ces approximations.

(c) Dans un méme repére orthonormé, représenter ces approximations ; représenter aussi f au voi-
sinage de 0 et justifier la position du graphique de la fonction f par rapport aux graphiques des
approximations en utilisant la notion de reste.

2. On donne la fonction f explicitement par
f(a,y) = (y? — 2%) +In(2).

(a) Déterminer le domaine d’infinie dérivabilité de cette fonction.
(b) Dans un repere orthonormé, représenter ce domaine en le hachurant.
(c) Calculer I'expression suivante en tout point de ce domaine et la simplifier au maximum.

yDy f(2,y) + 2Dy f(x,y)

3. On donne 'ensemble hachuré A ci-contre. 11

Si elle existe, déterminer la valeur de l'intégrale /

1= [, s %\

4. On donne ’ensemble

E={(z,y) eR?*:2* +y* < 4,2 <y,z <0}

(a) Représenter 'ensemble E' dans un repeére orthonormé en le hachurant.
(b) Si possible, calculer la valeur de l'intégrale suivante en justifiant vos démarche et réponse.

1
I = ——— dx dy.
//];4+(:v2+y2)2 i

5. (a) Soit la matrice

0 0 sin(m + «)
M = 1 tan(a)  tan(a) , a €l —m/2,m/2].
cos(m — ) sin(2a) cos(m + «)

Donner la condition nécessaire et suffisante pour que la matrice M soit inversible. Dans ces condi-
tions, calculer uniquement 1’élément (M 1)z 3. Simplifier au maximum 1’expression.

(b) Les enfants aiment qu’on leur raconte des histoires et souvent les mémes pendant un certain
temps. Ils ont le choix entre trois histoires : les Aristochats, Blanche-Neige et Cendrillon.



Si un enfant choisit d’abord les Aristochats, pour la suivante, il choisira & nouveau cette histoire
avec une probabilité de 60% ; sinon il choisira Cendrillon 1 fois sur 10.

S’il choisit d’abord Blanche-Neige, pour la suivante, il choisit les Aristochats 1 fois sur 5 et Cendrillon
1 fois sur 10.

S’il choisit d’abord Cendrillon, pour la suivante, il choisit 3 fois sur 10 les Aristochats, 1 fois sur 5
Blanche-Neige.

(1) Déterminer la matrice de transition.
(2) Quelle est, & long terme, la probabilité que ’enfant choisisse Banche-Neige ?

6. Etudier la convergence des séries suivantes. Si elles convergent, en donner la somme.

> ey 0)> (30 (rs) o (1) )

j=2 m=2

CORRIGE

Ezxercices

1. On donne la fonction f explicitement par
f(x)

a) En déterminer les approximations polynomiales & ’ordre 1 et 2 en 0.
(a) PP poly

oz
T 1-—2z

Solution. La fonction est infiniment dérivable sur R\ {1/2}. En dérivant, on a successivement

1—-224 22 1
Diw) = =57 ~ =

—2)(—2 4
D*f(a) (( —)(2x):2 - (1 —2x)3"°
Dgf($> _ 4(_3)(_2) _ 24

(1—-22)* (1-22)*"°

Comme f(0) =0, Df(0) =1et D2f(0) = 4, si on note P, I'approximation polynomiale de f &
I’ordre n en 0, on a
P(z) = f0)+Df(0)z = z,

f(0)+Df(0)x+D2f(0)"%2 = r+22% 2 €R.

PQ({E)

(b) Donner une expression explicite du reste de ces approximations.
Solution. Si on note R, le reste de I'approximation polynomiale de f a ’ordre n en 0, alors pour
tout x € R, il existe uy et uy compris entre 0 et x tels que

4 22 222
R = . T = /3
(@) 1-2u)? 2 (1-2w)?
24 z3 4g3
R = — — = R.
2(2) T 2w)! 31 (12w “©
Notons qu’il est possible d’exprimer ces restes a l’aide de la définition :
x 222
R = - P = P
(@) = f@)-Pi(e) = s —w =

Ro(x) = [f(z) - Pa(z) =

_ N 423
(z+ 2z )771_% , v € R\ {1/2}.



(c) Dans un méme repére orthonormé, représenter ces approximations; représenter
aussi f au voisinage de 0 et justifier la position du graphique de la fonction f par
rapport aux graphiques des approximations en utilisant la notion de reste.

Solution. Considérons les premiéres expressions des restes.

D’une part, vu son expression, Rj(x) est du signe de 1 — 2uy. Cela étant, on a 1 — 2t > 0 si et
seulement si ¢ < 1/2. Deés lors si x est voisin de 0, alors © < 1/2 et u; < 1/2 aussi puisque u; est
compris entre 0 et x; il s’ensuit que 1 — 2u; > 0 donc Ry(z) > 0, Vz voisin de 0. Le graphique de
f est donc situé au-dessus de celui de P, au voisinage de 0.

D’autre part, vu son expression, Rao(x) est du signe de z. Par conséquent, Ro(xz) > 0, Vo > 0 au
voisinage de 0 et Ro(z) < 0, Vo < 0 au voisinage de 0. Le graphique de f est donc situé en dessous
de celui de I'approximation P> pour les points d’abscisse négative et au-dessus de celui de P, pour
les points d’abscisse positive.

Si on utilise la définition des restes pour les exprimer, on aura le raisonnement suivant.

D’une part, Ry (z) est du signe de 1 — 2z. Comme 1 — 22 > 0 au voisinage de 0, on a Ry (z) > 0, Vz
au voisinage de 0. Le graphique de f est donc situé au-dessus de celui de P, au voisinage de 0.
D’autre part, comme 1 — 2z > 0 au voisinage de 0, Ry(z) est du signe de x. Par conséquent,
Ry(z) > 0, YV > 0 au voisinage de 0 et Ro(x) < 0, Vx < 0 au voisinage de 0. Le graphique de
f est donc situé en dessous de celui de I'approximation P, pour les points d’abscisse négative et
au-dessus de celui de P, pour les points d’abscisse positive.

Voici la représentation graphique de P;, P, et f au voisinage de 0.

. On donne la fonction f explicitement par
fla,y) = (y* — 2%) +In(2).

(a) Déterminer le domaine d’infinie dérivabilité de cette fonction.
(b) Dans un repére orthonormé, représenter ce domaine en le hachurant.

(c) Calculer ’expression suivante en tout point de ce domaine et la simplifier au
maximum.

yDy f(2,y) + 2Dy f(x,y)

Solution.

(a) Le domaine d’infinie dérivabilité de f est l’ensemble
A={(z,y) €R*: 9% — 2% >0, > 0}.

(b) Sa représentation graphique est la partie hachurée du plan, bords exclus.



(c) En tout point de A, on a

2y —2z 1
yDyf(%Zl)"‘xsz(m?y) = yyz_xz +x<y2—x2+x>
292 — 222
= 2 2 1
Y T
2.,1/,2_ 2
= %7”
e —y
= 3.
Y oy
z =1

3. On donne 1’ensemble hachuré A ci-contre.

Si elle existe, déterminer la valeur de 11 a
P’intégrale /

2y
I = —— dx dy.
//A S +20) Y

2y
Va(y® + 22)

{y) R0 ety’ +20#0 } = {(v,y) ER? 12 #0 et y® # —2a}

Solution. La fonction f : (z,y) — est continue sur

donc sur
A={(z,y) eR?:z€]0, ] ety € [—Va,—Vz/2]},
borné non fermé . Etudions I'intégrabilité de f sur A sachant que |f(z,y)| = —f(z,y), V(z,y) € A.
2 —2
Tz (y2y+ 27) = i est continue sur R donc

Va(y® + 2z)

Pour z fixé dans ]0, 1], la fonction h : y —




sur le fermé borné [—+/z, —y/x/2 ]. Elle est donc intégrable sur cet ensemble. On a

VEZ gy 1 VT2
/\/E %mdy = - [ (|y* + 22)] ~V7

= (ln (% + Qx) - ln(3:v))

_ (m (%f) - ln(3x)>
In (192”;)

- %

- %

|
-5~ %

Il

|
%
8

5
S
e~ W
N———

puisque In(a) — In(b) = In(a/b),Va,b > 0.

3 1
La fonction g : * — —1In (4> \3? est continue sur Ry donc sur |0, 1]. Elle est intégrable en 0
x

puisque la fonction z +— 1/2° est intégrable en 0 si et seulement si s < 1 et ici s = 1/3.
Des lors, f est intégrable sur A. En reprenant les calculs précédents avec f et non |f]|, on obtient

1 —Vz/2 2%
[ o= / / S R
0 —vi  Vz(y?+2z) Y
1
1 3
[ 5 (3)
3\ [t 1
B 1“(4)  E "

SOHG!

. On donne ’ensemble
E={(v,y) eR*:2? +9y* <4,x <y,z <0}

(a) Représenter ’ensemble F dans un repére orthonormé en le hachurant.
(b) Si possible, calculer la valeur de I'intégrale suivante en justifiant vos démarche et

réponse.
1
I= —————— dx dy.
//E i@y Y

Solution. (a) Voici la représentation graphique (partie hachurée du plan, bords compris) de 1’en-
semble F.



(b) La fonction f : (z,y) — 1/ (4 + (2 +y*)? ) est continue sur R? donc sur I'ensemble E fermé
borné ; elle est donc intégrable sur E.

En passant aux coordonnées polaires, I’ensemble d’intégration E’, en bijection avec ’ensemble
EN\{(0,0)}, s’écrit E' = {(r,0) : r €]0,2],0 € [7/2,57/4]} et la fonction & intégrer est la fonction

1

g:(r,0)— f(rcos(),rsin(f)) = m

multipliée par le jacobien r. Par application du théoreme d’intégration par changement de variables,
I'intégrale demandée est donc égale a

2 57 /4 ,
J = / / ———df | dr
0 x2 A+ (r?)?

1 2 r 57 /4

= - T ar) - / df
4 </0 1+ (r?/2)? ) /2
1 2 -

= 7 larctan(r?/2)] 5 - 075"
1 om

= 1 (arctan(2) — arctan(0)) - (4 - 2)

= | (axctan(2) ~0) - %”

= ?—garctan@).

. (a) Soit la matrice
0 0 sin(m + «)
M = 1 tan(a)  tan(a) , o€l —7/2,7/2[.

cos(m — ) sin(2a) cos(m + «)

Donner la condition nécessaire et suffisante pour que la matrice M soit inversible.
Dans ces conditions, calculer uniquement 1’élément (M_1>2’3. Simplifier au maximum
I’expression.

Solution. La matrice M est inversible si et seulement si det M # 0. Vu les formules de trigonométrie



et en appliquant la premiere loi des mineurs a la premiere ligne, on a

0 0 sin(m + «)
det M = 1 tan(a) tan(a)
cos(m — ) sin(2«a) cos(m + @)
0 0 ~ sin(a)
= 1 tan(a) tan(a)
—cos(a) 2sin(a)cos(a) — cos(a)
_ sinfa 1 tan(a)
o ()] _ cos(a) 2sin(a) cos(a) ’

= —sin(a) (2sin(a) cos(a) + sin(a))
= —sin®*(a) (2cos(a) +1).

Donc det M # 0 si et seulement si
. 1 2w 47
sin(a) # 0 et cos(a);é—§ & (a#km) et a;«é?—l—le et a# ?+2k‘ﬂ' , Vk e Z.
Comme « €] — /2, 7/2], la matrice M est donc inversible si et seulement si

a #0.

Dans ce cas, 'élément (M ~1)s 3 peut étre calculé et, si M est la matrice des cofacteurs, cet élément
vaut

(M~ 1)p3 = detM(]\Z)ZS

B 1 ’ 0 —sin(a) ‘
sin?(a) (2cos(a) +1) | 1 tan(a)
sin(a)
sin?(a) (2 cos(a) + 1)
1
sin(a) (2 cos(a) +1)°

(b) Les enfants aiment qu’on leur raconte des histoires et souvent les mémes pendant
un certain temps. Ils ont le choix entre trois histoires : les Aristochats, Blanche-Neige
et Cendrillon.

Si un enfant choisit d’abord les Aristochats, pour la suivante, il choisira & nouveau
cette histoire avec une probabilité de 60% ; sinon il choisira Cendrillon 1 fois sur 10.
S’il choisit d’abord Blanche-Neige, pour la suivante, il choisit les Aristochats 1 fois sur
5 et Cendrillon 1 fois sur 10.

S’il choisit d’abord Cendrillon, pour la suivante, il choisit 3 fois sur 10 les Aristochats,
1 fois sur 5 Blanche-Neige.

(1) Déterminer la matrice de transition.

(2) Quelle est, a long terme, la probabilité que ’enfant choisisse Banche-Neige ?
Solution.
(1) Soient Ag, By et Cj les situations initiales respectives : on raconte < les Aristochats >, <« Blanche-
Neige » et < Cendrillon > ; soient Ay, By et C , ces mémes situations a la fin du récit de la premiere
histoire. On a donc

A 0,6 0,2 0,3 Ao
B |=|03 07 02 By
Ch 0,1 0,1 0,5 Co



et la matrice de transition 1" est

) )

0
0,
0

)

0,
0,
0

)

T =

)

o O O
—= W
— =1
Ul N W

)

(2) Puisque la matrice de transition est réguliere, la situation & long terme est donnée par le vecteur
propre de probabilité de valeur propre 1. Si 1 est la matrice identité, les vecteurs propres relatifs a
la valeur propre 1 sont les vecteurs non nuls X tels que

-0,4 0,2 0,3 x 0
(T-1)X=0 < 0,3 —0,3 0,2 y | =1 o
0,1 0,1 -0,5 2 0

—4dx+2y+32=0
3z —3y+22=0
z4+y—5z=0

3r—3y+22=0

{
{
{

N 6 = 13z
6y =17z
13
=z
& i
Yy=-¢§=
13
X ?Z
z z

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont donc les vecteurs du type

13
cl| 17 avec c¢ € Co.
6
Comme ¢(13+17+6) =1 c= %, le vecteur de probabilité est

13 13
36 36
17 — 17
3 | — | 36
6 1
36 6

et, & long terme, la probabilité que Penfant choisisse Blanche-Neige est de 17/36.

. Etudier la convergence des séries suivantes. Si elles convergent, en donner la somme.

oXils  0E () ()

j=2 m=2

Solution.
(a) Puisque

242
lim J — =2,
jotoo 14 52

le terme général de la série
+oo

252

Jj=2

ne tend pas vers 0; cette série n’est donc pas convergente.



(b) Pour tout M € N\ {0,1} on a

> (0 ()~ (7)) =

Il
M=

E
N
3
+
1/
M:

E
N
3
\_/

m=2 m=2
M+1
1
= Z sin sin
m=3 m=1 m

= lim sin| —— ) —sin|[ ——
M —+o00 m—+1 m—1
m=2
y in(1)—sin (1) +sin (L) +sin (1
u i>m+oo sin sin 2 sin 7 sin M1
in(1 . 1 T . 1 T . 1
() sin (5 )+ tim s {7 ) i o s

= —sin(1) —sin (;) :

En effet, vu le théoreme des limites de fonction de fonction,

Ml_l)m+Oo Mir = 0 (reR)et tlgr(l)sm(t) =0

donc

1
li i =0.
i (575)

La série est donc convergente et sa somme vaut

—sin(1) — sin @) .
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QUESTIONNAIRE

1. On donne la fonction f explicitement par

(a) En déterminer les approximations polynomiales & 'ordre 1 et 2 en 0.

(b) Donner une expression explicite du reste de ces approximations.

(c¢) Dans un méme repere orthonormé, représenter ces approximations ; représenter aussi f au voi-
sinage de 0 et justifier la position du graphique de la fonction f par rapport aux graphiques des
approximations en utilisant la notion de reste.

2. On donne la fonction f explicitement par
fla,y) = (y* — 2%) +In(2).

(a) Déterminer le domaine d’infinie dérivabilité de cette fonction.
(b) Dans un repere orthonormé, représenter ce domaine en le hachurant.
(c) Calculer I'expression suivante en tout point de ce domaine et la simplifier au maximum.

yDy f(z,y) + 2D f(x,y)

sl v
y=a’
3. On donne "’ensemble hachuré A ci-contre. )
Si elle existe, déterminer la valeur de 'intégrale

2x 4]

I = / — dz dy. ! *

AY |
| X
2 1 1

4. On donne ’ensemble
E={(z,y) eR?*:2? +y*> <4,z <y,2 <0}

(a) Représenter ’ensemble FE dans un repere orthonormé en le hachurant.
(b) Si possible, calculer la valeur de I'intégrale suivante en justifiant vos démarche et réponse.

1
I= ] ——— dudy.
//E4+x2+y2 Y

5. (a) Soit la matrice

0 0 sin(—«)
M = 1 tan(a) tan(a) , o €]l —m/2,m/2[.
cos(—a) sin(2a) cos(m + «)
Donner la condition nécessaire et suffisante pour que la matrice M soit inversible. Dans ces condi-

tions, calculer uniquement 1’élément (M _1)273. Simplifier au maximum 1’expression.

(b) Les enfants aiment qu’on leur raconte des histoires et souvent les mémes pendant un certain
temps. Ils ont le choix entre trois histoires : les Aristochats, Blanche-Neige et Cendrillon.



Si un enfant choisit d’abord les Aristochats, pour la suivante, il choisira & nouveau cette histoire
avec une probabilité de 60% ; sinon il choisira Cendrillon 1 fois sur 10.

S’il choisit d’abord Blanche-Neige, pour la suivante, il choisit les Aristochats 1 fois sur 5 et Cendrillon
1 fois sur 10.

S’il choisit d’abord Cendrillon, pour la suivante, il choisit 3 fois sur 10 les Aristochats, 1 fois sur 5
Blanche-Neige.

(1) Déterminer la matrice de transition.

(2) Quelle est, & long terme, la probabilité que I'enfant choisisse Banche-Neige ?

CORRIGE

Ezxercices

1. On donne la fonction f explicitement par

(a) En déterminer les approximations polynomiales &4 ’ordre 1 et 2 en 0.
Solution. La fonction est infiniment dérivable sur R\ {1/2}. En dérivant, on a successivement

1 -2+ 22 1
Df@) = a5 ~a=me

—2)(—2 4
D*f(a) (( —)(233):Z - (1—2x)3 "’
D f(z) = A=3)(=2) 24

(1—-22)* (1-22)4"°

Comme f(0) =0, Df(0) =1et D?f(0) = 4, si on note P, I'approximation polynomiale de f &
l'ordre n en 0, on a

P(z) = fO)+Df0)z = =z,

PQ(H?)

f(O)+Df(O)a:+D2f(O)xQ—2 = z+22% z€R.

(b) Donner une expression explicite du reste de ces approximations.
Solution. Si on note R, le reste de I'approximation polynomiale de f a l’ordre n en 0, alors pour
tout x € R, il existe u; et us compris entre 0 et x tels que

4 x2 222
R = _—
(@) 1—2w)? 2 (1—2uw)’
24 3 4z?
Rofw) = —— 2 " _ LeR

(1 - 2U2)4 ' 3' (1 - 2U2)47

Notons qu’il est possible d’exprimer ces restes a 1’aide de la définition :

Ril@) = f@)-P() = 5 —a= o
X :ES
Row) = f(o) = Pola) = 15— (w4 20%) = = w € R\ {12},

(c) Dans un méme repére orthonormé, représenter ces approximations; représenter
aussi f au voisinage de 0 et justifier la position du graphique de la fonction f par
rapport aux graphiques des approximations en utilisant la notion de reste.

Solution. Considérons les premieres expressions des restes.



D’une part, vu son expression, R;(x) est du signe de 1 — 2u;. Cela étant, on a 1 — 2t > 0 si et
seulement si ¢ < 1/2. Deés lors si « est voisin de 0, alors z < 1/2 et uy < 1/2 aussi puisque u; est
compris entre 0 et x; il s’ensuit que 1 — 2u; > 0 donc Ry (z) > 0, Vz voisin de 0. Le graphique de
f est donc situé au-dessus de celui de P; au voisinage de 0.

D’autre part, vu son expression, Ro(z) est du signe de z. Par conséquent, Ro(x) > 0, Vo > 0 au
voisinage de 0 et Ro(z) < 0, Vo < 0 au voisinage de 0. Le graphique de f est donc situé en dessous
de celui de 'approximation P, pour les points d’abscisse négative et au-dessus de celui de P, pour
les points d’abscisse positive.

Si on utilise la définition des restes pour les exprimer, on aura le raisonnement suivant.

D’une part, R;(x) est du signe de 1 — 2z. Comme 1 — 2z > 0 au voisinage de 0, on a R;(z) > 0, Va
au voisinage de 0. Le graphique de f est donc situé au-dessus de celui de P; au voisinage de 0.
D’autre part, comme 1 — 2z > 0 au voisinage de 0, Ry(z) est du signe de x. Par conséquent,
Ro(x) > 0, Vx > 0 au voisinage de 0 et Ra(x) < 0, Va < 0 au voisinage de 0. Le graphique de
f est donc situé en dessous de celui de I'approximation P, pour les points d’abscisse négative et
au-dessus de celui de P, pour les points d’abscisse positive.

Voici la représentation graphique de Py, P> et f au voisinage de 0.

/ 7
Y P‘_)/ P o,
s
/ a
f / 7
\ 14 TR //
\ L0
\ !,
\ ’
\ 0 y X
1 -
- =0 1
2
o

. On donne la fonction f explicitement par
f(z,y) =In(y? — 2%) + In(2).

(a) Déterminer le domaine d’infinie dérivabilité de cette fonction.
(b) Dans un repére orthonormé, représenter ce domaine en le hachurant.

(c) Calculer l’expression suivante en tout point de ce domaine et la simplifier au
maximum.

yDy f(z,y) + 2D, f(z,y)

Solution.

(a) Le domaine d’infinie dérivabilité de f est I’ensemble
A={(z,y) €ER*:9* —2% >0, 2 > 0}.

(b) Sa représentation graphique est la partie hachurée du plan, bords exclus.



(c) En tout point de A, on a

2y —2z 1
yDyf($7y)+$Dwf(mvy) = nyfo +x(y2x2+x>
292 — 222
= 2 _ 2 1
y: -z
2.%.2_ 2
= (2 y2)+1
x?—y

3. On donne ’ensemble hachuré A ci-contre.
Si elle existe, déterminer la valeur de
P’intégrale

2
I:/ = dv dy.
AY

2
Solution. La fonction f : (x,y) — —355 est continue sur {(w,y) eR?:y#0 } donc sur
Y

A:{(x,y)ERQ:xE]foo,fl] ety € [fx,xz}},

fermé non borné. Etudions l'intégrabilité de f sur A sachant que |f(z,v)| = —f(z,y), Y(z,y) € A.

2
Pour z fixé dans | — oo, —1], la fonction h : y +— —i

x
= —— est continue sur Ry donc sur le fermé
Yy
borné [—z,x? ]. Elle est donc intégrable sur cet ensemble. On a

2 172

2z -1
[, = M
_ 11 1
oo \xT g3 )7

est continue sur Ry donc sur | — 0o, —1]. Son intégrabilité en —oo

La foncti ) 171

a 0nct10ng.x»—>§ e
est évidente puisque la fonction x — 1/|z|° est intégrable en —oo si et seulement si s > 1 (ici s =7
et s = 3); ainsi, g est intégrable sur | — oo, —1].



Des lors, f est intégrable sur A. En reprenant les calculs précédents avec f et non |f|, on obtient

-1 22 -1 -1
% 1 11 17 1 1 11 1
I= Lay) de == S OO PR E S B
/_OO (/_x Yo y) T /_Oo <x3 :177> . 2{ 2:172+6:z:6}00 17127 7%

puisque lim 1/z =0.
Tr—r— 00

. On donne ’ensemble
E={(z,y) eR?*:2* +y* <42 <y,z <0}

(a) Représenter I’ensemble E dans un repére orthonormé en le hachurant.
(b) Si possible, calculer la valeur de I'intégrale suivante en justifiant vos démarche et

réponse.
1
I= ———— dx dy.
//E iy Y

Solution. (a) Voici la représentation graphique (partie hachurée du plan, bords compris) de 1’en-
semble E.

Y
2 y=x
// X
0 2
2y’ =4

(b) La fonction f : (z,y) — 1/ (4 + 2® + y?) est continue sur R? donc sur I'ensemble E fermé borné;
elle est donc intégrable sur F.

En passant aux coordonnées polaires, I’ensemble d’intégration E’, en bijection avec ’ensemble
EN\{(0,0)}, sécrit E' = {(r,0) : v €]0,2],6 € [7/2,57/4]} et la fonction & intégrer est la fonction

1

g (r,6) = f(rcos(9), rsin(6)) = 1

multipliée par le jacobien r. Par application du théoréeme d’intégration par changement de variables,
I'intégrale demandée est donc égale a

2 57 /4 r
I = / / —_do | dr
0 2 A+
2 5m/4
(/ 727"2 dr) : / a9
o 4+r /2
2 -
[n(j4+r2)]g - 00275

(In(8) — In(4)) - <5; B g)

N~ N~ N~



puisque In(z) — In(y) = In(x/y), Yx,y > 0.

. (a) Soit la matrice

0 0 sin(—a)
M= 1 tan(a) tan(a) , a €] —7/2,7/2].
cos(—a) sin(2a) cos(m + «)

Donner la condition nécessaire et suffisante pour que la matrice M soit inversible.
Dans ces conditions, calculer uniquement I’élément (M ') ;. Simplifier au maximum
P’expression.

Solution. La matrice M est inversible si et seulement si det M # 0. Vu les formules de trigonométrie
et en appliquant la premiere loi des mineurs a la premiere ligne, on a

0 0 sin(—«)
det M = 1 tan(a) tan(a)
cos(—a) sin(2a) cos(m+ «)
0 0 —sin(a)
= 1 tan(a) tan(a)
cos(a) 2sin(a)cos(a) — cos(a)
— sinla 1 tan(a)
o (a) cos(a) 2sin(a) cos(a) ‘

= —sin(a) (2sin(a) cos(a) — sin(a))
= —sin?(a) (2cos(a) —1).
Donc det M # 0 si et seulement si
sin(a) # 0 et cos(a) # % & (a#km) et (a;ﬁ §+2k7r et a# —g+2k7r) , Vk e Z
Comme « €] — /2, 7/2], la matrice M est donc inversible si et seulement si
a#—7m/3, a#0 et aFw/3.

Dans ce cas, 'élément (M ') 3 peut étre calculé et, si M est la matrice des cofacteurs, cet élément
vaut

M—l
( 2.3 det M

B 1 ’ 0 —sin(a) ‘
sin?(a) (2 cos(a) — 1)
sin(a)
sin?(a) (2 cos(a) — 1)
1
sin(a) (2 cos(a) — 1)

(b) Les enfants aiment qu’on leur raconte des histoires et souvent les mémes pendant
un certain temps. Ils ont le choix entre trois histoires : les Aristochats, Blanche-Neige
et Cendrillon.

Si un enfant choisit d’abord les Aristochats, pour la suivante, il choisira & nouveau
cette histoire avec une probabilité de 60% ; sinon il choisira Cendrillon 1 fois sur 10.



S’il choisit d’abord Blanche-Neige, pour la suivante, il choisit les Aristochats 1 fois sur
5 et Cendrillon 1 fois sur 10.

S’il choisit d’abord Cendrillon, pour la suivante, il choisit 3 fois sur 10 les Aristochats,
1 fois sur 5 Blanche-Neige.

(1) Déterminer la matrice de transition.

(2) Quelle est, a long terme, la probabilité que I’enfant choisisse Banche-Neige ?
Solution.
(1) Soient Ay, By et Cj les situations initiales respectives : on raconte < les Aristochats >, < Blanche-

Neige > et < Cendrillon > ; soient Ay, By et C; , ces mémes situations a la fin du récit de la premiere
histoire. On a donc

A 0,6 0,2 0,3 Ag
B |=103 07 02 By
4 0,1 0,1 0,5 Co

et la matrice de transition 1" est

0,
0,
0

)

0,
0,
0

)

~

I
co o
—= W

R L
Tl W

(2) Puisque la matrice de transition est réguliere, la situation & long terme est donnée par le vecteur
propre de probabilité de valeur propre 1. Si 1 est la matrice identité, les vecteurs propres relatifs a
la valeur propre 1 sont les vecteurs non nuls X tels que

-0,4 0,2 0,3 x 0
(T-1)X=0 & 0,3 —0,3 0,2 y | =1 o
0,1 0,1 -0,5 2 0

—4dr4+2y+32=0
3r—3y+22=0
r4+y—52=0

3x—3y+22=0

|
{
{

N 6 = 13z
6y =17z
13
==z
& 17
Yy=%~%
13
X ?Z
z z

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont donc les vecteurs du type

13
cl| 17 avec c¢ € Co.
6
Comme ¢(13+17+6) =1 c= %, le vecteur de probabilité est

13 13
36 36
17 — 17
3 | — | 36
6 1
36 6

et, & long terme, la probabilité que Penfant choisisse Blanche-Neige est de 17/36.



