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LISTE 5 : FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES (2)

’I. Dérivation des fonctions composées‘

Théorie
Pour faire les exercices, il est indispensable de bien connaitre les résultats donnant la dérivabilité d’une
fonction composée ainsi que 'expression de ses dérivées partielles en termes des dérivées partielles des
fonctions qui interviennent dans sa définition.

Rappels de théorie (on ne travaille qu'avec des variables réelles)
Comparons le théoréeme de dérivation des fonctions composées lorsqu’on ne travaille qu’avec une seule
variable ou plusieurs et observons les similitudes.

(a) Fonction d’une variable. Soient

- f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert J de R

- ¢ une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de R tel que g(z) € J quel que soit z € I
Alors la fonction F(z) = f(g(z)) = (f o g)(x), « € I est dérivable sur I et on a

(DF)(z) = D(fog)(x) = (Df)(g(x)) - Dy(z).

Le dessin ci-dessous explique comment est construite la fonction F' = f o g.

I J’
o f(X)

La formule de dérivation est obtenue en effectuant le produit de la dérivée de la fonction f (la plus a
droite sur le dessin) et de la dérivée de la fonction g.

(b) Fonctions de plusieurs variables (plusieurs cas possibles). Soient
- f une fonction de 2 variables continfiment dérivable sur un ouvert U de R?
- f1, fo deux fonctions de 2 variables dérivables sur I'ouvert € de R? tel que

(f1i(z,y), fo(z,y)) € U pour tout (z,y) € Q.
Alors, la fonction F : (z,y) — f(f1(z,y), f2(z,y)) est dérivable sur et on a
(DGJF)(xay) = (Duf>(f1<$7y),f2($,y)> (Dmfl)(xﬂy) + (Dyf)(fl(x,y),fQ(iU,y)) (D:L’fQ)(x7y)

et

(DyF)(x,y) = (Duf)(fr(z,9), f2(x, ) (Dyfr)(2,y) + (Do f)(f1(2,y), f2(2,y)) (Dyf2)(,y)

ou u et v sont respectivement les premiere et deuxieme variables de f.
Le dessin ci-dessous explique comment est construite la fonction F.

) (uav) = f(fl(ﬂf,y),fQ(-T,y))

L’expression de chaque dérivée partielle de F' s’obtient en effectuant une somme de deux termes. Par
exemple, la dérivée de F' par rapport a sa premiére variable est la somme du produit de la dérivée de f



par rapport a sa premiere variable par la dérivée de fi par rapport a sa premiere variable et du produit
de la dérivée de f par rapport a sa deuxieme variable par la dérivée de fo par rapport a sa premiére
variable.

Remarque : si f est une fonction d’une seule variable, il suffit qu’elle soit dérivable (et non continiiment
dérivable).

Exercices
2 On donne une fonction g, continiiment dérivable sur
} T

3% [ x]O,—l—oo[x]O, %0 [

a) Déterminer le domaine de dérivabilité de la fonction

1 2
241
)

b) Calculer la dérivée de f en fonction des dérivées partielles de g.
c) Si elle est définie, que vaut cette dérivée en 07 en 1/37

fit—g (arcsin(%),

Solution Notons €2 le domaine de dérivabilité de f et recherchons-le!
En définissant

f1:t— arcsin(2t), fo:t— fs:itt?+1

1
VIFT
et en notant U le domaine donné au départ c’est-a-dire

10
i|—g, % [ X]O,-'—OO[X :|0, 5 |:

on doit avoir la situation suivante, comme le dit la théorie.

a) Voyons ainsi tout d’abord sur quel intervalle ouvert I les fonctions f1, fa, f3 sont simultanément
dérivables. Vu leurs expressions explicites, on a

11
I={teR:-1<2t<1, t+1>0}}2,2[

Ensuite, réduisons éventuellement cet intervalle pour que le triplet (fi(t), f2(t), f3(t)) appar-
tiennent a ’ensemble U. On obtiendra alors (2.

On doit ainsi avoir a la fois
(1) —7/2 < arcsin(2t) < 7/6, (2) 1/vVt+1>0 et (3)0<t*+1<10/9.
Cherchons donc pour quelles valeurs de ¢t € I ces conditions sont réalisées. On a successivement
—m/2 < arcsin(2t) <7m/6 & -1 <2t <1/2 -1/2<t<1/4

pour(1), puis
1/v/t+1>0 condition toujours réalisée lorsque t € I



pour (2) et enfin
0<t’+1<10/9t>—-1/9<0& —1/3<t<1/3

pour (3). Les 3 conditions sont donc réalisées si et seulement si
11 11 11
te|-=,= 2] = == 2]
6] 2’4{“] 3’3{ ] 3’4{’
comme cet intervalle est inclus dans I =] —1/2,1/2[, on a
11
Q=|—2,-
34

et f est donc dérivable sur 2.
b) Sur Q, la dérivée de f est donnée par

DF(t) = (Dug) (fl (t), folt). fs(t)) DA

< (Dyg) (fl(t% fa(t), f3<t>) Dft) + (Dug) <f1 (t), fo(8). fg(t)) DA
— (Dug) (f1<t>,f2<t>,f3<t>> . Darcsin(21)
1 2
+019) (A0 20, 120)) - D+ (Dug) (A0, 520 Fi(0)) . D+ 1)
2 —1
= (Dug) (fl(t)’f2(t)7f3(t)> Ny + (Dyg) (fl(t)’f2(t)7f3(t)> m

+(Dwg) <f1(t),f2(t), f3(t)) 2t

avec

1
ViF1

ou u, v et w sont respectivement les premiere, deuxieme et troisieme variables de g.
¢) Comme 0 appartient bien au domaine de dérivabilité de f, la dérivée de f en 0 est donnée par

(Df)(O) = (Dug>(07 1, 1)2 + (Dvg)(07 1, 1)<_1/2)7

enfin f n’est pas dérivable en 1/3 puisque ce réel n’appartient pas a €.

f1(t) = arcsin(2t), fa(t) = Falt) =12 +1

Soit F(s,t) = f(u(s,t),v(s,t)). En supposant satisfaites les hypothéses du théoréme de
dérivation des fonctions composées en (1,0) si

w(1,0)0 =2 (Dyu)(1,0) = -2 (Dyu)(1,0) =6

v(1,0)=3 (Dsv)(1,0) =5 (Dw)(1,0) =4
et (D,f)(2,3) =—1 et (D,f)(2,3) =10, calculer (DsF)(1,0) et (D.F)(1,0).



Solution

La fonction F' est construite comme ci-dessous et supposée dérivable sur 2.

Puisque les hypotheses du théoreme de dérivation des fonctions composées sont satisfaites, on a

(D5 F)(s,t) = (Do f)(uls, ), v(s, 1)) . (Dsu)(s,t) + (Dy f)(uls, 1), v(s,1)) . (Dsv)(s,1)

et
(DeF)(s,t) = (Do f)(u(s, t),v(s,1)) . (Deu)(s,t) + (Dy f)(uls,t),v(s,t)) . (Dev)(s,t)

si x et y sont respectivement les premieére et deuxieéme variables de f.

Deés lors,
(DsF)(1,0) = (Dzf)(u(1,0),v(1,0)) . (Dsu)(1,0) 4+ (Dy f)(u(1,0),v(1,0)) . (Dsv)(1,0)
= (D2f)(2,3) . (=2) + (Dyf)(2,3) . 5
= (-1).(-2)+10.5=52
et

(DtF)(lvO) = (Darf)(2’3>(Dtu)(1’O) + (Dyf)(233)(Dt’U)(1’O)
= (—1) .6+10.4
= 34.

’II. Permutation de ’ordre d’intégration

Rappelons et insistons fortement sur les trois points suivants

(a) Ce n’est pas parce qu’on peut permuter 'ordre d’intégration qu’on trouve toujours la méme valeur
pour l'intégrale MAIS si la fonction est intégrable alors on obtient la méme valeur quel que soit 1'ordre
d’intégration.

(b) Permuter ordre d’intégration NE CONSISTE PAS & permuter les signes d’intégrale sans modifier
les bornes d’intégration ; tres généralement les bornes changent.

(c) Dans le cas d’une intégrale double, les bornes de l'intégrale qui se trouve < a l'intérieur > ou entre les
parentheses sont soit des constantes, soit dépendent de la variable de ’autre intégrale mais JAMAIS de
la variable sur laquelle on integre < a l'intérieur .

Exercice

1. Supposons que la fonction f est intégrable sur l’ensemble considéré. Permuter les
intégrales et représenter I’ensemble d’intégration dans le cas suivant

o[ ([ sena) a



Solution

a) L’ensemble d’intégration est
A= {xy)ecR:yc[-1,1],zcy—2,2—y|}

et sa représentation graphique est la suivante (partie hachurée, bords compris)

WY
2

y=x+2 \\y: —x+2
1 y=1

AN %
-1

On peut aussi décrire cet ensemble sous la forme
A = {(gjvy)eRz:xE [73571]5 /RS [7179:4»2]} U{($,y>€R2ZI€[71,1], Yy e [7171]}

U{(:c,y) eR?*:z€[1,3], ye[-1,2 -]}

Si on permute I'ordre d’intégration, 'intégrale s’écrit donc

[ )7 sewa)as [ ([ rea)es [([7 e w)a

’III. Intégration sur des ensembles fermés bornés‘

Processus de calcul

(1) Vérifier I'intégrabilité de la fonction donnée et pour cela, déterminer sur quel ensemble la fonction est
continue.

- Si 'ensemble d’intégration est un ensemble fermé borné inclus dans le domaine de continuité, alors la
fonction est intégrable.

- Si 'ensemble d’intégration n’est pas fermé et/ou borné, on doit étudier l'intégrabilité de la fonction
(voir liste 6).

(2) Choisir lordre d’intégration (permuter éventuellement l'ordre d’intégration donné; on obtiendra le
méme résultat puisque la fontion est intégrable vu (1)).

Le choix dépend

- de la fonction & intégrer : 'intégration est parfois plus simple dans un ordre que dans l'autre

- de I'ensemble d’intégration : mieux vaut une seule intégrale double que plusieurs ...mais mieux vaut
plusieurs intégrales simples a calculer qu'une seule particulierement difficile.

Exercices

2 Si elle existe, calculer ’intégrale de
b) f(I7y) = COS(yZ) sur A = {(Iay) € R2 HEARS [7170]5 S [7177 1]}



Solution

La fonction f : (x,%) + cos(y?) est continue sur R? donc sur A, ensemble fermé borné. La fonction
f est donc intégrable sur A. Vu l'expression donnée pour A, on pourrait vouloir calculer

[ ([ w5}

[ oty o

—X

L’intégrale

n’étant pas calculable directement, voyons si le calcul ne serait pas plus facile apres permutation
de l'ordre d’intégration ; la fonction étant intégrable, on obtiendra le méme résultat.

La représentation graphique de A est la suivante (partie hachurée, bords compris)

LY
1
y=1
—1 1 X
r=—1 Yy =-—x

On a donc aussi
A={(z,y) eR*:y €[0,1], z € [-y,0]}

et on peut écrire I'intégrale comme suit

/ 1 (/ Oy cos(y?) dz ) dy

ce qui est simple a calculer. En effet, on a

0
/ cos(y?) du = cos(y?)[z]2, = ycos(y®)

donc

/01 (/_Z cos(y?) dm) dy = /Olycos(yQ) dy

1 1
= | Dy’cos(y?) dy
2 0

G

1
= §Sin(1).

1

0



3 Si elle existe, déterminer la valeur de I’intégrale sur ’ensemble A borné fermé hachuré
ci-dessous dans le cas suivant

b)
A
//acy dx dy Y
A
|1
1 1 2 X
Solution

La fonction f : (x,y) = xy est continue sur R? donc sur I'ensemble A fermé borné; elle est donc
intégrable sur cet ensemble.

Intégrer d’abord par rapport a x puis par rapport & y ou le contraire semble sans importance si
on regarde l'expression de la fonction f : (z,y) — xy. La description de I’ensemble pourrait alors
guider notre choix.

Voyons comment décrire analytiquement I’ensemble A d’intégration. Cet ensemble est limité par
les droites d’équation cartésienne y = —x, y =1 et y = /2. Ainsi, on a

A={(z,y) eR* 12 € [-1,0], y € [-, 1]} U{(z,y) €R* 1z € [0,2], y € [2/2,1]}

et aussi
A = {(‘T7y) € Rz ‘Y S [07 1]7 YIS [7y72y]}

D’une part, on aurait a calculer

L[ ) aee [ o) o
[ ([ aw)

Il est clair qu'il est plus rapide de calculer I'intégrale sous la forme

[([ )

2y 2 12y 3 303
I/ a:yda:[xy] :2y37y—:i,
—y 2 —y

Lo 3 ! 3 [y*]" 3
mydm) dy = f/ v dy == [} =-.

et d’autre part,

Comme

on obtient



