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QUESTIONNAIRE

1. On donne explicitement la fonction f par f(z,y) = In(1 — zy).
(a) Déterminer le domaine ot la fonction est infiniment dérivable.
(b) Dans un repere orthonormé, représenter celui-ci en le hachurant.
(c) Calculer I'expression D2 f(z,y).
(d) Déterminer l'expression explicite de la fonction F' : ¢ — F(t) = f(1 +¢,1 —t), son domaine de
dérivabilité et ’expression explicite de sa dérivée en tout point de son domaine.

2. On donne la fonction f par
f(x) = cos(z) e ".

(a) En déterminer les approximations polynomiales & 'ordre 0, 1 et 2 en 0.

(b) Donner une expression explicite du reste de 'approximation & l'ordre 1.

(¢) Dans un méme repére orthonormé, représenter ces approximations ; représenter aussi f au voi-
sinage de 0 en tenant compte du point précédent.

2 4—z® 2y
1 :/ / e dy | dzx.
0 0 4-y

(a) Représenter ’ensemble d’intégration dans un repere orthonormé.

3. On donne

(b) Si possible, calculer la valeur de I en justifiant les démarche et réponse.

4. On donne la partie du plan hachurée ci-contre, notée A, et v

— 2 |

la fonction f : (z,y) — o Si c’est possible, calculer !

1 X
I:// flz,y) dx dy. [ 1
A .
A
5. (a) Soit la matrice
b —a 1
A= —a b -1 avec a,b € C.

b b 2

Pour quelle(s) valeurs de a et b est-elle inversible ? Justifier. Calculer alors (A~1)3,.

(b) La matrice B est-elle diagonalisable ? Justifier.

2 0 0
B=| -3 0 -3
3 0 0

6. (a) La série suivante est-elle convergente ? Justifier.
Jio m+ 2
m? —1

m=2




(b) La série suivante est-elle convergente ? Si la réponse est oui, en déterminer la somme.
+oo
1-j
Z 372"
Jj=2

. Dans une région agricole, on classe les récoltes de pommes de terre en bonnes, satisfaisantes ou
mauvaises. Aprés une bonne année, les probabilités que ’année suivante soit bonne, satisfaisante ou
mauvaise sont respectivement 2/5, 2/5 et 1/5. Aprés une année satisfaisante, les probabilités d’avoir
des récoltes bonnes ou mauvaises sont égales et celle de conserver une récolte satisfaisante est de
0,6. Enfin, aprés une mauvaise année, les probabilités que I’année suivante soit bonne, satisfaisante
ou mauvaise sont respectivement 1/5, 2/5 et 2/5.

Quelles sont les prévisions a long terme pour avoir une bonne récolte ? Justifier !

. Pour les physiciens uniquement
(a) Dans un repere orthonormé du plan, on donne lellipse d’équation cartésienne

2
2., Y
= =1.

m+2

On note C la partie de cette ellipse située dans le premier quadrant et S la surface délimitée par C
et les axes de coordonnées.

1. Représenter la courbe C et la surface S dans un repere orthonormé.

2. Calculer les intégrales suivantes.

(1)/ny ds (2)/C:Ey dx (3) //s do

3. Pour chacune des intégrales (1) et (2), obtient-on la méme valeur quelle que soit 1'orientation
de C?

4. Que représente l'intégrale (3)?
(b) Déterminer explicitement la solution f de I’équation différentielle
aDf(x) — f(z) — zcos(ln(x)) =0

satisfaisant la condition f(1) = 0. Préciser le plus grand intervalle sur lequel elle est valable.



CORRIGE

Ezxercices

1. On donne explicitement la fonction f par f(z,y) = In(1 — zy).
(a) Déterminer le domaine ou la fonction est infiniment dérivable.

Solution. La fonction f est infiniment dérivable sur 'ensemble A décrit par
A={(z,y) eR*:1—ay >0} = {(z,y) ER* 2y < 1}.

(b) Dans un repére orthonormé, représenter celui-ci en le hachurant.

7 %

Solution. Voici la représentation gra- \/
phique de cet ensemble A (partie ha-
churée) : les points de 1’hyperbole
d’équation cartésienne xy = 1 sont ex-
clus de I'ensemble.

(c) Calculer I’expression D2 f(z,y).

Solution. En un point de A, on a

_ Y
et 2

(d) Déterminer ’expression explicite de la fonction F : ¢t — F(t) = f(1+¢,1—t), son
domaine de dérivabilité et I’expression explicite de sa dérivée en tout point de son

domaine.
Solution. L’expression explicite de la fonction F': ¢t — F(t) = f(1 +t,1 —t) est donnée par
F(t)=In(1- (1+t)(1—t) = In(t?).

La fonction F est dérivable sur {t € R:t> >0} =Rpetony a



2. On donne la fonction f par
f(z) = cos(z) e™".

(a) En déterminer les approximations polynomiales & ’ordre 0, 1 et 2 en 0.

Solution. La fonction est infiniment dérivable sur R. Des lors, les approximations demandées sont
envisageables. En dérivant, on a successivement

Df(x) = —sin(x)e™ — cos(x)e™" = —e™ 7 (sin(x) + cos(z)),
D?f(z) = e (sin(z) + cos(x)) — e~ (cos(x) — sin(z)) = 2~ “sin(x).

Comme f(0) =1, Df(0) = —1 et D?f(0) =0, si on note P,(x) 'approximation polynomiale de f
a l'ordre n en 0, on a

Py(z)=f(0)=1 , Pi(z)=f0)+Df(0)z=1-2 et Pu(z)= Pﬂx)—i—%;ﬁ =1-z, 2R

(b) Donner une expression explicite du reste de ’approximation a 1’ordre 1.

Solution. Si on note Ry le reste de approximation polynomiale de f a l'ordre 1 en 0, alors pour
tout z € R, il existe u strictement compris entre 0 et z tel que

2

2

Ry (z) = 2e “sin(u) i sin(u) z=.

2!

(c) Dans un méme repére orthonormé, représenter ces approximations; représenter
aussi f au voisinage de 0 en tenant compte du point précédent.

Solution. Comme Ry (z) <0 Vx €] — 7/2,0[ et R1(z) > 0 Va €]0,7/2[, le graphique de f est situé

en dessous de celui de P; & gauche de 0 et au-dessus de celui de P; a droite de 0.
Voici la représentation graphique de Py, Py, P> et f au voisinage de 0.

Y

3. On donne

(a) Représenter I’ensemble d’intégration dans un repére orthonormé.

Solution. Voici la représentation graphique (partie hachurée) de ’ensemble d’intégration A.



(b) Si possible, calculer la valeur de I en justifiant les démarche et réponse.

ze?y
Solution. La fonction f: (z,y)— 1

A={(z,y) eR?:y€[0,4], x €[0,v/4—y ]} , ensemble borné mais non ferms.

est continue sur {(z,y) € R? : y # 4} donc sur

Etudions l'intégrabilité de f sur A sachant que f est positif sur A.

xe? ze?
Pour y fixé dans [0,4[, la fonction g : = — 1 =1 est continue sur le fermé borné
) )
[0,v/4 —y ]. Elle y est donc intégrable et on a
/m ery e — 62y $2 V4_?/_ er 4_y B eZy
o A—y T Ta—yl2], Ti1-y 2 T2

2y
e
Considérons h : y — 0 fonction continue sur lintervalle fermé borné [0,4]; cette fonction est

donc intégrable sur [0,4] et deés lors f est intégrable sur A.
Ainsi, puisque la fonction f est positive sur A, on a

4 Vi—y 2y 4 2y 1 8 _1
1 = / / T dx dy = e—dy:f[er]?):e .

4. On donne la partie du plan hachurée ci-contre, v
—y2 . 1
. Si c’est

notée A, et la fonction f : (z,y) — 3
x

possible, calculer

Iz//Af(x,y)dafdu ///A ’ i

2

est continue sur {(z,y) € R? :  # 0} donc sur

Solution. La fonction f : (x,y) — 5
x

A={(z,y) eR?*:y €] —1,0], z € — oo, —y — 1]} , ensemble non fermé borné.

Etudions l'intégrabilité de f sur A.
1 — 2
= 22/ est continue sur Ry, donc sur
x

-y
22
] = 00, —y — 1] fermé non borné. Vérifions son intégrabilité en —oo. Soit t < —1, on a

Pour y fixé dans | — 1,0], la fonction g : = —

—y—1

li (1—-192) L (1—92) li -1 (1—19?) Logim 1) =
1m — — =l- m | — =l- — m - | =1—-y.
y) 5 de y R S L y

t——o0 t t——o0 €T t



Comme cette limite est finie, g est intégrable en —oo donc sur | — oo, —y — 1] et son intégrale sur
cet ensemble vaut 1 — y.

Considérons h : y — 1 — y, fonction continue sur R donc sur Uintervalle fermé borné [—1,0]; cette
fonction est donc intégrable sur [—1,0]; des lors f est intégrable sur A.

Ainsi, puisque la fonction f est positive sur A, on a

[ ) e Lo 2] ()3

. (a) Soit la matrice

b —a 1
A= —-a b -1 avec a,b € C.
b b 2

Pour quelle(s) valeurs de a et b est-elle inversible 7 Justifier. Calculer alors (A71)3s.

Solution. La matrice A est inversible si et seulement si son déterminant n’est pas nul. En remplacant
la premiere ligne par la somme des trois lignes en appliquant la propriété de linéarité, puis en retirant
de la premiere colonne la deuxieme, ’application de la premiere loi des mineurs a la premiere colonne
donne finalement la valeur du déterminant. On a

b —a 1
det(A) = det| —a b -1
b b 2
2b—a 2b—a 2
= det —a b -1
b b 2
0 2b—a 2
= det| —a-—20> b -1
0 b 2

(a+b)(4b — 2a — 2b)
(a+b)(2b — 2a)
2(a+b)(b—a).

Des lors, la matrice A est inversible si et seulement si a # —bet a # b .

Dans ce cas, I'élément (A~1)35 peut étre calculé et vaut

1

(A )32 = m (.A)Qg
- -1 b —a
 2(a+b)(b—a) ‘b b
= (b +ab)
~ 2(a+b)(b—a)
b
T 2(a-b)

(b) La matrice B est-elle diagonalisable ? Justifier.

2 0 0
B=| -3 0 -3
3 0 0



Solution. Les valeurs propres de B sont les solutions de

2—-X 0 0
det -3 X =3 | =0
3 0 =X

qui est une équation polynomiale (de degré 3) en I'inconnue .
Par définition des déterminants, on a

2-X 0 0 N 3
det [ =3 —x =3 | = (2—Aymt< 0 _A)
30 -\

= A(2-)\).

Ainsi, le polynéme caractéristique admet une valeur propre double (0) et une simple (2).
Pour savoir si la matrice B est diagonalisable, recherchons les vecteurs propres relatifs a la valeur
propre double. S’il en existe deux linéairement indépendants, elle le sera!

x
Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 0 sont les vecteurs non nuls X = | y | tels que
z
2 0 0 x 0
BX=0&s| -3 0 -3 y |=120
3 0 0 z 0

N rz=0 o rz=0
r+2=0 z=0

Deés lors, les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 0 sont les vecteurs

0
X=c| 1 , ceCy.
0

Comme il est impossible de trouver deux vecteurs propres de la valeur propre 0 linéairement
indépendants, la matrice n’est pas diagonalisable.

. (a) La série suivante est-elle convergente ? Justifier.
+§ m+ 2
m? —1

m=2

Solution. On a
m—+ 2 m

Z -

m2—-1"m

5 =

1
m
quel que soit le naturel m > 2.

Comme la série harmonique de terme général % ne converge pas, vu le critére de comparaison, on

en déduit que la série donnée ne converge pas non plus.

(b) La série suivante est-elle convergente? Si la réponse est oui, en déterminer la

somme.
+oo
Iy
> 8
Jj=2



+oo +oo 7
_; 1 1
Solution. La série E 377 = V3 E (\/3) est une série géométrique dont la raison est ﬁ €] -1,1].
Jj=2

=2
Cette série est donc convergente et sa somme vaut

\/gji <\}g>j:\/§ <\}§>2 1711 :% \/5\[31:\/3;1.

V3

. Dans une région agricole, on classe les récoltes de pommes de terre en bonnes, satisfai-
santes ou mauvaises. Aprés une bonne année, les probabilités que ’année suivante soit
bonne, satisfaisante ou mauvaise sont respectivement 2/5, 2/5 et 1/5. Aprés une année
satisfaisante, les probabilités d’avoir des récoltes bonnes ou mauvaises sont égales et
celle de conserver une récolte satisfaisante est de 0,6. Enfin, aprés une mauvaise année,
les probabilités que ’année suivante soit bonne, satisfaisante ou mauvaise sont respec-
tivement 1/5, 2/5 et 2/5.

Quelles sont les prévisions a long terme pour avoir une bonne récolte 7 Justifier !

Solution. Soient By, Sp et My respectivement les récoltes (bonnes, satisfaisantes, mauvaises) obte-
nues au départ et By, S1 et M; respectivement ’année suivante. On a donc

By 2/5 1/5 1/5 By
S = 2/5 3/5 2/5 So
M, 1/5 1/5 2/5 My
et la matrice de tansition T est
2/5 1/5 1/5
T = 2/5 3/5 2/5
1/5 1/5 2/5

Puisque la matrice de transition est réguliere, la situation & long terme est donnée par le vecteur
propre de probabilité de valeur propre 1. Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 1 sont les
vecteurs non nuls X tels que

-3/5 1/5 1/5 T 0
(T-NX=0 < 2/5 =2/5 2/5 y | =10
1/5 1/5 -3/5 z 0
—dr+y+2=0
& 202 =2y +22=0
z+y—32=0
—3r+y+2z=0
& r—y+2=0
z+y—32=0
rT—y=—2
< {m—i—y:Bz
o xT==z
y =2z
x z
= Y = 2z
z z

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont donc des vecteurs du type

1
c| 2 avec c¢ € Cy.
1



Comme ¢(1+2+1) =1« c¢=1, le vecteur de probabilité est

1/4
1/2
1/4

et la probabilité d’avoir une bonne récolte a long terme est de 1/4.

. Pour les physiciens uniquement
(a) Dans un repére orthonormé du plan, on donne ’ellipse d’équation cartésienne

=1

2
2, V2
x+2

On note C la partie de cette ellipse située dans le premier quadrant et S la surface
délimitée par C et les axes de coordonnées.

1. Représenter la courbe C et la surface S dans un repére orthonormé.

2. Calculer les intégrales suivantes

(1)/C:cy ds (2)/ny da (3) //S do

3. Pour chacune des intégrales (1) et (2), obtient-on la méme valeur quelle que soit
Porientation de C?

4. Que représente ’intégrale (3) ?

Solution.
1. Une représentation de la courbe C et de la surface S dans un repere orthonormé est
Y

2. Un paramétrage (injectif) de la courbe C est donné par

Z} — (cos(t), \/§sin(t))-

N ot
5 6[0,2

Ce paramétrage est (infiniment) continiiment dérivable : il vient que
DH(t) = (— sin(t), \/icos(t)) £0 Vie }0, g [7

ce qui montre qu’il est régulier, et

DY) = \/sing(t) + 2cos2(t) = /1 + cos?(t).

10



Comme lintégrant f : (x,y) — xy est continu sur la courbe C (qui est bornée fermée), les deux
intégrale sur la courbe ont un sens et on a

(1) /:Eyds/;r cos(t) V2sin(t) /1 + cos(t) dt:fﬁ %D(lJrcosQ(t)) V14 cos?(t) dt
c 0 2 Jo
% i _4-
2

{(1+c082(t))‘§}0 =3

2
3

et

2) /Cy dy = /0 V2 sin(t) cos(t)(— sin(t))dt = \/5/; sin®(t) cos(t)dt = —v/2 {Sm;(t)}j = 7?,

De plus, comme lintégrant f : (z,y,2z) — zy est continu sur la surface S (bornée fermée),
lintégrale (3) a un sens. Un paramétrage (injectif) de S est donné par

é: (tu) e [o,f} % [0,1] (cos(t), V2usin(t), o).
2
Ce paramétrage est (infiniment) continiment dérivable : il vient que
Dyo(t,u) = (f sin(t), v/2u cos(t), O) et Dud(t,u) = (O, V2sin(t), O)

de sorte que

— —

Dyd(t,u) A Dud(t, u) = (07 0,—\/§sin2(t)> 40 Y(tu) e }Q%[x]o,l[

ce qui montre qu'il est régulier, et on a alors

3) //S do:/ol/og th$<t,u)ADuq‘s'(t,u)|| dtdu:\@/ol/ogsinz(t) dtdu
- ?/01/02(1—c0s(2t)) dtdu = %@

3. L’intégrale (1) est indépendante de P'orientation choisie, alors que I'intégrale (2) en dépend : elle
aurait la valeur opposée a celle trouvée ci-dessus si on considérait I’autre orientation.

4. L’intégrale (3) représente aire de la surface S.

(b) Déterminer explicitement la solution f de 1’équation différentielle
aDf(x) — f(z) — zcos(ln(x)) =0
satisfaisant la condition f(1) = 0. Préciser le plus grand intervalle sur lequel elle est

valable.

Solution. 1l s’agit d’une équation différentielle d’ordre 1, & second membre linéaire : elle se réécrit

Df(z) = a(z) f(x) + b(x)

olta:z— 1 etb:x— cos(In(z)) sont des fonctions continues sur I =0, +ool.

Des lors, I’équation admet (au moins) une solution sur I et, comme nous disposons d’une condition
initiale en 1 € I, nous pouvons en déterminer la solution unique sur l'intervalle I vérifiant cette
condition.

Nous avons

A(:c):/a(x)dx:/ldlena:, xel
x

11



et
P(z) = /b(z)e*A(w) dx = /cos(ln(x))efln”” dx = /cos(ln(:c))% dx
~ /D (sin(In(x))) dz ~ sin(In(z)), z el
Les solutions sur I sont donc les fonctions de la forme
f(z) = (C + P(z)) e*™® = (C + sin(In(z))) =, xel,
ou C est une constante arbitraire. Comme f(1) = 0, on en déduit que C' = 0 et que, par conséquent,

la solution cherchée est
f(z) = zsin(In(x)), x €I=]0,+o0].

12
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QUESTIONNAIRE

1. On donne explicitement la fonction f par f(z,y) = In(1 — zy).
(a) Déterminer le domaine ou la fonction est infiniment dérivable.
(b) Dans un repere orthonormé, représenter celui-ci en le hachurant.
(c) Calculer I'expression D2 f(z,y).
(d) Déterminer Pexpression explicite de la fonction F : ¢ — F(t) = f(1 +¢,1 —t), son domaine de
dérivabilité et ’expression explicite de sa dérivée en tout point de son domaine.

2. On donne la fonction f par
f(z) = cos(z) e™™.
(a) En déterminer les approximations polynomiales & ordre 0, 1 et 2 en 0.
(b) Donner une expression explicite du reste de 'approximation & l'ordre 1.

(c) Dans un méme repére orthonormé, représenter ces approximations ; représenter aussi f au voi-
sinage de 0 en tenant compte du point précédent.

3. On donne

(a) Représenter I'ensemble d’intégration dans un repere orthonormé.

(b) Si possible, calculer la valeur de I en justifiant les démarche et réponse.

4. On donne la partie du plan hachurée ci-contre, notée A, et

_2 . Si c’est possible, calculer

I://Af(x,y)dmdy. ///; o 1X

la fonction f: (x,y) —

5. (a) Soit la matrice

A:

S0 O S
S S0 O
—_

La matrice est-elle inversible ? Justifier. Si oui, calculer (A~1)35.

(b) La matrice B est-elle diagonalisable ? Justifier.

2 0 0
B=| -3 0 -3
3 0 0

14



CORRIGE

Ezxercices

1. On donne explicitement la fonction f par f(z,y) = In(1 — zy).
(a) Déterminer le domaine ou la fonction est infiniment dérivable.

Solution. La fonction f est infiniment dérivable sur 'ensemble A décrit par
A={(z,y) eR*:1—ay >0} = {(z,y) ER* 2y < 1}.

(b) Dans un repére orthonormé, représenter celui-ci en le hachurant.

7 %

Solution. Voici la représentation gra- \/
phique de cet ensemble A (partie ha-
churée) : les points de 1’hyperbole
d’équation cartésienne xy = 1 sont ex-
clus de I'ensemble.

(c) Calculer I’expression D2 f(z,y).

Solution. En un point de A, on a

-y

Duf(z,y) = Dx (In(1 — 2y)) = 7— poo

et

_ -y \_ v
D) =Du (2 ) = =

(d) Déterminer ’expression explicite de la fonction F : ¢t — F(t) = f(1+¢,1—t), son
domaine de dérivabilité et I’expression explicite de sa dérivée en tout point de son
domaine.

Solution. L’expression explicite de la fonction F': ¢t — F(t) = f(1+t,1 —t) est donnée par
F(t)=In(1- (1+t)(1—t)) = In(t?).

La fonction F est dérivable sur {t € R:t> >0} =Rp et ony a

15



2. On donne la fonction f par
f(z) = cos(z) e™".

(a) En déterminer les approximations polynomiales & ’ordre 0, 1 et 2 en 0.

Solution. La fonction est infiniment dérivable sur R. Des lors, les approximations demandées sont
envisageables. En dérivant, on a successivement

Df(x) = —sin(x)e™ — cos(x)e™" = —e™ 7 (sin(x) + cos(z)),
D?f(z) = e (sin(z) + cos(x)) — e~ (cos(x) — sin(z)) = 2~ “sin(x).

Comme f(0) =1, Df(0) = —1 et D?f(0) =0, si on note P,(x) 'approximation polynomiale de f
a l'ordre n en 0, on a

Py(z)=f(0)=1 , Pi(z)=f0)+Df(0)z=1-2 et Pu(z)= Pﬂx)—i—%;ﬁ =1-z, 2R

(b) Donner une expression explicite du reste de ’approximation a 1’ordre 1.

Solution. Si on note Ry le reste de approximation polynomiale de f a l'ordre 1 en 0, alors pour
tout z € R, il existe u strictement compris entre 0 et z tel que

2

2

Ry (z) = 2e “sin(u) i sin(u) z=.

2!

(c) Dans un méme repére orthonormé, représenter ces approximations; représenter
aussi f au voisinage de 0 en tenant compte du point précédent.

Solution. Comme Ry (z) <0 Vx €] — 7/2,0[ et R1(z) > 0 Va €]0,7/2[, le graphique de f est situé

en dessous de celui de P; & gauche de 0 et au-dessus de celui de P; a droite de 0.
Voici la représentation graphique de Py, Py, P> et f au voisinage de 0.

Y

3. On donne

(a) Représenter I’ensemble d’intégration dans un repére orthonormé.

Solution. Voici la représentation graphique (partie hachurée) de ’ensemble d’intégration A.

16



(b) Si possible, calculer la valeur de I en justifiant les démarche et réponse.

ze?y
Solution. La fonction f: (z,y)— 1

A={(z,y) eR?:y€[0,4], x €[0,v/4—y ]} , ensemble borné mais non ferms.

est continue sur {(z,y) € R? : y # 4} donc sur

Etudions l'intégrabilité de f sur A sachant que f est positif sur A.

xe? ze?
Pour y fixé dans [0,4[, la fonction g : = — 1 =1 est continue sur le fermé borné
) )
[0,v/4 —y ]. Elle y est donc intégrable et on a
/m ery e — 62y $2 V4_?/_ er 4_y B eZy
o A—y T Ta—yl2], Ti1-y 2 T2

2y
e
Considérons h : y — 0 fonction continue sur lintervalle fermé borné [0,4]; cette fonction est

donc intégrable sur [0,4] et deés lors f est intégrable sur A.
Ainsi, puisque la fonction f est positive sur A, on a

4 Vi—y 2y 4 2y 1 8 _1
1 = / / T dx dy = e—dy:f[er]?):e .

4. On donne la partie du plan hachurée ci-contre, v
—y2 . 1
. Si c’est

notée A, et la fonction f : (z,y) — 3
x

possible, calculer

Iz//Af(x,y)dafdu ///A ’ i

2

est continue sur {(z,y) € R? :  # 0} donc sur

Solution. La fonction f : (x,y) — 5
x

A={(z,y) eR?*:y €] —1,0], z € — oo, —y — 1]} , ensemble non fermé borné.

Etudions l'intégrabilité de f sur A.
1 — 2
= 22/ est continue sur Ry, donc sur
x

-y
22
] = 00, —y — 1] fermé non borné. Vérifions son intégrabilité en —oo. Soit t < —1, on a

Pour y fixé dans | — 1,0], la fonction g : = —

—y—1

li (1 2)1 de = (1—-y?) li - (1—19?) L T
1m — - ={1- m |— =1- ey m - | =1—-y.
Yy du y N v da LN y

t——o0 ¢ t——o0 xX ¢
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Comme cette limite est finie, g est intégrable en —oo donc sur | — oo, —y — 1] et son intégrale sur
cet ensemble vaut 1 — y.

Considérons h : y — 1 — y, fonction continue sur R donc sur Uintervalle fermé borné [—1,0]; cette
fonction est donc intégrable sur [—1,0]; dés lors f est intégrable sur A.

Ainsi, puisque la fonction f est positive sur A, on a

0 7y711_y2 0 y20 1 3
LA e [owasfmg] = ()=

. (a) Soit la matrice

i 0 1
A= 0 7 -1
i i 2

La matrice est-elle inversible ? Justifier. Si oui, calculer (A71)s,.

Solution. La matrice A est inversible si et seulement si son déterminant n’est pas nul. En remplagant
la premiere ligne par la somme des trois lignes en appliquant la propriété de linéarité puis en retirant
de la premiere colonne la deuxieme, ’application de la premiere loi des mineurs a la premiere colonne
donne finalement la valeur du déterminant. On a

i 0 1
det(A) = det| 0 ¢ -1
i1 2
2t 21 2
= det 0o i+ -1
i1 2
v 1 1
= 2det| 0 7 -1
i1 2
0 7+ 1
= 2det| —i 7 -1
0 7+ 2
= 2i(2i—1i)=-2

Des lors, la matrice A est inversible.

L’élément (A~1)35 peut étre calculé et vaut

_ -1 114 0 i -1
A 1 = — = — . = —_— = —
(A )2 = — (A)zs =5 |, ’ 5 =5
(b) La matrice B est-elle diagonalisable ? Justifier.
2 0 0
B=| -3 0 -3
3 0 0
Solution. Les valeurs propres de B sont les solutions de
2—-X 0 0
det -3 - -3 ]1=0
3 0 =X

18



qui est une équation polynomiale (de degré 3) en l'inconnue A.
Par définition des déterminants, on a

2-X 0 0 % _3
det| -3 -\ -3 :(2—)\)det( 0 A>=A2(2—A).
3 0 -

Ainsi, le polynéme caractéristique admet une valeur propre double (0) et une simple (2).
Pour savoir si la matrice B est diagonalisable, recherchons les vecteurs propres relatifs & la valeur
propre double. S’il en existe deux linéairement indépendants, elle le sera!

x
Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 0 sont les vecteurs non nuls X = [ y | tels que
z
2 0 0 x 0
BX=0&| -3 0 -3 vy |=120
3 0 0 z 0

PN r=0 PN z=0
r+2z2=0 z=0

Des lors, les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 0 sont les vecteurs

0
X =c 1 , ¢ € Cy.
0

Comme il est impossible de trouver deux vecteurs propres de la valeur propre 0 linéairement
indépendants, la matrice n’est pas diagonalisable.
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