> LIEGE université
Sciences

1, 2, 3...Sciences

Année académique 2018-2019

CORRIGE DE LEXAMEN DE MATH B DU 28 MAI 2019
CHIMISTES BLOC 1 ET GEOLOGUES BLOC 2

Version 8 mai 2019



QUESTIONNAIRE

1. On donne la fonction f par
f(z) = cos®*(3z) , = € R.

(a) En déterminer les approximations polynomiales a 'ordre 1 et 2 en 0.

(b) Donner une expression explicite du reste de ces approximations.

(¢) Dans un méme repére orthonormé, représenter ces approximations ; représenter aussi f au voi-
sinage de 0 en tenant compte du point précédent.

2. On donne une fonction f contintiment dérivable sur 'ensemble A =] — 1, 1[x]| — oo, In(2)[.

(a) Quel est le domaine de dérivabilité de la fonction F' définie par F(x) = f(exp(—z),In(1—-In(x)))?
(b) Quelle est l'expression de la dérivée de F' en fonction de celles de f?

3. On donne

400 400 5
1 :/ / e YVdy|dx.
—o0 Ed

(a) Représenter ’ensemble d’intégration dans un repére orthonormé en le hachurant.
(b) Si possible, calculer la valeur de I en justifiant vos démarche et réponse.

Y
4. Si possible, calculer I'intégrale I suivante 31
e _____
L |
I= — dx dy, 5 i
ALY i
ou A est I’ensemble fermé hachuré ci-contre. P |
0 P X
0 1 2 e 3
5. (a) Soit la matrice
a 1+ 0
A= 1 a 0 , a € C.
0 0 1

(1) Déterminer les valeurs de o pour que la matrice A soit inversible.
(2) Si @ =1, la matrice A est-elle diagonalisable ? Pourquoi ?

(b) La compagnie d’assurance ASSURBIEN répartit ses clients en assurance RC en deux groupes :
A : sans accident ou avec un seul accident pendant ’année,
B : avec au moins deux accidents pendant ’année.

Les statistiques internes de la compagnie montrent que, chaque année (et en moyenne), le « statut »
des clients obéit aux régles suivantes.

- Un client du groupe A reste toujours chez ASSURBIEN ’année suivante et a neuf chances sur dix
de rester dans le groupe A.

- Un client du groupe B a quatre chances sur dix d’y rester ’année suivante ; par contre, il a deux



chances sur dix d’étre dans A et donc quatre chances sur dix de quitter la compagnie ASSURBIEN.
- Un client assuré dans une autre compagnie peut décider de changer de compagnie ; il a deux chances
sur dix d’intégrer ASSURBIEN dans le groupe A et autant de chances de I'intégrer dans le groupe B.

(1) Déterminer la matrice de transition.

(2) En supposant que cette matrice est réguliére, quelle est, a long terme, la proportion de clients
de la compagnie ASSURBIEN ?

6. Etudier la convergence des séries suivantes. Si elles convergent, en donner la somme.

+00 2 00 em
(a) Z j2 + 2j (b) Z e2m—1
Jj=1 m=1
CORRIGE

FEzxercices

1. On donne la fonction f par
f(z) = cos*(3z) , = €R.

a) En déterminer les approximations polynomiales a ’ordre 1 et 2 en 0.
(a) PP poly

Solution. La fonction est infiniment dérivable sur R. En dérivant, on a successivement
Df(z) = —6cos(3z)sin(3z) = —3sin(6x), D?f(z) = —18cos(6x), D>f(z) = 108sin(6z).

Comme f(0) =1, Df(0) =0 et D?f(0) = —18, si on note P, 'approximation polynomiale de f
a lordre n en 0, on a

Pi(z) = f(0)+Df(0)z =1,
D?f(0)

o1 22 =1-922, z eR.

PQ(I) = Pl(l’) —+

(b) Donner une expression explicite du reste de ces approximations.

Solution. Si on note R, le reste de ’approximation polynomiale de f & l'ordre n en 0, alors pour
tout x € R, il existe u; et ug strictement compris entre 0 et x tels que

2

Ry (x) —18 cos(6u1).x2—'
3

= —9cos(6uy)x?,

RQ(JU)

108 sin(6u2).§—' = 18sin(6ug)z®, = € R.

(c) Dans un méme repére orthonormé, représenter ces approximations; représenter
aussi f au voisinage de 0 en tenant compte du point précédent.

Solution. Comme R;(x) < 0 Vx au voisinage de 0, le graphique de f est situé en dessous de celui de
Papproximation P;. Comme Ro(z) > 0 Va au voisinage de 0, le graphique de f est situé au-dessus
de celui de P; .

Voici la représentation graphique de Py, P> et f au voisinage de 0.



T

2. On donne une fonction f contintiment dérivable sur ’ensemble A =] —1,1[x] — o0, In(2)][.

(a) Quel est le domaine de dérivabilité de la fonction F' définie par

F(z) = f(exp(~a), In(1 — In(x)))?

(b) Quelle est I’expression de la dérivée de F en fonction de celles de f?
Solution.

a) Les fonctions f; : & — exp(—x) et fo: 2 — In(1 — In(z)) sont dérivables dans
{reR:2>0, 1—1In(z) >0} =|0,¢l.
Dés lors, le domaine de dérivabilité de F' est I’ensemble
E = {z€0,e]: -1 <exp(—z) <1, In(1—1In(z)) <1In(2)}

= {z€)0,e}: —z <0, -1 < In(z)}

= {z €)0,ef: iq}:ﬁ,e{.

b) Comme F est dérivable sur F, par application du théoréme de dérivation des fonctions composées,
la dérivée de F' en fonction de celles de f est donnée par

1
(DF)(«T) = (le)(exp(—x),ln(l—ln(x))) . (7 exp(fx)) + (D2f)(exp(—x),ln(l—ln(x))) : m’

si D1 f et Do f sont respectivement les dérivées par rapport a la premiére et la deuxiéme variable de f.

3. On donne

“+o0 “+o0 2
1 :/ / e Y dy | dx.
—o0 ||

(a) Représenter ’ensemble d’intégration dans un repére orthonormé en le hachurant.
(b) Si possible, calculer la valeur de I en justifiant vos démarche et réponse.

Solution. (a) La représentation graphique de I’ensemble d’intégration est la partie hachurée du plan
ci-dessous.




(b) Cet ensemble d’intégration peut s’écrire

A={(z,y) eR*:zeRetye[|z|,+oo[} = {(z,y) ER*:y € [0,400] et = € [-y,y]}.

Etudions lintégrabilité de f: (z,y) — e~ sur A sachant que |f(z,y)| = f(z,y), V(z,y) € A et
que f est continu sur A .

Pour y fixé dans [0, +oo], la fonction h : z — e~¥" est continue sur R donc sur le fermé borné
[—y,y]. Elle est donc intégrable sur cet ensemble et, puisque la fonction est paire, on a

Y y
/ eV de = 26_‘”2/ 1 dx
—y 0

2
= 27V [z]y

= 2y eV,

La fonction g : y — 2y e~¥" est continue sur R donc sur [0, 4+o00[. Vérifions l'intégrabilité de g
en +o0o0. Comme g est continu sur [0,¢] V¢ > 0, on a

t 2 2 t
/ e dy = — [e*y ]
0 0

= 1l—-ce
Dés lors, on a
. ¢ 2 . 2 . 2
lim 2y e Y dy= lim (1767):17 lim e =1
t——+o0 0 t——+oo t——+o0
par application du théoréme de la limite des fonctions composées puisque lim (—#2) = —oo et
t—+
— 400

lim e* =0). Vu que cette limite est finie, g est intégrable en +o0 et donc sur [0, +o0].
Z—>—00

Ainsi, f est intégrable sur A et donc la permutation de 'ordre d’intégration ne modifie pas la valeur
de l'intégrale. Comme f est une fonction positive sur A, on obtient

+oo Y 5
I:/ </ e_ydm)dyzl.
0 -y

Y
4. Si possible, calculer l’intégrale I suivante 31
e _____
1 |
1= — dz dy, 5 |
ATY i
ot A est ’ensemble fermé hachuré ci-contre. P R !
0 i ' X
0 1 2 e3

1
Solution. La fonction f : (z,y) — — est continue sur Ry x Ry donc sur ensemble A fermé borné ;
x

elle est donc intégrable sur A. Cet ensemble d’intégration peut, par exemple, s’écrire

{(z,y) eR*:z € [le] et y € [z,€]}.



On a

In?(e) In?(1)
n(e) — 2 (1) + 2

o ot

2 2

5. (a) Soit la matrice

a i 0
A= i a 0 , a € C.

0 0 1

(1) Déterminer les valeurs de o pour que la matrice A soit inversible.
(2) Si a =1, la matrice A est-elle diagonalisable ? Pourquoi ?

Solution. (1) La matrice A est inversible si et seulement si det A # 0. En appliquant la premiére loi
des mineurs & la troisiéme colonne par exemple, on a

=a? — i

det A =

(=R e
O QO =
= O O

La matrice A est donc inversible si et seulement si o # —i et o # i .

(2) Si a =1, la matrice A s’écrit

1
A= i
0

O = .

0
0
1
Si I est la matrice identité de dimension 3 alors les valeurs propres de A sont les solutions de
léquation caractéristique det(A — A\I) = 0. On a
1-—A i 0
det(A—X)=| i 1-X 0 |=0-NN1=-X*=*)=01-N1-X=i)(1—-X+1i),
0 0 1-A
si on applique la premiére loi des mineurs & la troisiéme colonne. Ainsi,

det(A— M) =0 (1-AN)(1—i-N1+i-A\) =0

et les valeurs propres de A sont 1, 1 — 4 et 1+ 3. Comme ce sont des valeurs propres simples, la
matrice est diagonalisable.

(b) La compagnie d’assurance ASSURBIEN répartit ses clients en assurance RC en
deux groupes :
A : sans accident ou avec un seul accident pendant ’année,



B : avec au moins deux accidents pendant ’année.

Les statistiques internes de la compagnie montrent que, chaque année (et en moyenne),
le « statut » des clients obéit aux régles suivantes.

- Un client du groupe A reste toujours chez ASSURBIEN Dl’année suivante et a neuf
chances sur dix de rester dans le groupe A.

- Un client du groupe B a quatre chances sur dix d’y rester ’année suivante; par
contre, il a deux chances sur dix d’étre dans A et donc quatre chances sur dix de
quitter la compagnie ASSURBIEN.

- Un client assuré dans une autre compagnie peut décider de changer de compagnie ; il
a deux chances sur dix d’intégrer ASSURBIEN dans le groupe A et autant de chances
de l’intégrer dans le groupe B.

(1) Déterminer la matrice de transition.

(2) En supposant que cette matrice est réguliére, quelle est, 4 long terme, la pro-
portion de clients de la compagnie ASSURBIEN ?

Solution. (1) Considérons le groupe C constitué des personnes qui ne sont pas dans cette compagnie
d’assurance. Soient Ag, By et Cj respectivement le « statut » des personnes (sans accident ou avec
un seul accident pendant I’année, avec au moins deux accidents pendant I’année, pas dans cette
compagnie) dans chacun des groupes au départ et A1, By et Cp leur « statut » respectif année
suivante. On a donc

Ay 9/10 2/10 2/10 Ag
B, | =[ 1/10 4/10 2/10 By
C 0 4/10 6/10 Co

et la matrice de transition T est

9/10 2/10 2/10
T=1| 1/10 4/10 2/10
0 4/10 6/10

(2) Puisque la matrice de transition est réguliére, la situation a long terme est donnée par le vecteur
propre de probabilité de valeur propre 1. Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 1 sont les
vecteurs non nuls X tels que

-1/10 2/10  2/10 x 0
T-HNX=0& 1/10  —-6/10 2/10 y | =10
0 4/10 —4/10 z 0
—r+2y+22=0 _, T 4y
S r—-6y+22=0 @{1_4 S|y | = y
4y —42=0 = z Yy
Les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont donc les vecteurs du type
4
cl 1 avec c¢ € Cy.
1

1
Comme c(4+1+1)=1c= 6’ le vecteur de probabilité est

D= D= D

5
et, & long terme, la proportion de clients de la compagnie ASSURBIEN vaudra 5



. Etudier la convergence des séries suivantes. Si elles convergent, en donner la somme.

+oo 2 +o00 em
e b =
DI =
Solution.
(a) Comme

J J

)

2
Zj2+2j* _:1”+2

Jj=1 J

par décomposition en fractions simples, cette somme s’écrit aussi

§<1_1> _ Zl—i 1
S\ i+2)  Hi g+
J1 J+21
1 1 1
= l+5-—5—55

Par définition des séries, on a donc

+oo J
2 2 ! 1 13
Jim fim (12—t E Yoyl
Zy 2 25 H+oozj PR Jirfoo(+2 T+l J+2> t373

. 3
La série est donc convergente et sa somme vaut 3

(b) D’une part, on a

f em X1 oem = ( 1 > "
- = ——— = -] .
2m—1 Z —1 22m Z
m=1 € m=1 € € m=1 €
—+oo m
) - e . . 1
D’autre part, la série E — est une série géométrique convergente puisque la raison — €] — 1,1].
e e

La somme de cette série vaut ) 1 1

e 1_}76—1.
e

e
Par conséquent, la somme de la série donnée vaut P
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QUESTIONNAIRE

1. On donne la fonction f par
f(z) = cos®*(3z) , = € R.

(a) En déterminer les approximations polynomiales a 'ordre 1 et 2 en 0.

(b) Donner une expression explicite du reste de ces approximations.

(¢) Dans un méme repére orthonormé, représenter ces approximations ; représenter aussi f au voi-
sinage de 0 en tenant compte du point précédent.

2. On donne une fonction f contintiment dérivable sur 'ensemble A =] — 1, 1[x]| — oo, In(2)[.

(a) Quel est le domaine de dérivabilité de la fonction F' définie par F(x) = f(exp(—z),In(1—-In(x)))?
(b) Quelle est l'expression de la dérivée de F' en fonction de celles de f?

3. On donne

“+o0 “+o0 5
I = / (/ e Y dy) dx.
0 T

(a) Représenter 'ensemble d’intégration dans un repére orthonormé en le hachurant.
(b) Si possible, calculer la valeur de I en justifiant vos démarche et réponse.

Y
4. Si possible, calculer I'intégrale I suivante 34
e _____
1 |
I= — dx dy, 2 i
ALY i
ott A est 'ensemble fermé hachuré ci-contre. H |
0 L X
0 1 2 e 3

5. (a) Soit la matrice

A:

O = =
O = oS,
— O O

(1) La matrice A est-elle inversible ? Pourquoi ?

(2) La matrice A est-elle diagonalisable ? Pourquoi ?

(b) La compagnie d’assurance ASSURBIEN répartit ses clients en assurance RC en deux groupes :
A : sans accident ou avec un seul accident pendant ’année,
B : avec au moins deux accidents pendant ’année.

Les statistiques internes de la compagnie montrent que, chaque année (et en moyenne), le « statut »
des clients obéit aux régles suivantes.

- Un client du groupe A reste toujours chez ASSURBIEN 'année suivante et a neuf chances sur dix
de rester dans le groupe A.



- Un client du groupe B a quatre chances sur dix d’y rester I’année suivante ; par contre, il a deux
chances sur dix d’étre dans A et donc quatre chances sur dix de quitter la compagnie ASSURBIEN.
- Un client assuré dans une autre compagnie peut décider de changer de compagnie ; il a deux chances
sur dix d’intégrer ASSURBIEN dans le groupe A et autant de chances de I'intégrer dans le groupe B.

(1) Déterminer la matrice de transition.

(2) En supposant que cette matrice est réguliére, quelle est, a long terme, la proportion de clients
de la compagnie ASSURBIEN 7

CORRIGE

FExercices

1. On donne la fonction f par
f(z) = cos*(3z) , z € R.

a) En déterminer les approximations polynomiales & ’ordre 1 et 2 en 0.
(a) PP poly

Solution. La fonction est infiniment dérivable sur R. En dérivant, on a successivement
Df(x) = —6cos(3x)sin(3z) = —3sin(6x), D?*f(x) = —18cos(6z), D?f(x) = 108sin(6x).

Comme f(0) =1, Df(0) =0 et D?f(0) = —18, si on note P, 'approximation polynomiale de f
a l'ordre n en 0, on a

P(z) = f(O)+Df(0)x=1,
Py(z) = Pl(x)—i—%!(o)ﬁ:l—%cQ,xGR.

(b) Donner une expression explicite du reste de ces approximations.

Solution. Si on note R, le reste de ’approximation polynomiale de f & l'ordre n en 0, alors pour
tout x € R, il existe u; et ug strictement compris entre 0 et x tels que

2

x
2!
3
!

Ry(z) —18cos(6uy). = = —9cos(6uy)z?,

Ry(z) = 108 sin(Gug)é— = 18sin(buy)z®, = € R.

(c) Dans un méme repére orthonormeé, représenter ces approximations; représenter
aussi f au voisinage de 0 en tenant compte du point précédent.

Solution. Comme Ry () < 0 Vz au voisinage de 0, le graphique de f est situé en dessous de celui de
Papproximation P;. Comme Ry(z) > 0 Va au voisinage de 0, le graphique de f est situé au-dessus
de celui de P .

Voici la représentation graphique de P;, P, et f au voisinage de 0.




2. On donne une fonction f contintiment dérivable sur ’ensemble A =] — 1, 1[x] — oo, In(2)][.

(a) Quel est le domaine de dérivabilité de la fonction F définie par

F(x) = f(exp(—a), In(1 - In(x)))?

(b) Quelle est ’expression de la dérivée de F en fonction de celles de f 7
Solution.

a) Les fonctions fi :  +— exp(—x) et fo: 2 +— In(1 — In(x)) sont dérivables dans
{reR:z>0, 1—1In(z) >0} =]0,¢[.
Dés lors, le domaine de dérivabilité de F est ’ensemble

E = {z€]0,e: -1 <exp(—z) <1, In(l—-1In(z)) <In(2)}
{z €]0,e]: —2 <0, —1 <In(x)}

- {xaad:i<x}:};e{

b) Comme F est dérivable sur F, par application du théoréme de dérivation des fonctions composées,
la dérivée de F' en fonction de celles de f est donnée par

1
(DF)(x) = (D1f) exp(-a),In(1-In(2))) - (—exp(=2)) + (D2f) (exp(=a),In(1-In(x))) - 2(n(z) — 1)’

si D1 f et Do f sont respectivement les dérivées par rapport a la premiére et la deuxiéme variable de f.
3. On donne

—+oo —+oo 2
I = / (/ e Y dy) dx.
0 T

(a) Représenter ’ensemble d’intégration dans un repére orthonormé en le hachurant.
(b) Si possible, calculer la valeur de I en justifiant vos démarche et réponse.

Solution. (a) La représentation graphique de 'ensemble d’intégration est la partie hachurée du plan

ci-dessous.
) 7
24 y==x

(b) Cet ensemble d’intégration peut s’écrire

A={(z,y) eR*:z € [0, 400l et y € [z, +0o[} = {(z,y) ER*: y € [0,+o0] et z € [0,y]}.

Etudions l'intégrabilité de f : (z,y) — e~ sur A sachant que |f(z,y)| = f(z,y), V(z,y) € A et
que f est continu sur A .



Pour y fixé dans [0, +o0], la fonction h : x +— e~ est continue sur R donc sur le fermé borné [0, y].
Elle est donc intégrable sur cet ensemble et on a

Y Y
/ eV dr = efyz/ 1dx
0 0

2
= eV [alg

= vy eV’

La fonction g : y — y e~¥" est continue sur R donc sur [0, +o0o[. Vérifions lintégrabilité de g
en +oo. Comme ¢ est continu sur [0,¢] V& > 0, on a

t
/ ye ¥ dy =
0

h
o~
|
N
Neg
ml
<
N
Q
N

Il
|
N =N = N
—
D
|
N
| S
o ~+

—
\

Dés lors, on a

t e
1-—- 1 1 1
lim Y eV’ dy = lim <e> =575 lim e ' = 3

t—+oo [ t— 400 2 2 t—+oo

(par application du théoréme des fonctions composées puisque lim (—t2) = —coet lim e* = 0).
t—4oc0 Z——00

Vu que cette limite est finie, g est intégrable en +o00 et donc sur [0, +o00].

Ainsi, f est intégrable sur A et donc la permutation de I'ordre d’intégration ne modifie pas la valeur
de l'intégrale. Comme f est une fonction positive sur A, on obtient

+oo Y 1
I = / (/ edex) dy = =.
0 0 2

Y
4. Si possible, calculer ’intégrale I suivante 3
C _____
1 '
I= / — dz dy, 2 i
ATY i
ol A est ’ensemble fermé hachuré ci-contre. H |
0 i ' X
0 1 2 €3

1
Solution. La fonction f : (z,y) — — est continue sur Ry x Ry donc sur ’ensemble A fermé borné;
x

elle est donc intégrable sur A. Cet ensemble d’intégration peut, par exemple, s’écrire

{(z,y) eR*:z €[l e] et y € [z,€]}.



On a

2
In?(e) In?(1)
=1 — —In(1
n(e) — 21 i) + 2]
1 1
= 1 _— = —
2 2
5. (a) Soit la matrice
1 47 0
A=114 1 0
0 01

(1) La matrice A est-elle inversible ? Pourquoi ?
(2) La matrice A est-elle diagonalisable ? Pourquoi ?

Solution. (1) La matrice A est inversible si et seulement si det A # 0. En appliquant la premiére loi
des mineurs & la troisiéme colonne par exemple, on a

0
det A = 0 |=1-i*>=2+#0.
1

O = =
O = oS,

La matrice A est donc inversible.

(2) Si I est la matrice identité de dimension 3 alors les valeurs propres de A sont les solutions de
l’équation caractéristique det(A — A\I) = 0. On a

1—A i 0
det(A=XD=| & 1-X 0 [=0-XA=-X*==00-XNA-XA=)(1—-\+1),
0 0 1—A
si on applique la premiére loi des mineurs & la troisiéme colonne. Ainsi,

det(A—A)=0e (1-N(1—i—AN(1+i-A\)=0

et les valeurs propres de A sont 1, 1 —4 et 1 + 3. Comme ce sont des valeurs propres simples, la
matrice est diagonalisable.

(b) La compagnie d’assurance ASSURBIEN répartit ses clients en assurance RC en
deux groupes :

A : sans accident ou avec un seul accident pendant ’année,

B : avec au moins deux accidents pendant ’année.

Les statistiques internes de la compagnie montrent que, chaque année (et en moyenne),
le « statut » des clients obéit aux régles suivantes.



- Un client du groupe A reste toujours chez ASSURBIEN D’année suivante et a neuf
chances sur dix de rester dans le groupe A.

- Un client du groupe B a quatre chances sur dix d’y rester ’année suivante; par
contre, il a deux chances sur dix d’étre dans A et donc quatre chances sur dix de
quitter la compagnie ASSURBIEN.

- Un client assuré dans une autre compagnie peut décider de changer de compagnie ; il
a deux chances sur dix d’intégrer ASSURBIEN dans le groupe A et autant de chances
de l’intégrer dans le groupe B.

(1) Déterminer la matrice de transition.

(2) En supposant que cette matrice est réguliére, quelle est, 4 long terme, la pro-
portion de clients de la compagnie ASSURBIEN ?

Solution. (1) Considérons le groupe C constitué des personnes qui ne sont pas dans cette compagnie
d’assurance. Soient Ay, By et Cj respectivement le « statut » des personnes (sans accident ou avec
un seul accident pendant I’année, avec au moins deux accidents pendant I’année, pas dans cette
compagnie) dans chacun des groupes au départ et Ay, By et Cp leur « statut » respectif année
suivante. On a donc

Ay 9/10 2/10 2/10 Ag
B, | =[ 1/10 4/10 2/10 By
c 0 4/10 6/10 Co

et la matrice de transition T est

9/10 2/10 2/10
T=| 1/10 4/10 2/10
0 4/10 6/10

(2) Puisque la matrice de transition est réguliére, la situation a long terme est donnée par le vecteur
propre de probabilité de valeur propre 1. Les vecteurs propres relatifs & la valeur propre 1 sont les
vecteurs non nuls X tels que

~1/10 2/10  2/10 x 0
(T-NX=0< 1/10  —-6/10 2/10 y | =10
0 4/10 —4/10 2 0
—r+2y+22=0 _ x 4y
&< —6y+22=0 @{y:i sl y =1 v
4y —42 =10 r= z Y

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont donc les vecteurs du type

4
cl|l 1 avec c € Cy.
1

1
Comme c(4+1+1)=1c= 6’ le vecteur de probabilité est

D= D D

5
et, & long terme, la proportion de clients de la compagnie ASSURBIEN vaudra 5



