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QUESTIONNAIRE

Question 1 (1.1) Soient des réels a, b, c. Factoriser le déterminant de la matrice

1 a a
A= 1 b b
1 ¢ &
(1.2) On donne la matrice
-1 0 0
B = 1 1 0
0 0 -1

- Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de celle-ci.
- La matrice est-elle diagonalisable 7 Si c’est le cas, déterminer une matrice S qui la diagonalise et donner
la forme diagonale obtenue.

Question 2 Dans un élevage, a chaque repas, des lapins ont le choix entre manger des carottes, de la
salade ou des pissenlits mais ne peuvent manger qu’un aliment d’une seule catégorie lors d’un méme repas.
Comme ils sont gourmands, ils ne manquent jamais un repas.

L’observation montre que si un lapin a mangé des carottes a un repas, il en mangera au repas suivant
dans 70 % des cas; sinon, il mangera de la salade une fois sur 5 ou des pissenlits 1 fois sur 10.

S’il a mangé de la salade, il en mangera encore 6 fois sur 10 au repas suivant ; sinon, il mangera un des
deux autres aliments de fagon équiprobable.

Enfin, s’il a mangé des pissenlits, au repas suivant il y a 1 chance sur 5 qu’il mange des carottes, 2 chances
sur 5 de la salade et 2 chances sur 5 qu’il mange encore des pissenlits.

(2.1) Déterminer la matrice de transition.

(2.2) A longue échéance, quelle est la probabilité que le lapin mange des pissenlits ?

Question 3 On donne la fonction f explicitement par
flz)=v1-2z.

(3.1) En déterminer les approximations polynomiales & l'ordre 1 et 2 en 0.

(3.2) Donner une expression explicite du reste de ces approximations.

(3.3) Dans un méme repeére orthonormé, représenter 'approximation & lordre 1; représenter aussi f
au voisinage de 0 et justifier la position du graphique de la fonction f par rapport au graphique de
I’approximation en utilisant la notion de reste.

Question 4 On donne la fonction f explicitement par
flz,y) =In (x/z2 + yQ) + iarctan (g) )
x
(4.1) Déterminer le domaine de dérivabilité de cette fonction.

(4.2) En tout point du domaine de dérivabilité, calculer explicitement ’expression suivante, en simplifiant
au maximum

le(x,y) + ZDQf(xay)

Question 5 (5.1) Soit R = [0,7/4] x [0,7/2]. Si elle existe, déterminer la valeur de I'intégrale

// cos(z — 2y) dx dy.

R
+oo +oo 5

I = / / e YVdy|dz.
—oo ||

(5.2) On donne



- Représenter I’ensemble d’intégration dans un repere orthonormé en le hachurant ou en le coloriant.
- Si possible, calculer la valeur de I en justifiant vos démarche et réponse.

(5.3) On donne la partie fermée du plan hachurée ci-dessous, notée A, et la fonction f : (z,y) — sin(z®+y?).
Si possible, calculer la valeur de I'intégrale suivante.

I=//A f(,y) do dy

Y

-2 -1 Jl 2 X




CORRIGE

Question 1. (1.1) Soient des réels a, b, c. Factoriser le déterminant de la matrice

1 a a
A=1{1 b b
1 ¢
(1.2) On donne la matrice
-1 0 0
B = 1 1 0
0 0 -1

- Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de celle-ci.
- La matrice est-elle diagonalisable ? Si c’est le cas, déterminer une matrice S qui la diago-
nalise et donner la forme diagonale obtenue.

Solution. (1.1) En soustrayant la ligne 1 des lignes 2 et 3 puis en factorisant la colonne 3, on obtient

1 a a?

det(A) = |0 b—a b —a?
0 c—a c—a?
1 a a?
= |0 b—a (b—a)(b+a)
0 c—a (c—a)(ct+a)

On applique alors la premiere loi des mineurs a la colonne 1 et on met en évidence, ce qui donne

b—a (b—a)(b+a)

det(4) = c—a (c—a)(c+a)
= 0-ae-a|, 1o

= (b—a)(c—a)(c—0b).

(1.2) Cherchons les valeurs propres de B, lesquelles sont les zéros du polynoéme caractéristique
det(B—A1), A€ C.Ona

-1 0 0
B = 1 1 0
0 0 -1
donc
—1-=A 0 0
det(B— A1) = det 1 1-A 0
0 0 —-1-A
= (1= M)

les valeurs propres de B sont donc —1 (valeur propre double) et 1 (valeur propre simple).
Cherchons les vecteurs propres relatifs & ces valeurs propres.
Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre —1 sont les vecteurs non nuls

x
X=1|y

z

tels que (B—(—1)1)X =0. On a

(B+1)X=0 &

S = O
SN O

0
0 |X=0e z+2y=0.
0



Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre —1 sont donc les vecteurs

-2 0
c1 1 + co 0 , €1, C2 € C\{O}
0 1

Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 1 sont les vecteurs non nuls

x
X=1y
2
tels que (B—11)X =0. On a
2.0 0 0
B-1)X=0e | 1 0 0 X=0<:>{_2__0
0 0 -2 =

Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 1 sont donc les vecteurs

0
c| 1], ceC\{0}
0

La matrice S dont les 2 premieres colonnes sont les vecteurs propres de valeur propre —1 et dont la
troisieme est un vecteur propre de valeur propre 1

-2 0 0
S = 1 0 1
0 1 0
est inversible et on a
-1 0 0
S'BS=| 0 -1 0
0 0 1

La matrice B est donc diagonalisable.

Question 2. Dans un élevage, a chaque repas, des lapins ont le choix entre manger des
carottes, de la salade ou des pissenlits mais ne peuvent manger qu’un aliment d’une seule
catégorie lors d’un méme repas. Comme ils sont gourmands, ils ne manquent jamais un
repas.

L’observation montre que si un lapin a mangé des carottes & un repas, il en mangera au
repas suivant dans 70 % des cas ; sinon, il mangera de la salade une fois sur 5 ou des pissenlits
1 fois sur 10.

S’il a mangé de la salade, il en mangera encore 6 fois sur 10 au repas suivant; sinon, il
mangera un des deux autres aliments de fagon équiprobable.

Enfin, s’il a mangé des pissenlits, au repas suivant il y a 1 chance sur 5 qu’il mange des
carottes, 2 chances sur 5 de la salade et 2 chances sur 5 qu’il mange encore des pissenlits.
(2.1) Déterminer la matrice de transition.

(2.2) A longue échéance, quelle est la probabilité que le lapin mange des pissenlits ?

Solution. (2.1) Soient Cy, So et Py les situations initiales respectives (manger des carottes, manger de
la salade et manger des pissenlits) et C7, S1 et P les situations au repas suivant. Vu les observations, on
a donc

C, 7/10 1/5 1/5 Co
sy | = 1/5 3/5 2/5 So | ()
P 1/10 1/5 2/5 Py

et la matrice de transition T est donc
7/10 1/5 1/5

T=| 1/5 3/5 2/5
1/10 1/5 2/5



(2.2) Puisque la matrice de transition est réguliere, vu (x), la probabilité qu’un lapin mange des
pissenlits a long terme est donnée par la troisieme composante du vecteur propre de valeur propre 1 qui
est de probabilité.

Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 1 sont les vecteurs non nuls X tels que

(T-1)X =0.

On a successivement

~3/10 1/5 1/5 @ 0
T-1)X=0 < 1/5  —2/5 2/5 y | =10
1/10 1/5 -3/5 2 0

—3r+2y+22=0
r—2y+2z=0
rT+2y—62=0

—4dr+4y =0
r—2y+2z=0
4y —82 =10
rT=y
r—2y+2z=0
z=1y/2

Les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont donc les vecteurs

c 1 avec c¢ € Cq.
1/2

Comme ¢(1+141/2) =1« ¢ =2/5, le vecteur propre de valeur propre 1 qui est de probabilité est

donc le vecteur
2/5
2/5
1/5

Il s’ensuit que la probabilité qu'un lapin mange des pissenlits & long terme est de 1/5, soit 20%.

Question 3. On donne la fonction f explicitement par
flz)=v1-2x.

(3.1) En déterminer les approximations polynomiales & ’ordre 1 et 2 en 0.

(3.2) Donner une expression explicite du reste de ces approximations.

(3.3) Dans un méme repére orthonormé, représenter I’approximation a ’ordre 1 ; représenter
aussi f au voisinage de 0 et justifier la position du graphique de la fonction f par rapport
au graphique de Yapproximation en utilisant la notion de reste.

Solution. (3.1) La fonction f est indéfiniment continiiment dérivable sur | — oo, 1/2[. En dérivant, on

a successivement 1 1

Df(x) = Ve D*f(x) = N0

Comme f(0) = 1, Df(0) = —1 et D?f(0) = —1, si on note P, l'approximation polynomiale de f &
lordre n en 0, on obtient

P(z) = f(O+Df0)z = 1—u,

£(0) + Df(0)x + D*f(0)

Pg (.I)



(3.2) On a

2 -t e T 27_3
D) = s ot D) = e

Des lors, si on désigne par R, le reste de I'approximation polynomiale de f a l'ordre n en 0, alors pour
tout « € R, il existe u; et us compris entre 0 et x tels que

2 -1 .%'2
R X = D2 u X m— = —— X —
1(2) flur) x = T omp 2
3 ) x3 -1 x3
Ry(z) = Dflug) x === ——— x = —— - x , ¢ €R.
2( ) f( 2) 3! (1 — 2U2)5 3! (1 — 2U2)5 2

(3.3) Vu l'expression du reste Ry, on voit que Ry (z) est toujours négatif pour x voisin de 0. Des lors
le graphique de f est situé en dessous de celui de P; au voisinage de 0.

Voici la représentation graphique de P; et f au voisinage de 0.

Question 4. On donne la fonction f explicitement par

f(z,y) =In (\/W) + i arctan (g) .
x
(4.1) Déterminer le domaine de dérivabilité de cette fonction.

(4.2) En tout point du domaine de dérivabilité, calculer explicitement I’expression suivante,
en simplifiant au maximum

le(x,y) + iDQf(x7y)'

Solution. (4.1) La fonction f est dérivable sur

A={(z,y) eR* : 2?4+ ¢y >0, 2#0} =Ry xR = (R\ {0}) xR.

(4.2) Comme In (\/xQ + y2) = (1/2) In(2? + y?), en tout point de A on a

1 2x ) 1 —y T y
D == LA _
1 (@:y) 2 m2+y2+l 1+ (y/x)? 8 <x2) w2 +y? 2?42
ot 1 2 1 1 )
Y . Yy 1T
D == — .
Qf(I,y) 2x2+y2+ll+(y/aﬁ)2x(:c) x2+y2+x2+y2
Des lors

‘ r—iy |y —x
le(:v,y)JrzDgf(z,y) = x2+y2 x2+y2 -

Question 5. (5.1) Soit R = [0,7/4] x [0,7/2]. Si elle existe, déterminer la valeur de l’intégrale

//R cos(z — 2y) dz dy.



(5.2) On donne

“+o0 “+oo R
1 :/ / e Y dy | dx.
—00 |]

- Représenter ’ensemble d’intégration dans un repére orthonormé en le hachurant ou en le
coloriant.
- Si possible, calculer la valeur de I en justifiant vos démarche et réponse.

(5.3) On donne la partie fermée du plan hachurée ci-dessous, notée A, et la fonction f :
(x,y) — sin(x? + y?). Si possible, calculer la valeur de I’intégrale suivante.

I=//A f(e.y) dz dy

Solution. (5.1) La fonction f : (z,y) — cos(x — 2y) est continue sur R? donc sur R, ensemble fermé borné;
elle y est donc intégrable. Calculons donc

w/4 /2
1= // cos(x — 2y) dx dy = / (/ cos(z — 2y) dy) dz.
R 0 0

/2 1 1 1
/ cos(z — 2y) dy = [— 3 sin(x — 2y)] =-3 sin(x — 7) + 3 sin(x) = sin(x),
0

Comme

I'intégrale demandée vaut

/4
I= /0 sin(x) dx = {— cos(a:)]
puisque cos(0) = 1 et cos(w/4) = v/2/2.

(5.2) Dans un repere orthonormé, la représentation de ’ensemble d’intégration est la suivante.

Y

y

On peut décrire cet ensemble par

E= {(:c,y) €eR?*:z€eR, ye [|x\,+oo]} = {(x,y) €ER?:yc|0,4+00], x € [fy,y]}.



Etudions l'intégrabilité de f : (z,y) — 6*92, fonction continue et positive sur R? donc sur E, ensemble
non borné. 2
Pour y fixé dans [0, +oo], la fonction g :  — e~¥" est continue sur le fermé borné [—y, y] donc intégrable

sur cet ensemble et on a
Y 2 27Y 2
/ eV do= [x e Y ] =2ye Y.
—y -y

Etudions ensuite I'intégrabilité de la fonction h : y — 2y e~v" continue et positive sur [0, +oo[. Sur

[0,t], Vt > 0, on a
t t
/ 2ye Y dy = {—e*yz} — —e " 4+ 1.
0

g par application du théoreme de la limite des fonctions composées, on a

Puisque lim e~
t—+oo

lim (fe*fz + 1) —0+1=1
t——+oo

Comme cette limite est finie, la fonction h est intégrable sur [0, +oo[ et f est donc intégrable sur E. Dés

lors, quel que soit 'ordre d’intégration, on obtient le méme résultat pour U'intégrale I et on a I = 1.

(5.3) La fonction f : (z,y) — sin(z? + y?) est continue sur 'ensemble fermé borné A, donc y est
intégrable. Vu I’expression de cette fonction et la forme de A, une intégration par changement de variables
polaires est naturelle.

Déterminons la description de A en fonction des coordonnées polaires. D’une part, les cercles interve-
nant dans la description de A ayant respectivement pour équation cartésienne x2+y? = 1 et 22 +32 = 4, il
est immédiat que r € [1,2]. D’autre part, les deux droites intervenant dans la description de A passent par
l'origine ; I'une passe aussi par le point de coordonnées (1/3, 1) et a pour équation cartésienne y = v/3 x/3
et I'autre est I'axe des ordonnées. Finalement, les coordonnées polaires des points de A sont celles de

I’ensemble
T
1,2 — =1
2% |27

Cela étant on obtient alors successivement

// sin(z? +y%) de dy = // (sin(rQ) X 7’) de dr
A [1,2]x[7/6,7/2]
1 2 7T/2
= (/ 2r sin(r?) dr) X / do
2 /6

— (g - %) [— QCOS(ﬁ)]



