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QUESTIONNAIRE

Question 1 (18 points) (a) Pour quelles valeurs du réel A la matrice suivante est-elle inversible ? Dans
le cas ou elle est inversible, en déterminer l'inverse.

(ot o)

(b) La matrice

0 0 —

est-elle diagonalisable 7 Pourquoi ? Si elle est diagonalisable, en déterminer une forme diagonale A ainsi
qu’une matrice inversible S qui y conduit.

Question 2 (18 points) Dans un laboratoire, a chaque repas, des lapins ont le choix entre manger des
carottes, de la salade ou des pissenlits mais ne peuvent manger qu’un aliment d’une seule catégorie lors
d’un méme repas. Comme ils sont gourmands, ils ne manquent jamais un repas.

L’observation montre que si un lapin a mangé des carottes & un repas, il en mangera au repas suivant
dans 70 % des cas; sinon, il mangera de la salade une fois sur 5 ou des pissenlits 1 fois sur 10.

S’il a mangé de la salade, il en mangera encore 6 fois sur 10 au repas suivant ; sinon, il mangera un des
deux autres aliments de fagon équiprobable.

Enfin, s’il a mangé des pissenlits, au repas suivant il y a 1 chance sur 5 qu’il mange des carottes et 2
chances sur 5 de la salade.

(a) Déterminer la matrice de transition.

(b) A longue échéance, quelle est la probabilité que le lapin mange des pissenlits ?

Question 3 (14 points) On donne la fonction f explicitement par

) = (/T 7) aretan ().

(a) Déterminer le domaine d’infinie dérivabilité de cette fonction.
(b) Calculer I’expression suivante en tout point de ce domaine et la simplifier au maximum.

D, f(z,y) + Dy f(x,y)

Question 4 (20 points) (a) On donne l'ensemble E = {(z,y) € R? : 2,y > 1, 22 < y? < 1+ 22}. Sielle
existe, déterminer la valeur de l'intégrale
1= // % dz dy.
E T

Y
3 \
A |
\
(b) On donne lensemble hachuré A ci-contre. |
Si elle existe, déterminer la valeur de I'intégrale Ly |
| | | | |
24 .2 ‘ ‘ ‘ —
I://xty da dy. 4 -3 2 1 3 X
A Y 1
_3 1




Question 5 (10 points) On donne la fonction f explicitement par

- X
1422

f(x)

(a) En déterminer les approximations polynomiales & I'ordre 1 et 2 en 0.

(b) Donner une expression explicite du reste de ces approximations.

(¢) Dans un méme repeére orthonormé, représenter ces approximations ; représenter aussi f au voisinage
de 0 et justifier la position du graphique de la fonction f par rapport aux graphiques des approximations
en utilisant la notion de reste.



CORRIGE

Question 1 (a) Pour quelles valeurs du réel )\ la matrice suivante est-elle inversible ? Dans
le cas ou elle est inversible, en déterminer 1’inverse.

Canirtam ")

(b) La matrice

0 0 —

est-elle diagonalisable ? Pourquoi ? Si elle est diagonalisable, en déterminer une forme dia-
gonale A ainsi qu’une matrice inversible S qui y conduit.

Solution. (a) Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Cherchons
donc le déterminant de la matrice donnée. On a

( cos(\) cos(m + ) ) _ ( cos(\)  —cos(N) )
sin(\ + 7/2) sin(\) cos(A)  sin())

donc

det ( 2228; _sfr(l)(sg\) ) = cos()) (sin(/\) + Cos()\)) .

Cela étant, on a
cos(\) =0 < akez:Angm

et
cos(A) +sin(A\) =0 < cos(\) = cos(A+ 7/2)
& FkEZir=—A—T+2n

o erZ:/\:—£+lm.

Il s’ensuit que la matrice est inversible si et seulement si A # 7/2 + km et A # —7w/4 + km quel que soit
I’entier k.
Pour ces valeurs de A, 'inverse est la matrice

1 sin(A)  cos(})
cos(A) (sin()\)+cos()\)) ( —cos(A)  cosA) )

(b) Cherchons les valeurs propres de M, lesquelles sont les zéros du polynéme caractéristique det (M —
Al), AeC.
On a successivement

-2 1 0
det(M — A1) = det 1 =X 0
0 0 —i—X

= —(i+ X det< _1)‘ _1A )

= —(i+N)(\-1)
= —A+)AF1)A-1);

les valeurs propres de M sont donc —i, —1,1. Comme ces valeurs propres sont distinctes, la matrice est
diagonalisable.

Pour construire une matrice inversible S telle que S~ M S soit une matrice diagonale, il faut rechercher
les vecteurs propres relatifs aux diverses valeurs propres de M.



Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre —i sont les vecteurs non nuls

x
X=1y
z
tels que
(M +i1)X =0.
On a successivement
1 1 0
M+iH)X =0 < 1 4 0 ] X=0
0 0 0
ix+y=20
< {striyO

& z=y=0.

Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre —i sont donc les vecteurs

c 0 , c€Cy.
1

Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre —1 sont les vecteurs non nuls

T
X = Y
z
tels que
(M+1)X =0.
On a successivement
11 0
(M+1)X=0e [ 1 1 0 X:O@{xi‘g_o
00 1—i ==

Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre —1 sont donc les vecteurs

1
c -1 |, ceCy.
0

Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 1 sont les vecteurs non nuls

T
X = Y
z
tels que
(M-1)X=0.
On a successivement
-1 1 0
M-1)X=0< [ 1 -1 0 X—O@{Z_fﬂ/_o
0 0 —-1-—i -

Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 1 sont donc les vecteurs

c 1 ], ceCy.



Il s’ensuit que la matrice

0 1 1
S=10 -1 1
1 0 O
est telle que
- 0 0
STIMS=| 0 -1 0
0 0 1

Question 2. Dans un laboratoire, & chaque repas, des lapins ont le choix entre manger des
carottes, de la salade ou des pissenlits mais ne peuvent manger qu’un aliment d’une seule
catégorie lors d’'un méme repas. Comme ils sont gourmands, ils ne manquent jamais un
repas.

L’observation montre que si un lapin a mangé des carottes 4 un repas, il en mangera au
repas suivant dans 70 % des cas ; sinon, il mangera de la salade une fois sur 5 ou des pissenlits
1 fois sur 10.

S’il a mangé de la salade, il en mangera encore 6 fois sur 10 au repas suivant ; sinon, il
mangera un des deux autres aliments de fagcon équiprobable.

Enfin, s’il a mangé des pissenlits, au repas suivant il y a 1 chance sur 5 qu’il mange des
carottes et 2 chances sur 5 de la salade.

(a) Déterminer la matrice de transition.

(b) A longue échéance, quelle est la probabilité que le lapin mange des pissenlits ?

Solution. (a) Soient Cp, Sy et Py les situations initiales respectives (manger des carottes, manger de
la salade et manger des pissenlits) et C7, S et P; les situations au repas suivant. Vu les observations, on
a donc

o 7/10 1/5 1/5 Co
sy | =1 1/5 3/5 2/5 So
P 1/10 1/5 2/5 Py

et la matrice de transition T est donc

7/10 1/5 1/5
T=| 1/5 3/5 2/5
1/10 1/5 2/5

(b) Puisque la matrice de transition est réguliere, vu le systéme précédent, la probabilité qu'un lapin
mange des pissenlits a long terme est donnée par la troisieme composante du vecteur propre de valeur
propre 1 qui est de probabilité.

Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 1 sont les vecteurs non nuls X tels que

(T —1)X = 0.
Ol’l a successivement

-3/10 1/5 1/5 x 0
1/5  —2/5 2/5 y | =10
1/10 1/5 -3/5 z 0

T-1H)X=0 <

—3x+2y+2z=0
r—2y+22=0
r+2y—62=0
—4r+4y =0
r—2y+22=0
4y —82=0
=y
r—2y+22=0
z=1y/2

T=y

z=1y/2.



Les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont donc des vecteurs du type

1
c 1 avec ¢ € Cg.
1/2

Comme ¢(14+1+1/2) =1 < ¢ =2/5, la probabilité qu'un lapin mange des pissenlits & long terme
est de 1/5, soit 20%.

Question 3. On donne la fonction f explicitement par

) = (/) — anctan (£).

(a) Déterminer le domaine d’infinie dérivabilité de cette fonction.
(b) Calculer I’expression suivante en tout point de ce domaine et la simplifier au maximum.

Dy f(2,y) + Dy f(x,y)
Solution. (a) Le domaine d’infinie dérivabilité de f est I’ensemble

E={(z,y) eR?*:2? +4* >0,y # 0} = {(2,y) €R*: (x,y) # (0,0), y # 0} =R x Ry.

(b) En tout point de E, la fonction f peut s’écrire sous la forme

flz,y) = %IH(UCQ + 9?) — arctan (i)

et des lors on a

1 1 1 -y
D, Y) ==X ——= X2 — —— X — =
f(x y) 2 x2+y2 z 1+$2/y2 y 1;2—|—y2
et 11 1
—T y+x
D ==X 55— X2y - ———F—5 X T 2.2
I (09) = 5 X g X W T T <y2> ? +y?
On obtient ainsi 2
x
Daf(@,9) + Dyf(2.4) = 55 -

Question 4 (a) On donne I’ensemble E = {(z,y) € R? : 2,y > 1, 2 < y? < 1+2?%}. Si elle existe,
déterminer la valeur de l’intégrale
I= / / Y dv dy.
E X

Y
31 \
A |
(b) On donne I’ensemble hachuré A ci-contre. |
Si elle existe, déterminer la valeur de 1| !
Pintégrale ‘
! ! ! | !
2 12 M -3 L -1 3 X
I://xty d dy. |
A Y
-3+

Solution. (a) La fonction f : (z,y) — y/2? est continue sur E, ensemble fermé non borné et elle y est
a valeurs positives. Examinons si elle y est intégrable.



L’ensemble F s’écrit aussi
E:{(m,y)ERQ:ISxethyS\/1—|—a:2}.

Cela étant,
e pour tout x > 1, la fonction y — y/x? est continue sur I'intervalle fermé borné [z,+/1 + 22] donc y est
intégrable et on a

1+x2 1+z2
Yy 1 1 2 2 L

e la fonction x +— 1/22 est intégrable sur [1, +oo[ (cf cas fondamentaux) et on a

+o0 t
1 . 1 1 . 1 1
/1 zxzd“tiﬂnm1mdx—2t£$oo(‘t“)—z-

Il s’ensuit que f est intégrable sur E et que l'on a

Y 1
Ldrdy = -.
//Exl"”y 2

(b) La fonction f : (x,y) + (22 + y?)/y? est continue sur I'ensemble fermé borné A, donc y est
intégrable. Vu I'expression de cette fonction et la forme de A, une intégration par changement de variables
polaires est naturelle.

Déterminons la description de A en fonction des coordonnées polaires. D’une part, les cercles interve-
nant dans la description de A ayant respectivement pour équation cartésienne x2+y? = 4 et 2% +1?% = 16,
il est immédiat que r € [2,4]. D’autre part, les deux droites intervenant dans la description de A passent
par 'origine ; 'une passe aussi par le point de coordonnées

(2,V/I6 = 1) = (2,2V3) = 4 (; ?) = 4 ((cos(x/3), sin(r/3))

et I'autre par le point de coordonnées

(VI6—4,-2) = (2V/3,-2) =4 <\/§ 1) —4 (cos(fW/G),sin(fw/G)) .

272
On obtient donc finalement les coordonnées polaires des points de A sont celles de ’ensemble

2.4 %[5, - % + 7] = [2,4] x [

T 5w
37 6 '

36

Cela étant on obtient alors successivement

2,2 ,
//xty de dy = // 2.7472><7“d9dr
a v [2,4]x [x/3,57/6] T28in(0)
4 57/6 1
= (/ T dr) X / ———df
2 x/3  sin“(0)

_ (422 _ 222) x ( cotan(r/3) — cotan(5/6))

= 6X (?4—\/5)

= 8V3.

Question 5 On donne la fonction f explicitement par




(a) En déterminer les approximations polynomiales a ’ordre 1 et 2 en 0.

(b) Donner une expression explicite du reste de ces approximations.

(c) Dans un méme repére orthonormé, représenter ces approximations; représenter aussi
f au voisinage de 0 et justifier la position du graphique de la fonction f par rapport aux
graphiques des approximations en utilisant la notion de reste.

Solution. (a) La fonction est infiniment dérivable sur R\ {—1/2}. En dérivant, on a successivement

1+22 -2z 1
bie) = e ~ Gr e
) (=22 4
D@ = G = Gran®
Df(a) = (—4)(-=3)2 _ 2

(1+2x)* (1+2z)*

Comme f(0) =0, Df(0) =1et D?f(0) = —4, si on note P, I'approximation polynomiale de f &
l’ordre n en 0, on a

P(z) = fO+Df(0)r = =,

Py(z) = f(O)+Df(O)x+D2f(0)% = 2-22% z€R

(b) Sion note R, le reste de ’approximation polynomiale de f & 'ordre n en 0, alors pour tout = € R,
il existe u; et uo compris entre 0 et = tels que

—4 x? —2x2
R = _—
(@) Q+2w)? 2 (1+2uw)’
24 3 4a3
R = = T __ M LeRr
2() I+2u)d 3 (At2ut °€

Notons qu’il est possible d’exprimer ces restes a 1’aide de la définition :

Rie) = ()= P() = = o
T x3
Ry(z) = f(z)— Pax) = 5o (x —22?) = li—Qa: , x € R\ {-1/2}.

(c) Considérons les premieres expressions des restes. D’une part, vu son expression, Ry (z) est du signe
contraire de 1+ 2u;. Cela étant on a 1+ 2t > 0 si et seulement si t > —1/2. Dés lors si z est voisin de 0,
alors x > —1/2 et u; > —1/2 aussi puisque u; est compris entre 0 et x ; il s’ensuit que 14 2u; > 0 donc
R;(x) <0, Vz voisin de 0. Le graphique de f est donc situé en dessous de celui de P; au voisinage de 0.

D’autre part, vu son expression, Ra(z) est du signe de z. Par conséquent, Ro(z) > 0, Vx > 0 au
voisinage de 0 et Ro(z) < 0, Vo < 0 au voisinage de 0. Le graphique de f est donc situé en dessous de
celui de 'approximation P, pour les points d’abscisse négative et au-dessus de celui de P, pour les points
d’abscisse positive.

Si on utilise la définition des restes pour les exprimer, on a le raisonnement suivant. D’une part, Ry (z)
est du signe contraire de 1+ 2z. Comme 1 + 2z > 0 au voisinage de 0, on a R;(x) < 0, Va au voisinage
de 0. Le graphique de f est donc situé en dessous de celui de P; au voisinage de 0.

D’autre part, comme 142z > 0 au voisinage de 0, Ro(x) est du signe de z. Par conséquent, Ro(z) > 0,
Va > 0 au voisinage de 0 et Ro(z) < 0, Vo < 0 au voisinage de 0. Le graphique de f est donc situé en
dessous de celui de 'approximation P, pour les points d’abscisse négative et au-dessus de celui de P
pour les points d’abscisse positive.

Voici la représentation graphique de P;, P5 et f au voisinage de 0.






