Chapitre 6

Intégrales remarquables

6.1 Intégrale de Poisson

Rappelons qu’au Théoreme 4.5.2, nous avons obtenu la formule suivante connue sous
le nom d’Intégrale de Poisson:

+oo 1
/ e 97" dy = \/?, Ya > 0.
0 2V a

De plus, au Paragraphe 5.1, nous en avons déduit les résultats suivants

oo —ax? 1 ™ —b2/(4a)
e cos(bx)dxzi —e , Ya>0,beR,
0 a
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6.2 La fonction “Gamma”: I’
Remarque.  Pour tout n €]0,+00|, la fonction e *z™~1 est intégrable sur |0, +oc].
De fait, cette fonction est continue sur |0, +oo[ et vérifie d’une part
el <ol <™l vz €)0, 1],

alors que la fonction 2"~ ! est intégrable en 07 si et seulement si n > 0, et d’autre part

lim 2% %z"'=0, VYn>0.0
T—+00

Définition. La fonction “Gamma” T' est définie sur |0, +oo] par

+o00
I'(n) = / e “ " tdr, Vn €]0,+oo;
0

on dit aussi qu’il s’agit de la premiére intégrale eulérienne.



Cette fonction I' jouit de nombreuses propriétés fort intéressantes.

Proposition 6.2.1 Pour tout n €]0,+o00|, on a I'(n) > 0.
On a notamment T'(1) =1 et I'(1/2) = /7.

Preuve.  De fait, I'intégrand est une fonction strictement positive sur |0, +o0.
De plus, il vient successivement

+o00
1) = / e fdr=—e" ;oo =1
0

et, en recourant au changement de variable ¢t = y/z en (x),
+o0 +oo )
r'a/2) = / e V2 da = 2/ e " dt =y
0 s Jo

Proposition 6.2.2 La fonction T appartient a Coo(]0, +00l) et, pour tout k € Ny
et tout n €]0,4o00[, on a

D*T'(n) = /0 me_zx”_l(ln(:p))k dx.

Preuve.  Cela résulte aussitot du théoreme de dérivation des intégrales para-
métriques car
a) pour tout z > 0, on a 2" € C,(]0, +o0),
b) pour tout compact K de |0, 4o00[ et tout k € Ny, on a

sup ’Dﬁ(eﬂxnfl)’ = <sup x"1> ¢~ [In(z)[*.
nek nek

Or il existe a €]0, 1] et b €]1, +00][ tels que K C [a, b]; il vient donc

sup 2 = 2 yj0.1 + 27 XL 4ool (7).
nek

Pour conclure, il suffit alors de vérifier directement que la fonction
(2" "Xg01((%) + 2" X (1400 () €7 |In(a)["
est intégrable sur |0, +oo[.4
Théoréme 6.2.3 (propriété fondamentale) On a
I'(n+1)=nl(n), Vn€0,+o0].
En particulier, pour tout entier m € Ny, il vient

(2m)!

Fm+1)=m! et I'(m+1/2) = Dam ]
mm!

V7




On dit que la fonction T interpole de maniére Coo les valeurs de m)!

Preuve.  Cela résulte aussitot du théoreme d’intégration par parties car il vient
successivement

+00 +oo
I'(n+1) :/ e “a"dr = —/ (De™) 2™ dx
0 0

+oo
— +oo — —
= —e "z"|, —I—n/ e 2" tdr = nl'(n)y
0

Proposition 6.2.4 On a

lim nI'(n) =1 donc lim I'(n) = +ooy

n—0+t n—0t

Théoréme 6.2.5 (Formule de Stirling) On a

: I'(n+1) . I'(n)
lim ————=1 e lm ————=1
n—+to0 eTMn"/27n n—too e=nny /21 /n

donc bien str lim,_, o, ['(n) = +00 mais aussi, par exemple, les formules suivantes:

a) lim Lln+r)

——= =1, VYr>0.
n—-+00 nTF(n) ’ "



|
b im PP e,

m—4oo m! mP
1-3---(2m—1) 1

vin=—-.

c) Formule de Wallis: mEToo 2. 4. (2m)

Preuve.  Etablissons d’abord la formule de Stirling. Si nous effectuons le

changement de variable linéaire x = n + y/ny dans le calcul de I'(n), il vient

Fn+1) 1 too
e~"nm/2mn V21 J_ym

La conclusion résulte alors du théoreme de la convergence majorée:
a) pour tout y € R, on a

o~ Vaytnin(l+y//n) dy.

lim e Vrytnln(lty/vn) _ —y*/2

n—-+o0, n>y?2

car la fonction exponentielle est continue sur R, car

lim 2(—\/ﬁy—l—nln(1+y/\/ﬁ)) _ lim —y/v/n+In(l+y/y/n)

n—+o00,n>y n—+o00, n>y2 l/n

est égal a

—t+In(1+1¢)
21
e
si on pose t = y/+/n et car on a
. —t+In(1+1) . —t 1
lim = lim —_
=0 t2 t—0 2t(1 + 1) 2

en recourant au théoreme de I’Hospital,
b) de [t/(1+t)dt =t —In(1+1¢), on tire de suite

t

—dt
141

y/vn
—vny+nn(l+y/vn) = —n/o

pour tout y € R et tout n > 0. Cela étant, il vient

t y2

y/vn y/vn
n —dt>n dt =
/O 14+t — /0 1+y/v/n 2(1+y/+y/n)

pour tout y > 0 et
y/vn oy y/vn y?
n/ dth/ tdt = =




pour tout y €] — y/n,0[. Cela étant, la majoration

o~ Vay+nin(l+y//n) )+ o V2 /(2+2y/v/n)

9
X yitool(¥) < €7V X0 (y X10,+00[(Y)

a lieu sur R pour tout n > 1. Or cette derniére majorante est bien stir une fonction
intégrable sur R.
Cela étant,
a) résulte aussitot de
lim T(n+r) ~ im e " " (n+ )"/ 2n/(n+ 1)
n—-+o00 nTF(n) n—-+o0 nre*”nnm

. r r+n n _
= lim (14——) e " =1.
n—-+o0 n n+r

b) est direct mais résulte aussi de

. I'm+p+1) . (m+1)PT(m+1)
hHl —_— Y = hm =1
m—too ['(m 4+ 1)mP  m—+oo  T'(m+ 1)mP

c) résulte aussitot de

L3 @mo1) T(2m + 1)y/m

li =
. e m(2m)*™/Army/m 1
= lim =—=1
m—too  22me=2mm2mmrm N3

Théoréme 6.2.6 (formule de Gauss) Pour tousn >0 et m € Ny, on a

m™ T (n)T <n + ;) T <n + mﬂf) = (2m)™ V2 /m T (mn).

En particulier, on a la formule de duplication de Legendre:

Fn)I'(n+1/2) = VT I'(2n), Vn>D0.

227171

Preuve.  Posons




On vérifie directement qu’on a alors V(m,n + 1) = V(m,n) pour tous n > 0 et
m € Ny, donc V(m,n + p) = V(m,n) pour tous n > 0 et m, p € Ny. Cela étant,
V(m,n) est successivement égal a

m(n+p)—1/2 ... -1
lim V(m,n+p)= lim m (n+p) (n+p+(m )/m)

p;eggo pngzo L(m(n + p))

1. mm(n+p)_1/2 np P(n) oo np+(m_1)/mr(n)
= lim
* — 400 mp
() Pt (mn)™ T'(mn)
— lim mmn—l/Qn(m—l)/Q(P(n))m

p—+o0 ['(mn)

pENg

m—1)/2 ,—nm,,nm m/2

— lim mmnfl/Qn( J2emmmprm (27 fn)™/ _ (27r)(m71)/2
() P00 e~ (mn)mm /27 /(mn)

ce qui suffit pour conclure (en (x), on utilise la premiére formule de la propriété
précédente; en (#x), on utilise la formule de Stirling).

La formule de duplication de Legendre n’est quant a elle qu'une autre écriture
de la formule de Gauss pour m = 2,4

6.3 La fonction “Beta” : B

Remarque.  Pour tout (m,n) €]0,+o00[x]0, +oo[, 2™ (1 — x)"~! est une fonction
intégrable sur]0,1[. Cela résulte aussitot des critéres pratiques d’intégrabilité d’une fonc-
tion sur un intervalle de R.

Définition. La fonction “Beta” B est définie selon
1
B:]0,+00[x]0,+00[; (m,n)+— / g™ N1 — )"t da
0

on dit aussi qu’il s’agit de la deuzieme intégrale eulérienne.
Voici quelques propriétés marquantes de cette fonction.

Proposition 6.3.1 Pour tout (m,n) €]0,4+00[x]0, +o0c[, on a

a) B(m,n) >0,
b) B(m,n) = B(n,m),
¢) Blm,n) = L(m)I'(n)

I(m+n)



Preuve.  a) est trivial.
b) De fait, le changement de variable linéaire y = 1 — x donne aussitot

1 0
/ (Em_l(l o x)n—l dr = _/ (1 o y)m—lyn—l dy
0 1

m—1 n—1

¢) Comme les fonctions e "z et e Yy sont intégrables sur |0, +oo], la
fonction e™* ¥z~ 1y~ est intégrable sur ]0,+o00[x]0, +0o[ et son intégrale vaut
[(m)I'(n). On peut aussi évaluer cette intégrale en recourant au changement de

variable
{x = &(1-n) {E = x4y
y = £&n n = y/(r+y)

régulier d’ordre infini entre ]0, +00[x]0, +-00[ et |0, +00[x]0, 1[. Il vient

I'(m)l(n) = /;Oo e Sgmin=lge. /0 (1—n)™ " tdn=T(m+n)- B(m,n)a

Remarque.  La formule obtenue en ¢) permet d’avoir la valeur de B(m,n) pour toutes
les valeurs entiéres et demi-entieres de m et n. Voici un autre cas ou la valeur de B(m,n)
est connue.

Théoréme 6.3.2 (formule d’Euler) Pour tout 6 €0, 1],

+oo 1971 T
BO,1-0)=1I(0)-I'(1 —-0) = = .
6.1-6)=T()-T1 ~6) /0 72 % Sn(on)

Preuve.  La premiere égalité résulte de la formule c) de la Proposition précé-
dente car on a I'(1) = 1.

Pour obtenir la deuxieéme égalité, il suffit d’effectuer le changement de variable
r =1y/(1+y) dans expression intégrale de B(#,1 — 6): il vient

1 400 0—1 1 dy
x(’_ll—x_gdm:/ Y .
/o (1-2) A N R N

Pour conclure, établissons la troisieme égalité. On prouve d’abord que

) +o00 13971 +oo 113971
el’\e/ ———dr = / dr, YA€|—m, 7|
o l+etr o l1+=x

Comme e appartient & C;(R) et comme

a) on a 2'71/(1 +ez) € Cy(] — m, 7]) pour tout = €]0, +o0],



