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Chapitre 1

Eléments de calcul matriciel

1.1 Introduction

Les matrices et le calcul matriciel offrent une interprétation de problemes en termes calcula-
toires. Par exemple, il est courant de rencontrer des systemes d’équations linéaires (c’est-a-dire
ou les inconnues n’apparaissent qu’au premier degré). Imaginons par exemple que I'on doive
résoudre le systeme (S) suivant

2x1 — 319 + x4 =9
—T1+ T2+ X3 — 24 = 2
3r1+3x0 — 223 +24 = —1.

Des résultats et techniques basés notamment sur le rang des matrices donnent des méthodes
pour résoudre ce type de systeme par des manipulations des tableaux des données

2 =3 0 1 9
A = -1 1 1 -1 1, B = 2
3 3 -2 1 -1
et du tableau des inconnues
T
X = | "
T3
T4

En écriture matricielle, le systeme (S) s’écrit

AX = B.

1.2 Matrices : définitions générales et notations

Définition 1.2.1. Une matrice est un tableau rectangulaire de nombres (réels ou complezes).

Les lignes et les colonnes de ce tableau sont appelées les rangées de la matrice.

Les nombres formant le tableau sont appelés les éléments de la matrice.

La longueur des lignes de la matrice est, par définition, le nombre d’éléments des lignes;
c’est donc aussi le nombre de colonnes de la matrice. La longueur des colonnes de la matrice
est, par définition, le nombre d’éléments des colonnes; c’est donc aussi le nombre de lignes de
la matrice.
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Deux matrices sont dites égales lorsqu’elles ont le méme nombre de lignes, le méme nombre
de colonnes et que leurs éléments correspondants sont égaux.

Si une matrice possede p lignes et ¢ colonnes, on dit que c’est une matrice de type p X g ou
de format p x g. Par convention, le premier naturel indique toujours le nombre de lignes et le
second le nombre de colonnes.

On désigne souvent une matrice par une lettre majuscule. Si A désigne une matrice, I’élément
qui se trouve sur la ligne numéro k et la colonne numéro j est désigné par

(A -

Par exemple si
i -1 2 V3
/2 0 -2 s
A= i+1 1 2 —4 ,
5 -1 2 2
1 - 0 —i43

cette matrice possede 4 colonnes, 5 lignes (elle est du type 5 x 4); chaque ligne a une longueur
égale a 4; chaque colonne a une longueur égale a 5. L’élément qui se situe sur la 3ieme ligne et
la 2ieme colonne est

(A)3,2 =1
et celui qui se situe sur la bieme ligne et 4ieme colonne est

(A)sq = —i+3.

Pour alléger les notations (surtout dans le cas des matrices dans lesquelles la longueur des
lignes ou des colonnes est grande), on utilise la méme lettre minuscule pour désigner tous les
éléments de la matrice, mais celle-ci est indexée par deux indices indiquant le numéro de la
ligne et de la colonne sur lesquelles se trouve 1’élément. Par convention, le premier indice est le
numéro de la ligne et le second celui de la colonne. Par exemple, une matrice de type 4 x 6 est
notée, en toute généralité

aip a2 a3 a4 a5 aie
A— Ga21 a2 a3 G24 Q25 426
azy azz az3z a34 aszs ase
a41 Q42 Q43 Q44 Q45 A46

Une matrice nulle est une matrice dont tous les éléments sont nuls. Quel que soit son format,
une telle matrice est notée 0O :

O O O O O
O O O O O
O O O O O
O O O O O
oo oo oo

0000

Lorsque la matrice ne possede qu’une ligne ou qu’une colonne, on 'appelle simplement vecteur
(ligne ou colonne bien sur). Dans ce cas, les notations des éléments sont simplifiées. Par exemple,
si X est une matrice d’une seule colonne et de n lignes, on écrit tout simplement

x1
Z2
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et pour j € {1,...,n}, (X);1 est noté simplement Xj;.
Passons au cas important suivant, celui des matrices dites < carrées >.

Définition 1.2.2. Une matrice carrée est une matrice dont le nombre de lignes est égal o celui
des colonnes. Par définition, ce nombre est la dimension de la matrice.

Un élément diagonal d’une matrice carrée est un élément de cette matrice qui se trouve sur
une ligne et une colonne de méme numéro. La diagonale principale d’une matrice carrée est
formée de l’ensemble des éléments diagonaux de cette matrice.

Une matrice carrée est appelée matrice diagonale si tous ses éléments non diagonaux sont
nuls.

La matrice carrée diagonale de dimension n dont les éléments diagonauzr sont tous égauzx a
1 est appelée matrice identité' de dimension n. Elle est notée I ou 1.

Voici des exemples de matrices carrées de dimension 2, 3, 4.

0 9 ; 1 2 3 1

4i - 1 22 2 2

A: ! . ) 3 B= 'L.3 \/5 6 3 C: 3 33 Z.3
-1 42 ) 1 22 3° 3

3/4 l/2+1 0 1 24 34 Z.4

La diagonale principale de A est formée des éléments 4,7 + 2, celle de B est formée des
éléments 0, /5,0, celle de C est formée des éléments 1, 22,33, i* c’est-a-dire 1,4, 27, 1.
Voici deux exemples de matrices diagonales

az 0 0 0 O
i 0 0 0 aa 0 0 O
0 -2 0 , 0 0 a3 0 O
0 0 V3 0 0 0 ag O
0 0 0 0 as
oules a;, j =1,...,5, sont des nombres complexes.

1.3 Matrices associées

Définition 1.3.1. Etant donné une matrice A de type pX q, on lui associe trois autres matrices :
— la matrice conjuguée de A, notée A; il s’agit de la matrice de méme type que celui de A
dont les éléments sont les conjugués de ceux de A :

(4), _(T)k,jy kE=1,...,p, j=1,...,q.

7j -

— la matrice transposée de A, notée A ; il s’agit de la matrice de type g X p telle que
<A>k]~ =(A)jr, k=1...,q,5=1,...,p.

Ses lignes sont donc formées des éléments des colonnes de A et ses colonnes sont formées
des éléments des lignes de A.

— la matrice adjointe de A, notée A*; il s’agit de la matrice transposée et conjuguée de A
(ou, ce qui revient au méme, de la matrice conjuguée transposée de A), c’est-a-dire

A*=A=A ou encore (A=A k=1,...,¢, j=1,...,p.

1. Parfois on utilise aussi le terme < matrice unité >
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Par exemple, pour la matrice de type 4 x 3 suivante

0 —2
a-| i Vb 6
| 3/4 i/241 0 |
-1 3 4
on a
B (Z) \_/g _6’ . 0 —i 3/4 -1
A= 34 241 0 | A= ;QéSU%H Z
—1 3 4
et
0 i 3/4 -1
A= -2 V6 —i/2+1 3
—i 6 0 4
Pour la matrice identité, on a
I=1=1*=1.

En effet, les éléments de cette matrice sont tous réels (donc 1 = 1) et sa ligne numéro k est
formée des mémes éléments, dans le méme ordre, que sa colonne numéro k (donc 1 = 1).

1.4 Opérations entre matrices

1.4.1 Addition de deux matrices du méme type

Définition 1.4.1. Etant donné deux matrices A, B de format p X q, on définit la somme de ces
deux matrices, notée A+ B, comme étant la matrice de format p X q dont les éléments sont les
sommes des éléments correspondants de chacune des deux matrices. Ainsi, par définition :

(A—I_B)k,] = (A)k,]+(B)k,]7 k= 17"'7p7 ]: 1,---,(]-

Par exemple, pour

1 2 0 i 0 -1 —i —i
A=[0 -1 14i 12|, B=|1 -1 2 i |,
2 6 -3 0 1 1 1 1
on a
1 1 —i 0
A+B=|1 -2 3+i 1/2+i

3 7 =2 1

1.4.2 Multiplication d’une matrice par un nombre complexe

Définition 1.4.2. FEtant donné une matrice A de format p X q et un complexe ¢, on définit le
produit de A par ¢, noté cA, comme étant la matrice de format p X q dont les éléments sont
€gaux a c fois les éléments correspondants de A. Ainsi, par définition :

(cA)kj=c(A)r;, k=1,....p, j=1,...,q.
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Par exemple, pour
1 2 0 i
A= 0 -1 14¢ 1/2 |, c=1i,
2 6 -3 0

on a
128 0 -1
cA=| 0 —i —144d /2
2 61 =31 0

1.4.3 Propriétés des deux opérations précédentes

On vérifie directement (c’est un simple calcul, basé sur les définitions précédentes et sur
les propriétés de la somme et de la multiplication entre complexes) que les deux opérations
précédentes vérifient les propriétés suivantes. L’importance de ces propriétés réside dans le fait
que ce sont celles que doivent vérifier deux lois définies sur un ensemble de < choses > (addition
de deux < choses > du méme type et multiplication d’une < chose > par un nombre) pour que
cet ensemble constitue un espace vectoriel. Nous avons déja mis ces propriétés en évidence au
cours de I'étude du calcul vectoriel.

Propriété(s) 1.4.3. Propriétés relatives a l’addition. Pour toutes matrices A, B,C de méme
format, on a

— (A4+ B)+C = A+ (B+C) (associativité de l’addition)

— 0+ A=A+0= A (la matrice nulle est un neutre pour l’addition)

— A+ A" =0 ou A’ est la matrice de méme format que A et dont les éléments sont les

opposés des éléments de A (pour toute matrice A, existence d’un symétrique)

— A+ B =B+ A (commutativité de l’addition).

Propriétés liant les deux opérations. Pour toutes matrices A, B de méme format et pour tous
complezes ¢, on a

— 1A=A

— ¢(dA) = (cd)A

— ¢(A+B)=cA+cB

— (c+d)A=cA+ A

1.4.4 Produit de matrices

La définition du produit de deux matrices peut paraitre artificielle. Il n’en est rien. Cette
définition provient de I'étude de la représentation matricielle des opérateurs linéaires 2 dans une
base et plus précisément de la représentation matricielle de la composée de deux opérateurs
linéaires.

Cette définition permet aussi une modélisation de situations concretes d’évolution de proces-
sus. Apres traitement par des méthodes ad hoc, on obtient des réponses aux questions posées ini-
tialement (voir la section suivante pour des premiers exemples, puis plus loin pour la présentation
des méthodes adéquates).

Définition 1.4.4. Soit A une matrice de format p X r et soit B une matrice de format rxq.
Le produit des matrices A et B, dans l'ordre, est la matrice notée AB, de format px q dont les

2. Pour rappel, un opérateur linéaire entre espaces vectoriels est une application qui est telle que I'image d’une
combinaison linéaire est la combinaison linéaire des images.
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éléments sont obtenus en faisant les produits < ligne par colonne > des matrices A et B (dans
lordre), c’est-a-dire

r

(AB)k,j:Z(A)k,l (B)l,j7 k:17"'7p7 .7:177q
=1

Vu cette définition, on peut donc toujours multiplier deux matrices carrées de méme dimen-
sion.
Présentons quelques exemples de produits de deux matrices.

Soient
T -1 i -1 2 i 2 3
A_<_2 /2 _Z,>, B=|1/4 — 0 1|, ¢c=( 0 1 1+i
0 2 -1 3 -1 1 2
On a
AR - —1+i/4 i+1-2 141 2+4i-3
- 24i/8 —2i+1/2—2 247 —4+i/2—3i
B —14i/4 —1+i 0 —1+i
- 24i/8 1/2—4i 2+4i —4—5i/2
—1-3 2i+2+3 3i+2+2+6 —4 542 8+5i
c?’= -1—¢ 1+4144i 1+i+2+2 |=| -1—i 2+i 3+3i |,
—i—2 24142 —-3+1+i+4 2 1 241
Ao it! 2+i—1 3+i—1-—2 i+l 14 i
T\ =240 —44i/2—i —6+i/2—-1/2—-2i ) \ —i —4—i/2 —13/2-3i/2 )"

1.4.5 Propriétés du produit matriciel
Deux propriétés importantes du produit matriciel sont les suivantes.

Propriété(s) 1.4.5. 1) Le produit matriciel est associatif.
Soient A de format n X p, B de format p x q et C' de format ¢ x r. On a

(AB)C = A(BO).

2) Le produit matriciel n’est PAS commutatif.
Cela signifie que, méme si les produits sont définis, on peut avoir AB # BA.

Preuve. 1) Les deux membres de I’égalité sont bien définis et sont des matrices de méme
format. De fait, vu les hypotheses sur les formats, la matrice AB est bien définie et est de
format n x ¢; la matrice C' étant de format g x r, le produit (AB)C est bien défini et est une
matrice de format n x r. Regardons alors le membre de droite, a savoir A(BC). Ici encore, vu
les hypotheses sur les formats, la matrice BC est bien définie et est de format p x r; la matrice
A étant de format n x p, le produit A(BC') est bien défini et est une matrice de format n x r.

Cela étant, montrons que les éléments des matrices (AB)C et A(BC) sont les mémes.
L’élément sur la ligne | (I = 1,...,n) et la colonne k (k = 1,...,r) de la matrice (AB)C

est
(4m10) =SB = 3 (S ) @

’ s=1 s=1 \j=1
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Comme I’addition de nombres est une opération commutative, et comme le produit entre nombres
est également une opération commutative, I’expression précédente peut étre écrite en permutant
les deux sommes et les produits. On a alors

<<AB)C)l,k Z i(A»,j(B)j,s (C)eu
_ iB(J’]k
-
— Ep: )i (BC)jn = <A(BC)>

=1

g

1k

<.

et on conclut.
2) Pour montrer que le produit matriciel n’est pas commutatif, il suffit de donner un exemple :

(Fo) (o) (0a)(v o)

car I’élément de la premiere ligne et premiere colonne du produit du membre de gauche est 0 et
celui du produit du membre de droite est 1. Il est bon de remarquer que tout autre exemple est
aussi une justification (donc pas besoin d’étudier par coeur celui-ci!!)

L’associativité du produit matriciel permet de définir le produit d’un nombre fini de matrices
dans un ordre donné. En particulier, on peut définir les puissances naturelles d’une matrice carrée

Am = A A, meN,.
S——

m

Voici quelques autres propriétés du produit matriciel.
1) Si on travaille entre matrices carrées de méme dimension, on a

A0=0A=0, Al=1A=A.

2) SiceC, A est du type n x p et B du type p X ¢, on a

¢(AB) = (cA)B = A(cB).

3) Le produit matriciel est distributif par rapport aux combinaisons linéaires de matrices.
Cela signifie que l'on a

(cA+B)C =cAC +BC et C(cA+dB)=cCA+JCB

si les produits matriciels ont un sens et pour tous ¢, ¢ € C.

4) Si A est du type n X p et si B est du type p X g on a

AB=BA, AB= AB, (AB)" = B*A*.
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5) La propriété qui suit est tout a fait différente de son analogue entre nombres complexes :
le produit de deux matrices peut étre nul sans qu’aucun facteur ne soit nul.
Par exemple

LN - 111
(. Z>:0, 1 0 1 111 ]=o.
7 —1 1

Preuve. Tout s’obtient directement par calcul en utilisant les définitions.[]

1.5 Les matrices stochastiques

1.5.1 Migration de la population

On désire étudier des mouvements de population entre la ville et ses faubourgs. On suppose
que, chaque année,
- 95% de la population de la ville y reste,
- 5% de la population de la ville part vers les faubourgs,
- 97% de la population des faubourgs y reste,
- 3% de la population des faubourgs part vers la ville.

5 %

Si on donne la population une certaine année, on demande un procédé simple de modélisation
de la maniere dont elle va évoluer au cours des années suivantes.

Soient Vj, Fy respectivement les populations de la ville et des faubourgs ’année fixée au
départ, Vi, F} respectivement les populations de la ville et des faubourgs un an apres. Plus
généralement, soient Vj, F) respectivement les populations de la ville et des faubourgs apres k
années. On a donc

Vi=095V + 0.03 Fo, F1 =0.056 Vy + 0.97 Fp.

Cela peut s’écrire sous forme matricielle de la maniere suivante
%1 _ 0.95 0.03 Vo
Fy N 0.05 0.97 F )

0.95 0.03
= < 0.05 0.97 )

la répartition de la population apres deux années est

(i)-r(5)-m(3)

La matrice T est appelée matrice de transition. Plus généralement, apres k années, on a

Si on note

On verra plus loin une méthode d’analyse de I’évolution des puissances de la matrice de
transition 7.
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1.6 Déterminants des matrices carrées

Etant donné une matrice carrée, on lui associe un nombre complexe, appelé déterminant de
la matrice.

La définition du déterminant d’une matrice carrée est donnée par récurrence sur la dimension
de la matrice. Cela signifie que I’on donne la définition du déterminant d’une matrice quelconque
de dimension 2 ; ensuite on donne la définition du déterminant d’une matrice de dimension 3,
laquelle est basée sur les déterminants de matrices de dimension 2, etc.

Par souci de généralité, on donne aussi la définition du déterminant d’une matrice de dimen-
sion 1.

Si A est une matrice carrée, son déterminant est noté det A ou det(A) pour éviter toute
confusion si la matrice dont on prend le déterminant s’écrit de fagon plus complexe.

1.6.1 Définition

Si la matrice est de dimension 1, c’est-a-dire si A = (a) o a € C, on définit le déterminant
de cette matrice par

det (a) = a.

Si la matrice est de dimension 2, c¢’est-a-dire si

alors

d a1l a2 \ _
et = a11Q22 — A12021.
a1 a2

Si la matrice est de dimension 3, c¢’est-a-dire si

ail a2 a3
A= | a1 ax a3
azr as2 as3

alors

ail a2 a3
det | a21 a2 a3
a3z1 as2 asg

azz a2 a1 az az; a2
= a1 det 3 — aqy det 3 + a3 det .
as2 ass azp ass as;  as2

Appelons cofacteur de I'élément k,l d’une matrice carrée (c’est-a-dire de ’élément qui se
trouve sur la ligne numéro k et la colonne numéro 1), le déterminant du tableau carré obtenu
en supprimant la ligne et la colonne qui contiennent cet élément, multiplié par (—1)¥*!. Par
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définition, le déterminant de A est donc la somme des produits des éléments de la premiere ligne
par les cofacteurs correspondants :

ail a2 a13
det as21 a2 a3
as] as2 ass

= (a11 X cofacteur de ai1) + (a12 X cofacteur de aj2) + (ai3 x cofacteur de ay3).

L’expression est la méme pour le déterminant d’une matrice de dimension deux, bien str seule-
ment avec une somme de deux termes.

Ainsi, de proche en proche sur la dimension de la matrice, on définit le déterminant pour
une matrice de dimension n :

le déterminant de A est la somme des produits des éléments de la premiere ligne par les
cofacteurs correspondants.

On appelle ordre d’un déterminant la dimension de la matrice carrée qui sert a le définir.
Pour les déterminants, on utilise aussi souvent la notation suivante : si

a a
A= 11 12
a1 a2

alors
ail a2 ail a2
det A = det = .
az1 a2 a1 a2
De méme en dimension 3 : si
ail a2 a13
A= | a1 a2 a3
az1 az2 ass
alors
ail a2 a3 ail a2 a3
detA = det a21 ag2 a3 = ag21 agy ass
as1 az2 ass azl az2 ass

1.6.2 Propriétés

Une premiere propriété fort utile dans le calcul des déterminants est la suivante. Elle est
admise ici.

Propriété(s) 1.6.1 (Premiere loi des mineurs). Le déterminant d’une matrice carrée est égal
a la somme des produits des éléments d’une rangée (quelconque) par les cofacteurs corres-
pondants.

Cette propriété signifie donc que, si I'on effectue le méme « développement > que celui qui
a été fait dans la définition, mais en suivant une ligne quelconque ou une colonne quelconque,
on trouve la méme valeur. Cette propriété est tres utile par exemple lorsque la matrice a des
éléments nuls situés sur une méme rangée.

Ainsi par exemple le déterminant de la matrice

i V3 —1/2
A= 2 i+2 0
/3 —i 0
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se calcule rapidement lorsqu’on le développe selon la troisieme colonne. En effet, comme deux
éléments de cette colonne sont nuls, le calcul nécessite seulement le calcul d'un déterminant
d’ordre 2 :

-1 i
detA = — (=13 det( 2 Z+.2>

Voici deux autres propriétés. Nous les admettrons également.

Propriété(s) 1.6.2. 1. Propriété de linéarité : si une colonne C' (resp. une ligne L) d’une
matrice carrée A est une combinaison linéaire (c’est-a-dire une somme de multiples) de
vecteurs colonnes (resp. vecteurs lignes) alors le déterminant de A est égal a la somme
des multiples des déterminants des matrices obtenues en remplacant C' (resp. L) par les
vecteurs colonnes (resp. lignes) intervenant dans la combinaison linéaire.

2. Le déterminant d’une matrice change de signe lorsqu’on permute deux rangées paralléles
dans la matrice.

En conséquence de ce qui précede, les propriétés suivantes se démontrent tout de suite,
comme expliqué au cours.

Propriété(s) 1.6.3. 1. Le déterminant d’une matrice qui a deux rangées paralléles égales
est nul.

2. Si, & une rangée d’une matrice, on ajoute une combinaison linéaire d’autres rangées
paralléles, on définit une nouvelle matrice qui a le méme déterminant que celui de la
matrice de départ.

Donnons quelques exemples illustratifs. Si

A saunt rbi1 a2
sagy +1bo1 az )’

la premiere colonne de A est égale a

S<a11 >+r(b11 )
asy bo1

Donc, vu la premiere propriété, on a

detA—sdet( @ i ) —l—rdet( b an )
a1 422 ba1  as
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Un cas tres utile est celui ot on ne fait que multiplier une rangée par un nombre :

aix aiz2 a3
rdet as1 a9 a93

az1 asz ass

rai; ai2 ais ail raiz2 a3 ajl a2 rais
= det ra21 22 a3 = det a1 Tasy asy = det a1 Q92 Ta93
razip az2 a33 aszy rasz2 ass asy as2 Trass
rai; raiz Trais ail ai2 ais ail ai2 ais
= det as1 a9 Aoy = det ra21 Ta2 Tass = det a1 Q22  a93
a31 as2 as3 asy as2 a33 razy Trasz2 T1ass

Il faut donc bien remarquer que quand on multiplie le déterminant d’une matrice A par un
nombre, on obtient le déterminant d’une matrice obtenue a partir de A en multipliant unique-
ment une rangée de A par le nombre (*).

On a aussi
rai; raiz ras a1l a1z a3
det (rA) =det | rag1 rage ras | = r3det | as1 ase ass
raszy ragz T1a33 azyp as2 as3

et, si la matrice est de dimension 2
det (rA) = r? det A.

Ce résultat est & comparer et & ne pas confondre avec ce qui précede (*). Il est incorrect de dire
que rdet(A) = det(rA)!!, sauf bien sur pour r =0 ou r = 1.

Ces propriétés permettent aussi de simplifier grandement le calcul de déterminants; elles
sont spécialement utiles lorsqu’on demande une factorisation. Ainsi par exemple

1 a a? 1 a a?
det| 1 b b2 = det| 0 b—a b*—d?
1 ¢ (2 0 c—a —a?

. 2 92
_ det<b a b2 a2>

c—a ¢Cc —a

_ det( b—a (b—a)

La propriété qui suit, jointe a la premiére loi des mineurs, sera d’une grande
utilité dans I’étude de ’inversion des matrices carrées.

Propriété(s) 1.6.4 (Seconde loi des mineurs). La somme des produits des éléments d’une ran-
gée d’une matrice carrée par les cofacteurs des éléments correspondants d’une rangée paralléle
est nulle.
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Résultat admis.[]

Illustrons cette propriété sur deux exemples. Soit la matrice

1 i -2
A= i+2 172 1
31 /2

Calculons la somme des produits des éléments de la troisieme ligne par les cofacteurs de la
deuxieme ligne. De méme, calculons la somme des produits des éléments de la deuxieme colonne
par les cofacteurs des éléments de la premiere colonne.

Les cofacteurs des éléments de la deuxieme ligne sont

Cpevt| o =2 (1 _ 3
cofacteur de as; (—1) i/ ‘ = < 5 + 2) =3

1 -2 {

_(_1)242 _ et

cofacteur de ags = (—1) 3 /2 ‘ 6 + 5
cofacteur de a3 = (—1)*"3 é i =—(1-3i)=—-1+3i.

La somme des produits des éléments de la troisieme ligne par les cofacteurs correspondants
de la deuxieme ligne est donc

as1 X cofacteur de a9y + azg X cofacteur de age + azs X cofacteur de ass

-3 ) ) .

De méme, les cofacteurs des élements de la premiére colonne sont

/2 1 i
_ (1)1 _t_
cofacteur de a;; = (—1) 12 ‘ =1 1
R TE N I e N el __3
cofacteur de agy = (—1) 1 i/2 ‘ = < ) +2> Sl
VPRY VR B A2 N
cofacteur de ag; = (—1) 12 1 ' i+ 1.

La somme des produits des éléments de la deuxieme colonne par les cofacteurs des élements de
la premiere colonne est donc

a2 X cofacteur de a1y + asg X cofacteur de ag; + azs X cofacteur de aszg

= ix(il>+;x<g>+lx(i+1)

1 3
= —;-i-gtitl=0

Enoncgons maintenant en une seule fois les deux lois des mineurs. Soit une matrice
carrée A de dimension n. La matrice des cofacteurs de A, notée A, est la matrice
carrée de méme dimension que A dont ’élément (A), ; est le cofacteur de I’élément
(A)g; de A, quels que soient k,l =1,...n. Les deux lois des mineurs s’écrivent alors
(c’est évident par définition du produit matriciel)
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AA = det(4)1 = AA.

On montre aussi directement (par calcul) la propriété suivante concernant le déterminant
d’une matrice diagonale.

Propriété(s) 1.6.5. Si
A = diag(ay,az,...,an)

alors
det (A) = ajaz...ap.

En particulier,

det (1) = 1.
Ce résultat s’écrit, en dimension 2 :
a0 a1as;
0 ay | 1a2;
en dimension 3 :
al 0 0
0 a2 0 |=ajazas;
0 0 as
en dimension 4
ag 0 0 O
0 a2 00 a1a2a3a
0 0 as 0 | 1a2a304.
0 0 0 ay

La propriété précédente peut étre généralisée au cas de matrices triangulaires inférieures
(resp. supérieures), c’est-a~dire au cas de matrices dont les éléments situés au-dessus (resp. en
dessous) de la diagonale principale sont tous nuls. Le déterminant d’une matrice de ce type est
encore égal au produit des éléments diagonaux. Pour la dimension 3 et une matrice triangulaire
supérieure, ce résultat s’écrit

a1 a2 a3
0 aze a3 | = aijjanass.
0 0 ass

Enfin vis-a-vis du produit de deux matrices carrées de méme dimension, on a la propriété
suivante.

Propriété(s) 1.6.6. Si A, B sont deux matrices carrées de méme dimension, on a
det (AB) = det (A) det (B).
Résultat admis. [

Attention, il importe de vérifier les hypothéses. De fait, il se peut que AB soit une matrice
carrée sans que A, B le soient (si A est de type p X ¢, la matrice AB est définie et est carrée si
et seulement si B est du type ¢ x p). La propriété précédente n’est plus correcte dans ce cas.

Terminons par énoncer et démontrer partiellement un résultat extrémement utile concernant
I’annulation d’'un déterminant.
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Propriété(s) 1.6.7. Soit A une matrice carrée de dimension n. Alors le déterminant de A
est nul si et seulement si 'une des colonnes (resp. des lignes) est une combinaison linéaire des
autres.

Preuve. D’une part si I'une des colonnes (resp. des lignes) est une combinaison linéaire des
autres, alors il est clair que le déterminant est nul, par application de la propriété de linéarité
et de celle qui affirme qu'un déterminant ayant deux rangées paralleles égales est nul.

La réciproque est admise, a savoir que si le déterminant d’une matrice carrée est nul, alors
une colonne (resp. une ligne) est nécessairement une combinaison linéaire des autres.[

1.7 Inversion des matrices carrées

Le nombre 1 joue le réle de neutre dans la multiplication entre complexes :ona lz = 21 = 2
pour tout complexe z. Dans le cas des matrices carrées de méme dimension, la matrice identité
joue aussi le role de neutre pour la multiplication entre matrices : on a A1 = 1A = A pour toute
matrice carrée A.

Dans le cadre de la théorie des nombres complexes, on s’est posé la question de savoir si,
étant donné un complexe z, il existe un autre complexe 2’ tel que

27 =2z2=1.

La réponse est oui si z n’est pas nul. Le complexe 2z’ qui réalise ces égalités est de plus unique
et est appelé 'inverse du complexe z.

Il est naturel de se poser la méme question au sein des matrices carrées de méme dimension :
étant donné une matrice carrée A, existe-t-il une matrice carrée A’ de méme dimension que A,
telle que

AA ' =1et AA=17

Remarquons ici que le produit matriciel n’étant pas commutatif, le fait d’avoir AA" = 1 n’im-
plique pas, & priori, que A’A = 1 comme c’est le cas pour les nombres complexes.
On adopte alors de fagon naturelle la définition suivante.

Définition 1.7.1. Soit A une matrice carrée de dimension n. On appelle matrice inverse de A
une matrice carrée A’ de dimension n qui vérifie les deux égalités suivantes

AA' =1=AA.
Si, étant donné A, il existe une telle matrice A’, on dit simplement que A admet un inverse.

Recherchons alors sous quelle(s) condition(s) une matrice carrée admet une matrice inverse,
si cette matrice inverse est unique et, si possible, quelle est sa forme explicite.

Nous obtenons immédiatement une condition nécessaire a 'existence d’une matrice inverse,
comme le montre la propriété ci-dessous.

Propriété(s) 1.7.2. Si A admet un inverse alors son déterminant est non nul.
Preuve. Soit une matrice A’ telle que AA’ = 1. En prenant le déterminant, on obtient
det (AA") =1 =det (A) det (A
donc det (A) # 0. O

En fait, les lois des mineurs permettent de montrer que cette condition nécessaire a ’exis-
tence d'un inverse (a savoir det (A) # 0) est aussi suffisante. Reprenons en effet la matrice
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des cofacteurs des éléments d’une matrice A, notée A (cf section consacrée aux déterminants).
Comme expliqué précédemment, les deux lois des mineurs peuvent s’écrire

AA = (detA)1 et AA = (detA) 1.
Il s’ensuit le résultat ci-dessous.
Propriété(s) 1.7.3. Si A est une matrice carrée dont le déterminant n’est pas nul, alors la

matrice
/ 1 T

= det AA

vérifie
AA =1 et AA=1.

Et qu’en est-il de 'unicité 7 Montrons que si la matrice A admet une matrice inverse (et
méme moins, cf résultat ci-dessous), alors cette matrice inverse est unique et est
1 ~
A.
det A

Propriété(s) 1.7.4. Soit A une matrice carrée.
Si B est une matrice carrée de méme dimension que A telle que

BA=1 (resp. AB =1),

alors
det A#0
et 1
B = A.
det A'A

Preuve. Par la propriété du déterminant du produit de deux matrices carrées de méme
dimension, on a

1 =detl =det(BA) =det (B) det(A) (resp. 1 =det1l = det (AB) = det (A4) det (B)),

donc le déterminant de A n’est pas nul.

Notons
1 ~

¢= det AA'

On a
B =Bl=DB(AC) = (BA)C =1C =C
(resp. B=1B=(CA)B=C(AB)=C1=2C).
O

Vu le résultat d’unicité, on utilise alors la notation suivante : si A est une matrice carrée de

déterminant non nul, on pose
1 ~
-1

= qat

Cette matrice est appelée

linverse de la matrice A.
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Une matrice dont le déterminant est non nul (resp. nul) est dite non singuliére (resp. sin-
guliere) ou encore inversible (resp. non inversible).

Voici quelques propriétés de I'inverse d’une matrice. Elles se démontrent directement.

Propriété(s) 1.7.5. a) Les matrices A, A, A et A* sont simultanément inversibles et on a

(A=A, (A) = AT, (A7) = (A
b) Si X est un nombre compleze non nul et A est inversible alors NA est inversible et

1
M) =< AT
(A4~ =5

¢) Si A et B sont inversibles et de méme dimension, alors AB est inversible et
(AB)"'=B714a™L

d) Une matrice diagonale est inversible si et seulement si ses éléments diagonaux sont non
nuls. De plus

ai an

1 1
diag(ay,...,ap) "t = diag <, ce > .

En particulier, 171 = 1.
e) L’inverse d’une matrice est toujours inversible. On a

1
det A7 =
¢ det A

f) Si AB = AC (ou BA = CA) et si A est inversible, alors B = C.

Preuve. Tout se démontre directement en repassant a la définition. Prenons quelques cas.
a) Les déterminants de ces matrices sont simultanément nuls. Les inverses proposés conviennent.
Par exemple, dans le cas de la matrice transposée, on a

~——

ATTA=AAT =1

c) De fait, (B"'A"Y)AB = B~'1B =1.

e) En effet, det(A~1A) = det (A~1) det (4) = det 1 = 1; de plus, AA~! = 1 donne (A=)~ =
A.

f) Cela revient en effet & multiplier & gauche (ou & droite) la relation de départ par A=1. O

1.8 Systemes d’équations linéaires
1.8.1 Cas des systémes carrés
Lorsque la matrice A du systeme d’équations
by
b
est carrée et inversible, le systéeme admet une solution unique donnée par

X = A 'B.
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Si la dimension de la matrice est n, on trouve rapidement la valeur des inconnues : quel que soit
j=1,...,n,ona
B det(AY)
YT Tdet(A)
ot AY) est la matrice dont la colonne numéro j est le vecteur des termes indépendants B et
dont les autres colonnes sont celles de A. 1l est aisé de se convaincre de cela car il suffit de se

rappeler la forme de l'inverse, & savoir la matrice A des cofacteurs de A transposée divisée par
le déterminant de A. On a en effet

r; = (AilB).

En se rappelant que la matrice AY) est la matrice dont la colonne numéro j est le vecteur des
termes indépendants B et dont les autres colonnes sont celles de A, son déterminant, calculé &
partir de la colonne j (application de la premiére loi des mineurs), est

NE

e
Il

1

On trouve donc finalement .
B det(AY))
Y= det(A) -
Dans le cas ou la matrice n’est pas inversible, le systeme est soit incompatible, soit équivalent
a un systeme constitué de moins d’équations. La théorie générale sort du cadre de ce cours. Seuls
des exemples seront utilisés, principalement dans le cadre de la recherche de vecteurs propres
(cf une section de la suite de ce chapitre).

1.8.2 Cas des systeémes non carrés

Des méthodes standards de résolution doivent normalement déja étre connues et inter-
viennent dans divers exercices. La théorie générale n’est pas difficile mais, faute de temps, il
n’est pas possible d’en donner les argumentations théoriques dans le cadre de ce cours.

1.9 Vecteurs propres, valeurs propres, diagonalisation

Ces notions (vecteurs et valeurs propres, diagonalisation) ne s’étudient que dans le cadre de
matrices carrées.
1.9.1 Manipulations de matrices-vecteurs

Sont présentées ici quelques manipulations de calcul matriciel qui seront bien utiles dans la
suite pour une meilleure et plus rapide compréhension des développements.
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Soit une matrice carrée A de dimension n dont les colonnes sont notées C1,...,C), et soit
un vecteur colonne X de n éléments. La matrice AX est de format n x 1, c¢’est donc un vecteur
colonne avec n éléments. Etant donné la définition du produit matriciel (< ligne par colonne ),
le jeme élément de AX est donc obtenu en faisant la somme des produits des éléments de la
ligne j de A par les éléments de X. Comme les éléments de la ligne j de A sont les éléments j
de ses colonnes, pour obtenir AX, on fait donc la combinaison linéaire des colonnes de A avec
les éléments de X comme coefficients. Autrement dit, on a

AX = i xy, C.
k=1

Autre formulation : si

all a2 AT
a1l ago aAon
A =
anl1 Ap2 ... Qpn
et
1
T2
X = ,
Tn
I’élément j du vecteur AX est
n
E Ak Tk;
k=1
le vecteur AX est donc
a1k a1k
n ag " a2k
AX = E . T = E Tk . ;
k=1 : k=1 :
Ank Qnk

c’est-a-dire

AX = Z ry, Ch.
k=1

1.9.2 Définitions et premieéres propriétés

Dans de nombreuses situations (axes principaux d’inertie en mécanique du solide, matrices
de dispersion en statistique, réduction de systemes d’équations différentielles pour les molécules
vibrantes, ...), on rencontre le probléme suivant : étant donné une matrice carrée A, déterminer
les complexes A et les vecteurs non nuls X tels que

AX = )X.

Définition 1.9.1. Un complexe A pour lequel il existe un vecteur non nul X tel que AX = A X
s’appelle une valeur propre de A. L’ensemble des valeurs propres de A est appelé le spectre de
A.

Un vecteur non nul X vérifiant AX = AX est appelé vecteur propre de A de valeur propre
A
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Il est important de noter qu’il est indispensable de spécifier ci-dessus < vecteur non nul > car
il est clair que la relation AX = AX est vérifiée pour X = 0 et n’importe quel complexe A.
Si A est une matrice carrée, un simple calcul de déterminant (appliquer la définition !) montre
que la fonction
A= det(A — A1)

est un polynoéme en la variable A de degré n si A est de dimension n, dont le coefficient de A"
est (—1)" et dont le terme indépendant est det(A).

Cela étant, voici une propriété extrémement utile pour la recherche des valeurs propres.
Comme il s’agit en fait d’un résultat faisant intervenir une notion d’équivalence (ici < si et
seulement si »), ce résultat donne une alternative pour une autre définition de la notion de
valeur propre.

Théoréme 1.9.2. Les valeurs propres de A sont les zéros du polynome
A= P(A) =det (A —AL).

Ce polynome est appelé polyndome caractéristique de A et [’équation P(\) = 0 est appelée
équation caractéristique de A.

Preuve. Si Ay est une valeur propre de la matrice A, il existe un vecteur colonne non nul X
tel que
AXy = MoXo

ou encore

(A - Ao1)Xp = 0.

Si le déterminant de A — Al était non nul, on aurait, en appliquant l'inverse de la matrice
A — Mgl aux deux membres de 1’égalité

0= (A - 1) (A - N1)Xo = Xy,

ce qui est contradictoire. On a donc obtenu que le complexe Ag est effectivement un zéro du
polynéme A — P(\) = det (A — A1).

Démontrons a présent que si le complexe Ao vérifie det (A — A\p1l) = 0 alors c’est une valeur
propre de A. Notons (1, ...C), les colonnes de A. Etant donné 'annulation du déterminant de
la matrice A — A\gl, I'une des colonnes de cette derniere est combinaison linéaire des autres : il
existe k € {1,...,n} et des complexes ¢; (j € {1,...,n}\ {k}) tels que

n
Ck - )\OEk = Z Cj (CJ — )\[)Ej)
=1, j#k
ou Ej est le vecteur colonne dont tous les éléments sont nuls sauf le numéro I, qui vaut 1. Cette
relation peut encore s’écrire

n n —Ck—1
Cr — Z CjCj = ME;,— X Z cib; = Ao 1
J=1, j#k J=1, j#k —Ck+1

_cn
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En définissant le vecteur non nul X par

—Ck—1

—Ck+1

on obtient finalement
AX = X
avec X # 0 et on conclut. [J

Rappelons le théoreme fondamental de l'algebre : un polynome a coefficients et variable
complexes de degré n possede exactement n zéros, comptés avec leur multiplicité. Une matrice
carrée de dimension n possede donc toujours exactement n valeurs propres, comptées avec leur
multiplicité.

Notons que si A est une matrice diagonale, ou méme une matrice triangulaire inférieure ou
supérieure, le résultat précédent peut étre précisé, comme le montre la propriété ci-dessous.

Propriété(s) 1.9.3. Si les éléments de la matrice carrée A sous (ou au-dessus de) la diagonale
sont tous nuls, alors les valeurs propres de cette matrice sont les éléments diagonaux.

Preuve. C’est immédiat en utilisant le fait que les valeurs propres d’une matrice carrée sont les
zéros du polyndéme caractéristique de cette matrice. En effet, le calcul du déterminant de A — A1
est direct en utilisant la définition, vu la présence de nombreux zéros : si les ar, Kk = 1,...n
désignent les éléments diagonaux de A de dimension n, on a

det(A— A1) = (a1 —A)...(ap — N).
(]

Terminons cette partie par des propriétés des vecteurs propres relatifs & une méme valeur
propre, puis a des valeurs propres différentes.

Propriété(s) 1.9.4. Si les vecteurs X1, Xo, ..., X  sont des vecteurs propres relatifs a la méme
valeur propre Ao de la matrice A, alors, pour tous complezes c1,...,cy, le vecteur
J
XZCle—I—...—i-CJXJ:ZCij,
j=1

s’il n’est pas nul, est aussi un vecteur propre de A relatif a la valeur propre \g.

Preuve. Vu les propriétés du produit matriciel, on a
AX:A(C1X1+...+CJXJ)201 AX1 + ...+ ¢y AXJ;

comme les vecteurs X; (j = 1,...,J) sont tous des vecteurs propres relatifs a la valeur propre
Ag, On a
AX; = MX; pourtout j=1,...,J.
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Il s’ensuit que

AX = q AXq1 + ...+ cj AXy
ciAg X1 + ...+ cjho X
Ao (aa Xy + ... +esXy)

= XoX.

O

Propriété(s) 1.9.5. Silesn valeurs propres d’une matrice de dimension n sont toutes différentes,
alors, quels que soient les vecteurs propres X1, ..., X, relatifs a ces valeurs propres distinctes, la
matrice dont les colonnes sont ces vecteurs est une matrice inversible (c’est-a-dire une matrice
dont le déterminant n’est pas nul).

Preuve. Procédons par récurrence sur n > 2. On utilise la propriété qui affirme que le
déterminant d’une matrice est nul si et seulement si I'une des colonnes de la matrice est combi-
naison linéaire des autres.

Soient A1, Ao les valeurs propres distinctes de A et X1, X9 des vecteurs propres associés. Si
det(X7, X2) = 0, alors par exemple X; = rXs, avec r € Cy. On obtient alors

AXl = )\1X1 = A(T’XQ) = T)\QXQ = )\QXl,

ce qui implique (A} — A2) X7 = 0, ce qui est absurde puisque A\; # A2 et X; # 0.

Supposons alors que la propriété soit vraie en dimension n et démontrons-la en dimension
n + 1. Notons encore A\ et X (k= 1,...,n 4+ 1) respectivement les valeurs propres distinctes
de A et des vecteurs propres associés. Si le déterminant formé par ces colonnes est nul, alors il
existe k € {1,...,n+ 1} et des complexes r; (j =1,...,n+1, j # k) tels que

n+1

Xk = Z Tij’

j=1j#k

comme X, n’est pas nul, 'un des 7; au moins est non nul. On obtient alors, en appliquant la
matrice A — A1 aux deux membres de ’égalité précédente,

n+1 n+1
(A-MDX, =0 = Y rA-NDX; = > (=W)X,
j=1,j#k j=1,j#k

Cela étant, comme \; — A\;, # 0 quel que soit j # k et comme l'un des r; n’est pas nul, on
en déduit que I'un des n vecteurs X; (5 € {1,...,n+ 1} \ {k}) est combinaison linéaire des
n — 1 autres. Le déterminant formé par ces vecteurs est donc nul, ce qui contredit I’hypothese
de récurrence. [

1.9.3 Exemples

1) Les valeurs propres de la matrice A

sont 1 et —1.
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En effet, le polynéme caractéristique de A est

- 1

det(Af)\l):‘ R

‘:/\271:()\71) A+ 1).
Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 1. On doit trouver les vecteurs
()
y
(A—11)X = (A —1)X = 0;
(Ail)X:( 711 _11 )X:( ;xjyy )

A-1)X=0 & z—-y=0 & Xzac(}).

non nuls tels que

comme

on a

Il s’ensuit que I’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont les vecteurs

XZC(;{)’ c € Cg.

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre —1. On doit trouver les vecteurs
(7))
y
(A= (-1)1)X = (A+1)X =0
(11 _( z+y
aenx= (1 P)x= (2,

(A+1)X =0 & z+y=0 o X:y(_l).

non nuls tels que

comme

on a
1

Il s’ensuit que I’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre —1 sont les vecteurs

X:C<11>, c € Cp.

2) Les valeurs propres de la matrice A

sont 7 et —i.
En effet, le polynéme caractéristique de A est

-2 -1

det(Af/\l):‘ RO

‘:)\2+1=)\27i2:()\7i) (A +1).

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 4. On doit trouver les vecteurs
()
y

(A—il)X =0;

non nuls tels que
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comme
. _f i -1 _( —iz—y
(Ale)X—( 1 —i)X_( z—iy ),

(A-i)X =0 & z-iy=0 & X:y(i).

on a

Il s’ensuit que I’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre i sont les vecteurs

XZC(i), c € Cg.

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre —i. On doit trouver les vecteurs
(V)
y
(A= (—)1)X = (A+i1)X = 0;
. _ 1 —1 [ -y
arix= (T )x= (),

(A+i)X =0 & z+iy=0 <& X:y(_lz>.

non nuls tels que

comme

on a

Il s’ensuit que ’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre —i sont les vecteurs

X:c<_12>, c € Cy.

3) Les valeurs propres de la matrice A

0 1
0 0
sont 0,0, c’est-a-dire que cette matrice possede la valeur propre double 0.
En effet, le polynéme caractéristique de A est

det (A — A1) = ' o
Cherchons les vecteurs propres associés a cette valeur propre. On doit trouver les vecteurs

- (2)

(A—01)X = AX =0;

Ax:(g),

AX=0 < y=0.

non nuls tels que

comme

on a

L’ensemble des vecteurs propres recherchés est 'ensemble des vecteurs qui s’écrivent

x-(2)=(1). ec
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4) Les valeurs propres de la matrice A

0 1
01
0 0

o O O

sont 0,0, 1, c’est-a-dire que cette matrice possede la valeur propre double 0 et la valeur propre

simple 1.
En effet, le polynéme caractéristique de A est

-2 1 0
det(A—=XD)=| 0 1-X 0 [=xX21-)).
0 0 -

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 0. On doit trouver les vecteurs

T
X = Y
z
(A-01)X = AX =0;
0 1 0 Y
AX = 0 1 0 |X= Y )
0 0 O 0
T 1 0
AX =0 & y=0 & X= 0 =z 0 + z 0 .
z 0 1

Il s’ensuit que ’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 0 sont les vecteurs

non nuls tels que

comme

on a

1 0
X=xz| 0 |J+2z| 0 |, =« z¢€C, non simultanément nuls.
0 1

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 1. On doit trouver les vecteurs

non nuls tels que

comme

on a

z=y T 1
A-1)X=0 X = T =x 1 ].
aoer = {2z e () (1)

Il s’ensuit que ’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont les vecteurs

1
X=x 1 , € Cyp.
0



26 CHAPITRE 1. ELEMENTS DE CALCUL MATRICIEL

5) Les valeurs propres de la matrice A

11
01
0 0

_ o O

sont 1,1, 1, c’est-a-dire que cette matrice possede la valeur propre triple 1.
En effet, le polynéme caractéristique de A est

1-x 1 0
det (A —\1) = 0 1-X 0 =(1-X)3.
0 0 1-2X

Cherchons les vecteurs propres associés a cette valeur propre 1. On doit trouver les vecteurs

()

A-11)X=(A-1)X =0;
Y
X = 0o |,
0
T 1 0
A-1DX=0 & y=0 < X:<O):x<0>+z<0).
z 0 1

Il s’ensuit que ’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont les vecteurs

non nuls tels que
comme
0 1 0
(A-1)X = 0 0 O
0 0 O

on a

1 0
X=xz| 0 ]+2| 0], x,z€C non simultanément nuls.
0 1

6) Les valeurs propres de la matrice A

7T —4 8
-2 3 =2
-5 4 -6
sont —1,2, 3.
En effet, le polynoéme caractéristique de A est
T—-X -4 8
det(A—-A1)=| -2 3-2AX -2
-5 4 —6— A\

La valeur de ce déterminant ne change pas si on remplace la premiére colonne par la somme de la premiére colonne et de
l'opposé de la troisieme ; on a donc

“1-X -4 8
det (A — A1) = 0 3-Xx -2 |
1+ 4 —6-2A

on effectue alors une mise en évidence (du facteur 1 + X) puis on remplace la troisiéme ligne par la somme de la premiere
et de la troisieme : on obtient

det (A — A1) (1+XN] 0 3—-x -2

= (1+XN] 0 3-x -2
0 0 2—A

= —(1+A) (2= B-N.
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Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre —1. On doit trouver les vecteurs
x
X = Y
z

non nuls tels que
A-(-D1)X =(A+1)X =0;

comme
8 —4 8 8x — 4y + 8z
A+DX = -2 4 -2 |X=| —2z+4y—2z |,
-5 4 =5 —bx + 4y — 5z

on a (on fait disparaitre facilement le terme en y)

6z +62=0 t42=0 T 1
A+1DX =0 & 3z +32=0 & {y—O_ & X = 0 =z 0 .
o —x -1

20 —y+22=0

Il s’ensuit que I’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre —1 sont les vecteurs
X=x 0 , x € Cy.
-1

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 2. On doit trouver les vecteurs

non nuls tels que

(A-21)X =0
comme
5 —4 8 Sx — 4y + 8z
(A-21)X = -2 1 -2 X = —2x+y— 2z
-5 4 —8 -5z + 4y — 8z

on a (les premiére et troisitme équations sont les mémes)

0
_ 5r —4y+82=0 -3z =0 =0 _
(A-2D)X =0 = {—293+y—22:0 < { —2x+y—22=0 < {y:2z < X_Z(?>'

Il s’ensuit que I’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 2 sont les vecteurs

0
X =z 2 , 2 € Cyp.
1

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 3. On doit trouver les vecteurs

non nuls tels que

comme
4 —4 8 dx — 4y + 8z

(A-31)X = -2 0 —2 X = —2x — 2z
-5 4 -9 -5z + 4y — 9z
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on a (on fait disparaitre le terme en y)

do —4y+82=0 oyt 2= . -1
(A-31)X =0 <« 22 —22=0 & { Y - & {y_ e X=z 1 |
—x—2z=0 -

Il s’ensuit que ’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 3 sont les vecteurs

X =z 1 , 2z €Cy.

7) Les valeurs propres de la matrice

1 8
L= <1/4 0)
sont 2 et —1.

En effet, le polynéme caractéristique de L est

1-Xx 8

det(Lf)\l):‘ Ui A

‘: A==V —-2=X2-21-2=A—-2)(A+1).
Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 2. On doit trouver les vecteurs
= (7)
y
(L —21)X = 0;
_ -1 8 _ —x + 8y
(L—-2)X = ( 1/4 -2 )X_ ( z/4— 2y )

(L-21)X=0 & z=8 < X:m(?).

non nuls tels que

comme

on a

Il s’ensuit que I’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 2 sont les vecteurs

XZC(?), c € Cy.

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre —1. On doit trouver les vecteurs
(V)
y
(L—(-D)X = (L +1)X =0;
_ 2 8 _( 2z+38y
(L+1)X*( /4 1 )X* ( z/d+y )

(L+1)X =0 & z=-4y & X:y(_14).

non nuls tels que

comme

on a

Il s’ensuit que ’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre —1 sont les vecteurs

X—c(_14>, c € Cy.
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8) Les valeurs propres de la matrice stochastique vue précédemment, a savoir la matrice
T — 0,95 0,03
0,05 0,97
sont 1 et 0,92.

Simplifions les calculs en posant a = 0,95, b = 0,03. On a alors

a b
T:(l—a 1—b)

donc

a—A b

det (T = A1) =| {7 17{)7A‘:,\2f(a+17b)A+a(1fb)fb(1fa):,\2f(aberl),\Jrafb.

Cela étant, le réalisant (discriminant) du polynéme A — A2 — (a — b+ 1)\ + a — b est égal &
(a—b+1)2—4(a—b) = (a—b)2?4+2a—-b)—4(a—b+1 = (a—b)?>—-2a—-b)+1 = (a—b—1)2.
Comme a — b — 1 est négatif, on obtient finalement que les valeurs propres cherchées sont les réels

a—b+1 + (1+b—a) 1 et a-b+1 - (1+b—a)

a—b = 0,92
2 2

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 1. On doit trouver les vecteurs
(7))
y
(T —1)X = 0;
[ a—-1 b _f (a=1)z+by
(T_l)Xi(l—a —b)Xi((l—a):(:—by ’

T-1DX=0 & (l-az=bty < X:m((ljww)‘

non nuls tels que

comme

on a

Il s’ensuit que I’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont les vecteurs

b 0,03
X—c( l—a) = c( 0,05 ), ce Co.

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 0,92 = a—b. On doit trouver les vecteurs
(7))
y

(T — (a—b)1)X =0;

non nuls tels que

comme

l—a 1-a

(T—(a—b)l)X:( b b )X,

(T—(a=-b1HNX =0 & z=-y <& X:m(_ll).

Il s’ensuit que ’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre a — b = 0,92 sont les

vecteurs
X—c( _11 ) c € Cy.
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1.9.4 Retour aux matrices stochastiques

Maintenant que ’on sait ce que sont valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice
carrée, on revient au traitement du probleme posé précédemment, modélisé par des matrices
stochastiques.

Rappelons et complétons tout d’abord les définitions.

Définition 1.9.6. — Une matrice stochastique est une matrice carrée dont les éléments

sont des réels positifs et dont la somme des éléments de chaque colonne est égale a 1.

— Un vecteur de probabilité est un vecteur dont les éléments sont des réels positifs et de
somme €égale a 1. Une matrice stochastique est donc une matrice dont les colonnes sont
des vecteurs de probabilité.

— Une matrice stochastique est dite réguliere lorsque 'une de ses puissances posséde des
éléments qui sont tous strictement positifs>.

— Si T est une matrice stochastique et Xy un vecteur de probabilité, la chaine de Markov
associée est la suite de vecteurs

Xo, X1 =TXy, Xo=TX, =T?X,, ...

Propriété(s) 1.9.7 (Matrices stochastiques). 1. SiT est une matrice stochastique et X un
vecteur de probabilité, alors le vecteur T X est encore un vecteur de probabilité.

2. Si T est une matrice stochastique et si k est un naturel strictement positif, alors T* est
encore une matrice stochastique.

3. Une matrice stochastique posséde toujours la valeur propre 1 et toutes les valeurs propres
sont de module inférieur ou égal a 1.

Preuve. Supposons que les matrices (et les vecteurs) soient de dimension n.
1) Quel que soit j € {1,...,n}, on a (T'X); = > p 1(T);x(X)r donc les éléments de TX
sont des réels positifs. De plus, leur somme vaut 1 car on a

n n

(T)je(X)k =D (X [ D M | =D (X =1

1 k=1 k=1 j=1 k=1

2) Procédons par récurrence. On suppose que 7' est une matrice stochastique. Montrons alors
que si k est un naturel tel que la matrice T% soit stochastique, alors la matrice T#*! lest aussi.
On pourra alors conclure.

De fait, si on désigne par Ci,...,C), les colonnes de T*, la matrice T**! est

c’est-a-dire que les colonnes de TF! apparaissent comme résultant du produit de la matrice
stochastique T et des vecteurs de probabilité C4,...,C,. Vu ce qui précede, il s’agit donc de
vecteurs de probabilité et on conclut.

3) Si X est le vecteur colonne dont tous les éléments sont égaux a 1, alors on a TX = X ,
par définition des matrices stochastiques. Le nombre 1 est donc valeur propre de f, donc de T’
puisque ces matrices possedent les mémes valeurs propres.

Soit maintenant une valeur propre quelconque A de T' et soit un vecteur propre X de T relatif

3. On va démontrer que toute puissance d’une matrice stochastique est encore une matrice stochastique.
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a celle-ci. Si k € {1,...,n} est tel que |(X)r| =sup{|(X);| : 1 <j <n} alors [(X)g| # 0 et

n

1 1|5 1 7
M = 190 = g (X)) = oy [ D0
1

IN

IA
(]
G1
K
[
—_

O

Propriété(s) 1.9.8 (Chaines de Markov). 1. Ezemple des matrices de dimension 2. Soit
T une matrice stochastique, a savoir

a b
T—<1—a 1—b>
avec a,b € [0,1]. Alors

(1) les valeurs propres de T' sont les réels 1 et a — b,

(2) sia—b # 1, il existe un unique vecteur de probabilité qui soit un vecteur propre relatif
a la valeur propre 1,

(8) si la — b| < 1, pour toute condition initiale X (vecteur de probabilité), la suite T*X
(k € No) converge vers l'unique vecteur de probabilité qui soit un vecteur propre relatif d
la valeur propre 1.

2. Soit T une matrice stochastique réguliére. Alors
(1) la valeur propre 1 est de multiplicité 1 et il existe un unique vecteur de probabilité qui
soit un vecteur propre de valeur propre 1,
(2) pour toute condition initiale X (vecteur de probabilité), la suite T*X (k € Ng)
converge vers l'unique vecteur de probabilité qui soit un vecteur propre de valeur propre
1.

Preuve. 1) Vu la définition, toute matrice stochastique peut effectivement s’écrire de maniere
annonceée.
(1) Par un calcul direct, on obtient

a— A b
det(T'— A1) = det(l—a 1_{)_)\)

a— A b
= th(1—a+a—A 1—b—A+b)
a— A\ b
= th<1—A 1—A>
a—M\ b
= (1—)\)det< 1 1>
= (1= ((a=b)-1),

d’ou la conclusion du premier point.
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2) Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 1 sont les vecteurs non nuls v tels
prop prop y

(1= %) ()=

(a—1)x+by =0.

que

ou encore tels que

Comme les coefficients a — 1 et b ne sont pas simultanément nuls, il s’agit donc des vecteurs

(1) (L) ree

Si un tel vecteur est de probabilité, alors on a r7b+7(1—a) =1 donc r =1/(1—a+b), donc on a
I'unicité. Par ailleurs, le vecteur propre obtenu en prenant cette valeur de r est bien un vecteur
de probabilité. Donc on conclut pour le point (2).

(3) Désignons par X le vecteur propre de probabilité relatif a la valeur propre 1 et désignons
par Y un vecteur propre relatif a la valeur propre a — b. Si X est un vecteur quelconque de
probabilité, alors il existe des complexes c, ¢’ tels que

X =cXy+cY.
On applique alors successivement la matrice T aux deux membres de 1’égalité et on obtient ainsi
TEX = cXo+ d(a — b)*Y

quel que soit le naturel k. Comme |a — b| < 1, on en déduit que la suite T*X (k € Ng) converge
vers c¢Xg. Pour conclure, il reste donc & montrer que ¢ = 1. De fait, si on désigne par «, 3 les
éléments de Y et par zg, yo les élements de Xp, comme T*X est un vecteur de probabilité quel
que soit k, on a

clzo+ o) +(a—b)*(a+B) =1, k€ Ny.

Comme la suite (@ — b)* (k € Ng) converge vers 0 et comme zg + 9o = 1, on en déduit que ¢ = 1
et on conclut.
2) Admis. O

Cela étant, reprenons 1’exemple introductif (mouvement de population ville-faubourg).

La modélisation détermine une matrice stochastique. Les calculs faits précédemment (cf
exemples de recherche de valeurs propres et de vecteurs propres) ont conduit a trouver que les
vecteurs propres de valeur propre 1 sont les vecteurs

b 0,03
X_C<1—a> = c<0,05>, c € Cp.

Parmi ces vecteurs, celui qui est de probabilité est celui ot ¢ = 1/(0,03 + 0,05) = 1/0,08. On

obtient donc
Y — 0.03/0,08 - 3/8 - 0,375
N 0,05/0,08 N 5/8 N 0,625 /-
Ainsi, a partir d’'une population de départ quelconque de 1 000 000 d’habitants, on évolue vers

une population de

375 000 habitants en ville et 625 000 habitants dans les faubourgs.
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1.9.5 La diagonalisation des matrices carrées

Définition 1.9.9. Une matrice A est diagonalisable s’il existe une matrice inversible S de méme
dimension telle que la matrice S~ AS soit une matrice diagonale.

Définition 1.9.10. Si la matrice inversible S est telle que S~'AS est une matrice diagonale,
on dit que S diagonalise A.
Diagonaliser A consiste ¢ déterminer S et la matrice diagonale correspondante S™1AS.

En fait, quand on sait que A est diagonalisable, trouver les éléments diagonaux de S~'AS
est simple, comme on va s’en rendre compte tout de suite. Construire S n’est pas difficile non
plus mais nécessite davantage de calculs.

Cependant, il n’est pas possible de diagonaliser toutes les matrices, comme nous allons le
voir.

Identifions les éléments diagonaux de la matrice S~'AS lorsque celle-ci est diagonale.

Propriété(s) 1.9.11. Si S est une matrice inversible telle que S~ AS est une matrice diagonale,
alors les éléments diagonaux de cette matrice diagonale sont les valeurs propres de A.

Preuve. On sait que les valeurs propres d’une matrice B sont les zéros du polynéome A —
det(B — A1) et que les valeurs propres d’'une matrice diagonale sont les éléments diagonaux de
celle-ci. Pour prouver le résultat annoncé, il suffit donc de montrer que les matrices A et S~tAS
ont le méme polyndéme caractéristique.

De fait, on a

det (STTAS — A1) = det (STTAS — AS'19)
= det (S71(4 - A1)9)
= det (S71) det(A — A1) det(S9),

la derniere égalité étant obtenue par le fait que le déterminant d’un produit de matrices carrées
de méme dimension est égal au produit des déterminants des matrices. Ensuite, encore a cause
de cette propriété et du fait que S71S =1, on a 1 = det(S~!) det(S) donc finalement

det (ST'AS — A1) = det (S7!) det(A — A1) det(S) = det(A — AL).
O

Venons-en maintenant a une autre propriété de la diagonalisation, laquelle va fournir un
critere de diagonalisabilité.

Commencons par établir une propriété de manipulation de certaines égalités matricielles,
lesquelles seront bien utiles pour obtenir la caractérisation de la diagonalisabilité d’une matrice
carrée.

Propriété(s) 1.9.12. Soit une matrice carrée A de dimension n. Notons Ay, ..., A, ses valeurs
propres et X1, ..., X, des vecteurs propres associés a celles-ci, respectivement. Si .S est la matrice
carrée de dimension n dont les colonnes sont respectivement X1, ..., X, alors on a l’égalité

AS = Sdiag(Mi, ..., ).

Preuve. D’une part, par définition du produit matriciel, AS est la matrice dont les colonnes
sont AXq,...,AX,, ou encore \1Xq,..., A\, X, puisque X est vecteur propre de valeur propre
Ak quel que soit k € {1,...,n}.
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D’autre part, par définition du produit matriciel encore, la matrice S diag(A1, ..., A,) a pour
vecteurs-colonnes les vecteurs

0
0
S M A 2 la ligne numéro k,
0
0
c’est-a-dire les vecteurs \p Xy (K =1,...,n).
Les matrices AS et Sdiag(Ai,...,\,) ayant les mémes colonnes, elles sont égales. [

Propriété(s) 1.9.13. Si S est une matrice inversible telle que S~ AS est une matrice diagonale,
alors les colonnes de S sont des vecteurs propres de la matrice A.

Si S est une matrice dont les colonnes sont des vecteurs propres de A et qui est inversible,
alors la matrice S~YAS est une matrice diagonale.

Preuve. Si
STLAS = diag(\i,..., \),

on a aussi

AS = Sdiag(\, ..., \),

ce qui montre que les colonnes de S sont des vecteurs propres de A vu la forme des colonnes de
la matrice du membre de droite de 1’égalité.

Réciproquement, si S est une matrice dont les colonnes Xi,..., X, sont des vecteurs non
nuls tels que AX; = A\ X} pour tout k =1,...,n, alors on a

AS = Sdiag(A1,..., ).
Des lors, si S est inversible, on obtient bien que S~'AS est une matrice diagonale. [J

De ce qui précede on déduit alors le critere suivant.

Propriété(s) 1.9.14. Une matrice de dimension n est diagonalisable si et seulement s’il existe
des vecteurs propres X1,..., X, tels que la matrice formée par ceuzx-ci soit inversible.

Il est utile de se rappeler ici la propriété 1.9.5, laquelle implique alors qu’une matrice dont
les valeurs propres sont distinctes est toujours diagonalisable.

Voici en détail ce qui se passe pour les matrices de dimension 2.

Deux cas peuvent se présenter. Dans le cas ol les valeurs propres de la matrice sont distinctes,
la matrice est diagonalisable. Dans le cas ou on a une valeur propre double, la matrice est
diagonalisable si et seulement si elle admet deux vecteurs propres qui ne sont pas multiples I'un
de 'autre.

Et voici en détail ce qui se passe pour les matrices de dimension 3.

Ici, on a davantage de situations différentes.
(1) Dans le cas ou les valeurs propres de la matrice sont distinctes, la matrice est diagonalisable.
(2) Dans le cas ou une valeur propre est double, la matrice est diagonalisable si et seulement
si elle admet deux vecteurs propres relatifs a la valeur propre double qui ne sont pas multiples
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I'un de l'autre.

(3) Dans le cas ou la matrice admet une valeur propre triple, la matrice est diagonalisable si et
seulement si elle admet trois vecteurs propres relatifs a la valeur propre triple qui forment une
matrice inversible lorsqu’on les place sur les colonnes de cette derniéere.

1.9.6 Exemples

Reprenons les exemples de matrices donnés précédemment. Pour chaque cas, on demande si
la matrice est diagonalisable et si la réponse est oui, on demande de la diagonaliser.

(Vo)

a comme valeurs propres les nombres 1 et —1. Les deux valeurs propres étant simples, cette matrice est diagonalisable.

Les vecteurs
X1 = Xo =
1 1 ) 2 1

sont respectivement des vecteurs propres de valeur propre 1 et —1. La matrice

s=(1 1)

1) La matrice A

est telle que

2) La matrice A
0 -1
1 0

a comme valeurs propres les complexes i et —i. La matrice est donc diagonalisable car elle est de dimension 2 et posséde

deux valeurs propres distinctes.
7 —1
w=(1) = (0)

Les vecteurs
sont respectivement des vecteurs propres de valeur propre ¢ et —i. La matrice

est telle que

3) La matrice A

0 1
0 0
a la valeur propre double 0.
L’ensemble des vecteurs propres de valeur propre 0 sont les vecteurs qui s’écrivent

x(2)=e(1). sece
(o)

deux vecteurs propres sont donc toujours multiples 'un de I'autre. Il s’ensuit que la matrice A n’est pas diagonalisable.

Ils sont tous multiples du vecteur

4) La matrice A
0 1 0
0 1 0
0 0 O

a les valeurs propres 0 et 1 (valeur propre double 0 et valeur propre simple 1).
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L’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre double 0 sont les vecteurs

1 0
X==z 0 +z[ O ,  x,z € C,non simultanément nuls.
0 1

En particulier, les vecteurs

1 0
0 1, 0
0 1
sont des vecteurs qui ne sont pas multiples 'un de 'autre.
Le vecteur
1
X = 1
0
est un vecteur propre relatif a la valeur propre simple 1.
Il s’ensuit que la matrice de départ est diagonalisable et que
1 1 0
S = 1 0 O
0 0 1
est inversible et telle que
1 0 0
s7tas=| 0 0 o0
0 0 O

5) La matrice A

S O =
O o=
= o O

a 1 comme valeur propre (valeur propre triple).

L’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont les vecteurs

1 0
X=z| O +2z| 0 |, =z,z€C non simultanément nuls.
0 1

Trois vecteurs propres forment donc toujours une matrice dont le déterminant est nul. La matrice de départ n’est donc pas
diagonalisable.

6) Les valeurs propres de la matrice A

T -4 8
-2 3 =2
-5 4 -6

sont —1,2, 3. Ces valeurs propres étant toutes distinctes, la matrice est diagonalisable.
Les vecteurs

1 0 -1
X1 = 0 , Xo= 2 , X3= 1
—1 1

sont respectivement des vecteurs propres associés aux valeurs propres —1, 2, 3. Il s’ensuit que

1 0o -1
S =(X1,X2,X3) = 0o 2 1
-1 1 1
est inversible et telle que
-1 0 0
S7tAs=| 0 2 0
0o 0 3

1.10 Application : découplage d’équations différentielles

Nous allons expliquer comment la diagonalisation peut étre utile dans la résolution d’équations
différentielles couplées (Exemple des modes normaux de vibration).
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1.10.1 Introduction

Considérons 3 masses vibrantes situées sur I'axe X (on peut voir cette situation comme celle
de trois atomes vibrant entre eux). On repére les masses par leur déplacement z1,x2,x3 par
rapport a leur position d’équilibre. La physique indique que ce sytéme est régi par les équations
différentielles suivantes (t=variable temporelle, m, M, k constantes strictement positives)

DQCL‘l = —ﬁ(xl — I‘Q)
D2wy = —E(xy—m1) — E(wy — 23)
Dzl‘g = *%(%3 — 332).
k k

o o m e

- - o

x x X

1 2 3

Le but est de déterminer la maniére dont les masses vibrent entre elles, ¢’est-a-dire la forme
des solutions x(t), z2(t), x3(t), t étant la variable temporelle.

1.10.2 Résolution

Le systeme précédent peut s’écrire sous la forme

_k K 0
T M M T
2 — k  _2k Kk
D xI9 = m m m T2 . (1.1)
x k  _k T
3 0 A7 7 3
Posons
_k Kk 0
M M
A= k _2 Kk
- m m m
k k
0 & —wm

Essayons de diagonaliser cette matrice (cela conduira & un découplage des équations).

En remplacant d’abord la premiere colonne par la somme des trois colonnes, puis en faisant
une mise en évidence et enfin en remplacant les deuxiéme et troisiéme lignes par la différence
entre ces lignes et la premiere, on obtient

N S !
k 2k k _ 2k k
mo Tm A w = | A A W
k k k k
0 — k) O A
k
1k 0
_ 2k k
= —A|1 —Z_y Ok
k k
k
7 0
_ 2k k k
= MO0 —F-w-A n
0 —k A
k
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Les valeurs propres de cette matrice sont donc

k k 2k
"M M om’
Comme ces valeurs propres sont distinctes, la matrice est diagonalisable.
Les vecteurs propres X relatifs & la valeur propre 0 vérifient

_k E 0
M M
k 2k k _
m Tmom | X=0
k k
O o —m
Si
x
X = Y
z
cette équation est équivalente au systeme
T=y
r—2y+2z=0
y==z

ou encore au systéme
x=y
Y=z
Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 0 s’écrivent donc

1
c| 1 ]|, ¢=constante # 0.
1

Les vecteurs propres X relatifs a la valeur propre —k/M vérifient

0 £ 0
k 2k k k —
m Tm T om | X=0
0 X 0
Si
T
X=1|y
z

cette équation est équivalente au systeme

y=0
Err(-Z 4+ EBy+Ea=0

ou encore au systeme

—
[SEIN
I
I
8
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Les vecteurs propres s’écrivent donc

1
c 0 , ¢ = constante # 0.
-1

Les vecteurs propres X relatifs a la valeur propre —k/M — 2k/m vérifient

2k k
m 0
k k k _
m M om | X=0
0 X 2k
M m
Si
X
X = Y
y4

cette équation est équivalente au systeme

%x—i—ﬁyzo
%er%ynL%ZZO
%%y-+—%§z =0

ou encore au systeme

{ r=z
y=—2le
Les vecteurs propres s’écrivent donc
1
c 25\1/[ , ¢ = constante # 0.
1
On a donc
0 O 0
_ g1 _ k
A=85"AS=| 0 —4; —kOka
0 0 -
avec
1 1 1
_ —2M
S=11 0 =/~
1 -1 1
Si on pose

Y3 x3

le systeme (1.1) est alors équivalent au systeme

Y1 x
yo | =S| a9

39
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lequel s’écrit encore

D*y; = 0
Dzw _ _%kw 2%
D%ys = —(37 + 37)ys-

On constate donc que les équations sont maintenant découplées et que chacune d’entre elles
se résout aisément (puisque c’est une équation différentielle linéaire a coefficients constants
homogene d’ordre 2).

Résolution de D?y; = 0.
L’ensemble des solutions réelles de cette équation est I’ensemble des fonctions qui s’écrivent

yl(t)=T1t+T2, teR
ou 71,72 € R sont des constantes réelles arbitraires.

Résolution de D2y, = —ﬁyg.

On a

k k
Dy = ——ys & D’y + = 0.

M?&
L’ensemble des solutions de cette équation est ’ensemble des fonctions qui s’écrivent

ya(t) = cre'Vv KIME 4 pe™tVE/ME 4 c R

ou ci,co € C sont des constantes complexes arbitraires; ’ensemble des solutions réelles est
I’ensemble des fonctions qui s’écrivent

ya(t) = ricos(\/k/M1t) +rosin(/k/Mt), teR
ou r1,r2 € R sont des constantes réelles arbitraires.

Résolution de D?ys = — (& + 2&)ys.
On a

ko 2k ko 2k
D?ys=— | — + = & D? — 4+ =) ys=0.
ys <M+m>y3 y3+<M+m>y3

Ce cas est analogue au précédent. L’ensemble des solutions réelles est I’ensemble des fonctions
qui s’écrivent
y3(t) = r1cos(\/ k/M + 2k/mt) + rosin(\/k/M + 2k/mt), te€R

ou r1,r2 € R sont des constantes arbitraires.
Finalement, les solutions x1, z9, z3 sont données par

x1 Y1
T2 = S| »
z3 Y3
11 1 n
_ —oM
1 -1 1 Ys
1 1 1
= | 1 |+y| 0O |+ys| —2M/m
1 -1 1

ou y; ne fait intervenir que la fréquence nulle, y, ne fait intervenir que la fréquence \/k/M
et y3 ne fait intervenir que la fréquence /k/M + 2k/m. Ces fréquences sont appelées modes
normaux de vibration.
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1.10.3 Conclusion

Le mouvement des trois masses, déterminé par le vecteur de fonctions (du temps)

T
T2
T3

apparait donc comme une superposition de trois « mouvements fondamentaux >, chacun faisant
intervenir un mode normal :

1 1 1
(@)yr [ 1 ) y2{ O (c)ys | —2M/m
1 -1 1

qui correspondent respectivement aux mouvements suivants

(a) x1 =z =23 :
les masses bougent sans vibration entre elles

(b) x1 = —x3, 22 =0
immobilité de la masse centrale et mouvement opposé des masses extrémes

(¢) x1 = x3, ®og = —2M/m x3 :
méme mouvement pour les masses extrémes et mouvement opposé pour la masse centrale.
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Chapitre 2

Fonctions de plusieurs variables

2.1 Introduction, définitions, représentations

Jusqu’a présent, nous avons considéré des fonctions d’une variable réelle. Nous allons a
présent introduire et étudier les fonctions qui dépendent non plus d’une seule, mais de plusieurs
variables réelles. Dans un premier temps, nous n’envisagerons que le cas ou ces fonctions sont a
valeurs réelles et dépendent de deux ou trois variables réelles.

2.1.1 Définitions, représentations
Définitions et premiers exemples

Définition 2.1.1. Une fonction de deux variables réelles a valeurs réelles est une loi qui a tout
point d’un sous-ensemble de R? (c’est-a-dire du plan) associe un nombre réel. On écrit

f i+ A=R (z,y)~ f(z,y).

L’ensemble des points du plan o f est défini est appelé domaine de définition de f (et est noté
dom(f)) et l'ensemble des valeurs de f, c’est-a-dire U'ensemble { f(z,y) : (x,y) € dom(f)}, est
appelé image de f.

Une fonction de trois variables réelles a valeurs réelles est une loi qui a tout point d’un sous
ensemble de R® (c’est-a-dire de I’espace) associe un nombre réel. On écrit

[+ A=R (z,y,2) = f(z,y,2).

L’ensemble des points de l'espace ot f est défini est appelé domaine de définition de f (et est noté
dom(f)) et ’ensemble des valeurs de f, c’est-a-dire l'ensemble { f(x,y,2z) : (x,y,z) € dom(f)},
est appelé image de f.

Voici quelques exemples de fonctions de plusieurs variables rencontrées de facon usuelle.
— Aire d’un rectangle de cotés x,y :

A(z,y) = zy
— Volume d’un parallélépipede de base rectangulaire (de cotés x,y et de hauteur z) :
Viz,y,z) =zyz

— Dans un repére orthonormé, la distance entre un point P de coordonnées (x,y,z) et
I'origine des axes s’exprime par

d(w,y,2) = [OP|| = Vaz+y7+ 22

43
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— Force gravitationnelle exercée par le soleil (supposé étre a 'origine des axes) sur une
masse unitaire située au point de coordonnées (z,y, z) :

Cc

F(x7yaz):x2+y2+zg

(c est une constante strictement positive).
Représenter une fonction d’une variable réelle a valeurs réelles, c’est représenter son graphe,
a savoir l’ensemble

{(z, f()) = @ € dom(f)}.

Pour cela, on utilise (le plus souvent) un repere orthonormé du plan et on représente les points
de coordonnées cartésiennes (z, f(x)) lorsque z varie dans le domaine de f.

La représentation graphique de f s’appelle une courbe. Il s’agit de la courbe d’équation
cartésienne y = f(x). On utilise le terme < courbe > car, par définition, une courbe est un
ensemble de points décrits a ’aide d’une seule variable réelle.

De fagon analogue, représenter une fonction de deux variables réelles, a valeurs réelles, c’est
représenter I’ensemble

{(@,y, f(z,9)) : (2,y) € dom(f)}.

Pour cela, on utilise un repere orthonormé de 1’espace et on représente les points de coordonnées
cartésiennes (x,y, f(x,y)) lorsque (z,y) varie dans le domaine de f.

La représentation graphique de f s’appelle une surface. Il s’agit de la surface d’équation
cartésienne z = f(x,y). On utilise le terme < surface > car, par définition, une surface est un
ensemble de points décrits a ’aide de deux variables réelles.

Si on désire suivre le méme processus, représenter une fonction de trois variables réelles &
valeurs réelles n’est plus possible : on devrait pouvoir représenter un ensemble de <« quadru-
plets > (z,y, z, f(z,y,2))! Pour avoir une idée du comportement des valeurs de la fonction, on
en considere alors des surfaces de niveau, lesquelles sont définies dans ce qui suit.
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Courbes de niveau

Pour donner une idée de f, fonction de deux variables réelles, pour en utiliser certains
éléments, en d’autres termes pour examiner des propriétés de la surface qui représente f, on
introduit la notion de courbe de niveau.

Si f est une fonction de deux variables et si r appartient a 'image de f, ’ensemble

{(z,y) € dom(f) : f(z,y) =1}

s’appelle une courbe de niveau de f. Le terme courbe est encore employé ici car il s’agit de
points qui sont décrits a I'aide d’une seule variable réelle.

Sur une carte, ce que 1’on appelle <« courbe de niveau > est I’ensemble des points de la carte
qui sont situés & une méme altitude. Si f(z,y) désigne laltitude au point de coordonnées (z,y),
si h est une constante positive (une altitude donnée), il s’agit bien de ’ensemble des points
ou f(x,y) = h, ce qui justifie 'appellation. De méme, les isothermes d’une région (resp. les
isobares), sont des courbes de niveau : ce sont les points (du sol, par exemple) qui ont une méme
température (resp. pression atmosphérique).

Voici la représentation graphique d’une fonction de deux variables et des représentations de
courbes de niveau (la représentation des courbes avec divers niveaux de gris est la méme que
celle de la voisine mais les niveaux de gris permettent d’augmenter I'information : plus la valeur
de la fonction est grande, plus le gris est clair). Sur les premieéres courbes, la différence entre les
divers niveaux représentés est constante ; ce n’est pas le cas sur les secondes.
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Remarquons que la représentation graphique d’une fonction f d’une variable est une courbe
de niveau. En effet, si on pose g(z,y) =y — f(x), on a

g(z,y) =0 < y=f(v)

donc la représentation de f est une courbe de niveau de g(z,y) =y — f(z).

Exemples

Dans ce qui suit, les représentations a trois dimensions sont toujours faites dans un syteme
du type représenté ci-dessous. Nous avons omis les axes afin de ne pas alourdir les figures.

A
A

V».<

1) Représentation graphique de (z,y) — f(x,y) = cos(y) et de courbes de niveau (avec
méme différence entre les niveaux).

2) Représentation graphique de (z,y) — f(x,y) = In(z% + y?) et de courbes de niveau (avec
méme différence entre les niveaux).

Surfaces de niveau

Pour donner une idée de f, fonction de trois variables réelles, on introduit la notion de surface
de niveau.
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Si f est une fonction de trois variables et si r appartient a I'image de f, 'ensemble

{(z,y,2) € dom(f) : f(z,y,2z)=r}

s’appelle une surface de niveau de f. Le terme surface est encore employé ici car il s’agit de points
qui sont décrits a ’aide de deux variables réelles. Pour donner une idée de la représentation d’une
surface de niveau, on effectue souvent I'intersection de cette surface avec des plans orthogonaux
aux axes X, Y, Z. Ces intersections sont appelées traces de la surface sur les plans.

Par exemple, si f(z,y,z) désigne la température au point de coordonnées (z,y,z) d'une
région de l'espace, la surface de niveau d’équation f(x,y,z) = c est la surface sur laquelle la
température est constante et vaut c; elle est appelée surface isotherme. De méme, si V(z,y, 2)
désigne le potentiel (électrique) au point de coordonnées (z, y, z), la surface de niveau d’équation
V(x,y, z) = c est appelée surface équipotentielle.

Remarquons que la représentation graphique d’une fonction f de deux variables est une
surface de niveau. En effet, si on pose g(z,y,z) = z — f(z,y) alors

9(z,y,2) =0 & z=f(r,y);

des lors la représentation graphique de f est une surface de niveau de g(z,y,z2) = z — f(x,y).

Surfaces quadriques

Dans 'espace muni d’un repere, de fagon analogue a la définition des coniques du plan via une
équation cartésienne, on appelle surface quadrique 'ensemble des points dont les coordonnées
cartésiennes x,y, z vérifient une équation du type

a11x2 + a22y2 + (I3322 + a122Y + @132 + a23yz + bix + b2y +b3z+c=0

ou les a;j, b;, c sont des réels tels que les a;; ne soient pas tous nuls.

Tout comme dans le cas des coniques du plan, on montre qu'un changement de repeére adéquat
permet de ramener I’équation cartésienne f(z,y,z) = 0 & une forme canonique (en fait il s’agit
de changer de repére de telle sorte que la matrice qui représente la quadrique ait une forme
diagonale ; dans ce cas, dans 1’équation cartésienne obtenue, il n’y a plus de terme du second
degré faisant intervenir deux variables distinctes). Les différents types d’équations canoniques
figurent dans la liste exhaustive suivante. On classe alors les quadriques en quadriques du type
elliptique, hyperbolique, parabolique; si I’'on excepte les cas ou la quadrique dégénere en plans,
il existe 9 types de quadriques.

Une aide a la représentation d’une quadrique consiste a considérer les traces de cette surface
dans des plans orthogonaux aux axes (c’est-a-dire les intersections de la surface avec des plans
orthogonaux aux axes) !.

— | Ellipsoide | : surface d’équation

2 2 2
T Y z°
atpta!

ou a, b, c sont des réels strictement positifs.

1. 1l s’agit en fait aussi de courbes de niveaux (mais les différents niveaux ne se prennent plus uniquement
selon Z, mais aussi selon X,Y.
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La trace de cette surface sur un plan orthogonal a I'un des axes de coordonnées est
vide ou est une ellipse. Par exemple, si z = r avec r €] — ¢, ¢[ alors la trace correspondante
a pour équation x2/a? + y%/b?> =1 —r?/c?; ceci est bien 'équation d'une ellipse.

Lorsque a = b = ¢, lellipsoide est une spheére de rayon a (ensemble des points qui
sont situés a une distance a de l'origine).

— | Paraboloide elliptique‘ : surface d’équation

oua>0,b>0,p€Ry.

La trace sur un plan orthogonal a ’axe Z est vide ou est une ellipse. La trace sur un
plan orthogonal a I'axe X (ou Y') est une parabole.

— | Cylindre elliptique‘ : surface d’équation

ou a, b sont des réels strictement positifs.
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La trace sur un plan orthogonal & I’axe Z est une ellipse. La trace sur un plan ortho-
gonal a 'axe X (ou Y) est vide ou formée de deux droites paralleles.

— | Hyperboloide a une nappe‘ : surface d’équation cartésienne

2 2 2 X
a2 b2 2

ou a, b, c sont des réels strictement positifs. 4

La trace sur un plan orthogonal & ’axe Z est une ellipse; la trace sur un plan ortho-
gonal a 'axe X (ou a axe Y') est une hyperbole.
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— | Hyperboloide & deux nappes | : surface d’équation cartésienne

2 2 2
S |
a b2 2

ou a, b, c sont des réels strictement positifs. ;, Z

La trace sur un plan orthogonal & 'axe Z est vide ou une ellipse; la trace sur un plan
orthogonal & 'axe X (ou & l’axe Y') est une hyperbole.

— : surface d’équation

ou a, b, c sont des réels strictement positifs.

La trace sur un plan orthogonal & ’axe Z ne passant pas par 1’origine est une ellipse;
la trace sur le plan d’équation z = 0 est 'origine. La trace sur un plan orthogonal a ’axe
X (ouY) est formée par deux droites sécantes si le plan passe par l'origine et est une
hyperbole dans les autres cas.

— ‘Parabolo’ide hyperbolique | : surface d’équation cartésienne

.%'2 y2 B
2R

ol a,b>0etpeRy.
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La trace sur un plan orthogonal a I’axe Z ne passant pas par l'origine est une hyper-
bole; la trace sur le plan d’équation z = 0 est formée par I'union de deux droites sécantes.
La trace sur un plan orthogonal a 'axe X (ou Y') est une parabole.

— | Cylindre hyperbolique | : surface d’équation cartésienne

ou a, b sont des réels strictement positifs.

La trace sur un plan orthogonal a I'axe Z est une hyperbole. La trace sur un plan
orthogonal a 'axe X (ou Y') est vide ou formée de deux droites paralleles a l'axe Z.
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— | Cylindre parabolique | : surface d’équation cartésienne

z® = py

ou p est un réel non nul.

La trace sur un plan orthogonal & 'axe Z est une parabole. La trace sur un plan
orthogonal a I’axe X est une droite. La trace sur un plan orthogonal a 'axe Y est vide
ou formée de deux droites paralleles a 'axe Z.

Remarque sur les termes <« elliptique, hyperbolique, parabolique > : le terme elliptique (resp.
hyperbolique) est employé lorsque, dans I’équation canonique, les coefficients devant les termes
du second degré sont de méme signe (resp. de signes différents). Le terme parabolique est utilisé
lorsque, dans I’équation canonique, subsiste un terme du premier degré. Le terme cylindrique
est utilisé lorsque, dans I’équation canonique, une variable est manquante.

2.1.2 Opérations entre fonctions

Comme dans le cadre des fonctions d’une variable réelle, on définit la somme, le produit, le
quotient de deux fonctions de plusieurs variables & valeurs réelles (ou complexes).

Quant a la composition de fonctions (terme plus général que < fonction de fonction >), elle
se définit aussi de maniere analogue. Accordons une attention particuliére a ce point car il est
important lorsque ’on parle de < dérivée partielle, dérivée totale, regle de dérivation en chaine
(< chain rule ») >. Les cours de sciences font abondamment appel & ce genre de technique.

Par exemple, si f est de domaine A C R?, si fi, fo sont & valeurs réelles et définies dans
B C R? alors la fonction composée définie explicitement par

F(u,v)=f (fl(u,v),fg(u,v))

est définie dans
{(u,v) € B+ (fi(u,v), fa(u,v)) € A}
B %‘A A
2O [N

» -

De méme si f est de domaine A C R3, si f1, fa, f3 sont & valeurs réelles et définies dans B C R
alors la fonction composée définie explicitement par F'(t) = f (f1(t), f2(t), f3(t)) est définie dans

{te B : (fi(t), fa(t), f3(t)) € A}.
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2.2 Limites, continuité, dérivation

2.2.1 Limites, continuité

La notion de limite s’introduit de maniere analogue au cas d’une variable.

Les propriétés concernant les combinaisons linéaires, produits, quotients, fonctions composées
sont analogues a celles rencontrées dans le cadre des fonctions d’une variable réelle, de méme
que les propriétés concernant les inégalités (notamment le théoréme de 1’étau).

La continuité s’introduit aussi de la méme maniere que dans le cas des fonctions d’une
variable. Les propriétés sont aussi analogues (opérations entre fonctions : combinaisons linéaires,
produits, quotients, fonctions composées).

Définition 2.2.1. Soit f une fonction définie sur une partie A de R? et soit (z9,y0) € A. On
dit que la fonction est continue au point (xg,yo) si

lim  f(x,y) existe.
(z,y)—=(x0,90)

Dans ce cas, elle vaut nécessairement f(xo,yo).

On dit que f est continu sur A si cette fonction est continue en tout point de A.

Si f est une fonction définie sur A, [’ensemble des points de A ot elle est continue s appelle
le domaine de continuité de f.

L’ensemble des fonctions continues sur A est noté

Co(A).

2.2.2 Dérivation
DEFINITIONS

Comme dans le cas des fonctions d’une variable, on travaille dans des ensembles particuliers,
appelés ouverts (se rappeler la raison de ceci?!) : une partie Q de R? est appelée un ouvert si
tout point de €2 est le centre d’un rectangle qui reste inclus dans €.

Définition 2.2.2. Soit f une fonction définie sur un ouvert Q de R? et soit (xg,yo) € Q.
a) La fonction f est dérivable par rapport a sa premiére variable x en (xo,yo) si la limite

lim f(wo + h,yo) — f(x0,v0)
h—0 h

existe et est finie. Dans ce cas, cette limite est appelée dérivée partielle de f par rapport a x au
point (xo,yo) et est notée

D, f(z9,y0) ou encore a—(xo, yo)  ou encore D1 f(z0,Yy0).
T

Remarquons que les expressions

lim f(xo + h,y0) — f(x0,90)
h—0 h

2. La définition de la dérivabilité en un point zo demande de considérer la valeur de la fonction en xzo + h (h
réel positif ou négatif, proche de 0); il est donc indispensable que 'on puisse évaluer la fonction en ces points, ce
qui n’est possible que si xp est dans un intervalle ouvert
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et
lim f(z,y0) — f(z0,0)

T—TQ r — X

signifient exactement la méme chose (elles ne différent que par les notations utilisées).

b) La fonction f est dérivable par rapport a sa deuziéme variable y en (xg,yo) si la limite

lim f(zo,y0 +h) — f(xo,y0)
h—0 h

existe et est finie. Dans ce cas, cette limite est appelée dérivée partielle de f par rapport a y au
point (xo,yo) et est notée

0
Dy f(zo,y0) ou encore ?f(xo,yo) ou encore Daf(xg,yo)-
Y

Comme ci-dessus, notons que les expressions

lim f(:EO’yU + h) B f(x07y0)

h—0 h
et
lim f(xo,y) — f(x0,%0)
Y=Yo Y—%Yo

signifient exactement la méme chose (elles ne different que par les notations utilisées).

¢) la fonction f est dérivable sur (ou dans) Q0 si elle est dérivable par rapport a x et par
rapport a y en tout point de €.

Définition 2.2.3. Soit f défini sur A C R?. Le domaine de dérivabilité de f est le plus grand
ouvert inclus dans A tel que f soit dérivable en tout point de cet ouvert.
Si Q est un ouvert de R%, la notation

C1(Q)

désigne l’ensemble des fonctions dérivables dans 2 dont les dérivées partielles sont continues
dans Q. Un élément de cet ensemble s’appelle une fonction continiment dérivable dans (sur) .

Bien sur ces définitions se généralisent de fagon tout a fait naturelle pour les fonctions de
plus de deux variables!

Notons aussi que pour bien lever toute ambiguité, on utilise fréquemment des parentheses
supplémentaires : par exemple la valeur de la dérivée de f par rapport a sa premiere variable
au point (s,t) sera notée

(le)(svt)'

PROPRIETES

Les propriétés relatives aux combinaisons linéaires, produits, quotients sont analogues a
celles rencontrées dans le cadre des fonctions d’une variable réelle. La propriété concernant
la dérivabilité et ’expression des dérivées partielles des fonctions composées est un peu plus
complexe. Nous admettrons ce résultat sans démonstration.
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Proposition 2.2.4. a) Soient

- f une fonction de deux variables réelles continiment dérivable sur un ouvert U de R?,

- f1, fo deux fonctions d’une variable réelle, a valeurs réelles, dérivables sur un ouvert J de R.
Alors la fonction définie par

F(t) = f(f1(2), f2(2))
est dérivable sur I ={t € J: (fi(t), f2(t)) € U} et on a

DF(t) = Di1f(X,Y)Dfi(t) + Dof (X,Y) D fo(t)

avect € I et X = f1(t), Y = fa(t).
b) Soient
- f une fonction de deux variables réelles continiment dérivable sur un ouvert U de RZ,
- f1, fo deux fonctions de deuz variables réelles, a valeurs réelles, dérivables sur un ouvert V de
R2.
Alors la fonction définie par

F(J:?y) = f(fl(l',y), f2($,y))
est dérivable sur Q = {(z,y) € V : (fi(x,y), f2(z,y)) € U} et on a

DiF(z,y) = D1f(X,Y)D:ifi(z,y) + D2f (X,Y) D1 fo(z,y)

DyF(z,y) = D1f(X,Y)Dafi(z,y) + D2f (X,Y) Dafo(x,y)

avec (a:,y) eEQet X = fl(xay)a Y = f2(x7y>
c¢) Soient
- f une fonction d’une variable réelle dérivable sur un ouvert I de R,
- g une fonction de deux variables réelles dérivable sur l'ouvert V de RZ.
Alors la fonction définie par

Fz,y) = f9(z,y))
est dérivable sur Q = {(z,y) € V : g(x,y) € I} et on a

DlF(xvy) = Df(X)Dlg(wvy)

D2F(x’y) = Df(X)DQQ(xvy)

avec (x,y) € Q et X = g(z,y).
d) On a bien sur des résultats analogues pour des fonctions du type f(fi,...,[fn) avec f
fonction de n variables et f1,..., fn fonctions de p variables, a valeurs réelles.

Remarque. Pour avoir la dérivabilité de la fonction composée ET D’expression explicite des
dérivées présentées dans le résultat précédent, il importe de bien vérifier les hypotheses.

e Il faut remarquer la différence d’hypothese. En effet, lorsque la fonction f est une fonction
d’une variable réelle, on obtient un résultat beaucoup plus fort : la dérivabilité de la fonction
composée est obtenue en supposant f seulement dérivable alors qu’on suppose f contintiment
dérivable dans le cas ou il s’agit d’une fonction de plusieurs variables. Ceci n’est pas une faiblesse
de la démonstration (des exemples lattestent).

e De méme, il se peut que la fonction composée soit dérivable mais qu’on ne puisse pas utiliser
la < formule > de dérivation des fonctions composées pour trouver la dérivée, des exemples
I’attestent.

Voici un exemple de dérivation de fonction composée.
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Soit la fonction F définie explicitement par F(t) = f (ln(t —1),Vt? — 1) avec f continiment
dérivable dans U =]0,+o0[x]4, +0oo[. On demande ot elle est dérivable et l’expression de sa
dérivée.

La fonction ¢ — In(t — 1) est dérivable sur |1,4o00[ et la fonction ¢ — v/¢2 — 1 est dérivable
sur {t € R: t? > 1} =] — 00, —1[U]1, +oc[. L'intersection des domaines de dérivabilité de ces
deux fonctions est donc |1, +00[. Vu la proposition précédente, la fonction F' est donc dérivable
sur

{t €1, +oo[ : In(t — 1) €]0, 400 et /2 — 1 €4, +oo[}.

On a In(t — 1) €]0, +o00] si et seulement si t —1 > 1 et on a V{2 — 1 €]4, +o0] si et seulement si
t2 — 1 > 16. Les deux conditions sur ¢ sont donc

t>2
[t] > V17,
ce qui donne ¢ > +/17. La fonction F' est donc dérivable sur |/17, +o0[ et pour tout ¢ dans cet

intervalle, on a

le(va) tDQf(X7Y)

DF(t) = 1 + ]

avec X =In(t —1) et Y = vt? — 1.

2.2.3 Lien entre dérivabilité et continuité

Dans le cas des fonctions d’une variable réelle, on a démontré qu’une fonction dérivable est
toujours continue. Ce résultat n’est plus vrai dans le cas des fonctions de plusieurs variables
réelles (des exemples permettent de le montrer). Néanmoins on démontre que si une fonction
est continiment dérivable sur un ouvert 0 de R? alors cette fonction y est continue; ce résultat
est aussi valable quand on travaille avec un ouvert de R™ avec n > 2.

2.2.4 Dérivées multiples

Comme dans le cas des fonctions d’une variable réelle, on peut se demander si les dérivées
d’ordre 1 (c’est-a-dire les dérivées partielles) sont encore dérivables. Comme on est dans le cadre
de plusieurs variables, plusieurs dérivées secondes vont apparaitre. Par exemple, si f est une
fonction dérivable de deux variables réelles, on se pose la question de savoir si les fonctions (de
deux variables réelles)

D1f7 D2f

sont encore dérivables. Si c’est le cas, on introduit alors les fonctions dérivées d’ordre deux
DDy f = Dif, DeDif, DaDyf = D3 f, D1Dof.

Dans beaucoup de cas, on a D1Dsf = DoD1 f mais pas toujours! Néanmoins on démontre
que cette égalité est correcte si la fonction est deux fois contintiment dérivable.

On introduit de maniere analogue les dérivées d’ordre p pour tout naturel non nul p.

On a aussi la propriété suivante : Si, dans les énoncés de la Proposition (2.2.4 ), les fonc-
tions f, f1, fo sont q fois continiment dérivables, alors la fonction composée F' est aussi q fois
continument dérivable.
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2.2.5 Des opérateurs de dérivation fort utiles
En physique (notamment), les opérateurs de dérivation appelés
gradient, divergence, rotationnel

apparaissent & de multiples endroits, comme outils de modélisation de divers phénomenes (flux au
travers de parois, équations de Maxwell en électromagnétisme, équation de la chaleur, des ondes,
...). Il s'agit d’opérateurs faisant intervenir des dérivées partielles et les équations impliquant
celles-ci sont des cas particuliers d’équations aux dérivées partielles, lesquelles sont aux fonctions
de plusieurs variables ce que sont les équations différentielles aux fonctions d’une variable réelle.

Donnons simplement ici la définition de I’opérateur gradient : si f est une fonction dérivable
dans un ouvert €2 de R™ alors le gradient de f est la fonction a valeurs vectorielles

gradf : z € R"— (Dif(x),...,Dnf(x)).

Dans le cas de deux variables (n = 2), cas régulier (c’est-a-dire qu’on a la dérivabilité requise),
le gradient en un point est un vecteur orthogonal & la tangente & la courbe d’équation f(z,y) =0
en ce point. Dans le cas de trois variables (n = 3), cas régulier (c’est-a-dire qu’on a la dérivabilité
requise) le gradient en un point est un vecteur orthogonal au plan tangent a la surface d’équation
f(x,y,z) = 0 en ce point. Lorsque n = 2 et que la courbe est le graphique d’une fonction g
(c’est-a-dire f(z,y) = y—g(x)), cela se justifie aisément : les composantes d'un vecteur directeur
de la tangente au point du graphique d’abscisse z est (1, Dg(z)) ; le gradient de f dans ce cas est
(Dif(x,y), Daf(z,y)) = (—Dg(x),1); et on a bien l'orthogonalité des vecteurs de composantes

(=Dg(x),1) et (1, Dg(x)).

2.2.6 La dérivée directionnelle

En analyse mathématique, la notion de dérivée directionnelle permet de quantifier la varia-
tion locale d’une fonction dépendant de plusieurs variables, en un point donné et le long d’une
direction donnée dans I’espace de ces variables. Dans la version la plus simple, la dérivée direc-
tionnelle généralise la notion de dérivées partielles : on les retrouve en prenant comme directions
de dérivation les axes de coordonnées.

Voici la définition et une propriété qui relie cette dérivée aux dérivées partielles.
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Définition 2.2.5. Cas de deuz variables. Soit f une fonction définie dans un ouvert de R?, soit

un point (zo,yo) de cet ouvert et soit un vecteur non nul de composantes (a,b). On dit que f

admet une dérivée dans la direction (a,b) au point (xo,yo) si la limite suivante existe et est finie
f(@o + ta,yo +tb) — f(xo, yo)

lim .
t—0 t

Si on pose u = (a,b), on utilise fréquemment la notation D, f(xo,yo) pour désigner la valeur de
cette limite et on lappelle la dérivée directionnelle en (xo,yo) dans la direction u.

Cas de trois variables. Soit f une fonction définie dans un ouvert de R3, soit un point
(0, Y0, 20) de cet ouvert et soit un vecteur non nul de composantes (a,b,c). On dit que f admet
une dérivée dans la direction (a,b,c) au point (xo,yo, z0) si la limite suivante existe et est finie

f(@o + ta,yo + tb, 20 + tc) — f(zo, Yo, 20)

lim .
t—0 t

Si on pose u = (a,b,c), on utilise fréquemment la notation D, f(xo,yo,20) pour désigner la
valeur de cette limite et on Uappelle la dérivée directionnelle en (xo,yo, z0) dans la direction u.

On obtient alors tout de suite un lien entre cette notion et celle des dérivées partielles (qui
en sont bien sir un cas particulier comme on le voit en prenant les vecteurs (1,0), (0,1) dans
le cas de deux variables et (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) dans le cas de trois variables). Clairement,
c’est la dérivation des fonctions composées qui va intervenir ici.

Proposition 2.2.6. Cas de deux variables. Si 2 est un ouvert de R? et si f € C1(2) alors la
dérivée directionnelle existe en tout point (x,y) de Uouvert en toute direction (a,b) et on a

Duf(xay) = le(xvy)a + D2f($7y)b

Cas de trois variables. Si Q2 est un ouvert de R? et si f € C1(Q) alors la dérivée directionnelle
existe en tout point (x,y,z) de l'ouvert en toute direction (a,b,c) et on a

Duf(x,y,z) = le(:c,y,z)a + DQf(xv:%Z)b =+ D3f<$,y,Z)C.

Preuve. C’est une application du théoréeme de dérivation des fonctions composées. En effet
avec
F@t) = f(z+ta,y +1b),

on a
. T+ ta,y +tb) — f(x,
Duf(z,y) = g%f( v ) — f(x,y)
= hmw
t—0 t
= DF(0)
= le(:c,y)a + Dgf(l‘,y)b_
Avec
F(t) = flz+ta,y+1tb,z+tc),
on a
. x+ta, +tb,z+tc — ‘/L” ,Z
Duf(z,y,2) = %g%f( b )~ f(@,9,2)
= hmw
t—0 t
— DF(0)

= le(x,y,z)a + Dgf(flf,y,Z)b + Dgf([L‘,y,Z)C.
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O

Une question qui se pose de fagcon naturelle dans les modélisations, quand f représente une
grandeur, une quantité ..., est de savoir dans quelle direction cette grandeur, quantité croit ou
décroit le plus vite en un point donné. Autrement dit, on se demande quelle est la direction u
pour laquelle D,, f(z,y) (resp. Dy f(z,y, 2)) est le plus grand ou le plus petit (on examine en fait
la < vitesse > de variation de f dans une direction).

La propriété suivante va permettre de répondre & la question.

Propriété(s) 2.2.7. Pour tous points (a,b), (z,y) de R%, on a

laz +by| < Va2 + b /32 + 2,

Iégalité ayant lieu si et seulement si (a,b) est multiple de (z,y) ou (x,y) est multiple de (a,b).
Pour tous points (a,b,c), (x,y,2) de R3, on a

lax 4+ by +cz| < Va2 + b2+ a2+ + 22,

l’égalité ayant lieu si et seulement si (a,b,c) est multiple de (x,y,z) ou (x,y,z) est multiple de

(a,b,c).
Preuve. On D'obtient directement par le calcul.[]

Revenons maintenant au cas qui nous occupe. Que ce soit dans le cas de deux ou trois
variables, en supposant que le gradient de f en (z,y) (resp. en (x,y,z)) n’est pas nul, les
expressions

Dyuf(z,y) = Dif(z,y)a + Daf(z,y)b
Duf($>yaz) :le(:v,y,z)a + D2f($,y7z)b =+ D3f(xay7z)c

sont donc bien extrémales lorsque (a,b) (resp. (a,b,c)) est un multiple du gradient de f en
(z,y) (resp. (z,y,2)). Si a® +b? (resp. a® + b? + c?) vaut 1, les valeurs extrémales sont la norme
(longueur) du gradient de f en (x,y) (resp. en (z,y,2)) et son opposé.

2.3 < Description d’ensembles >

Pour le calcul intégral a plusieurs variables réelles, il est indispensable de pouvoir manipuler
les descriptions géométriques (dessins, lieux) et analytiques (& ’aide de coordonnées cartésiennes,
parfois en utilisant aussi un, plusieurs parametres) d’ensembles. 11 est tout aussi indispensable
de pouvoir décrire ces ensembles en fixant I’'une ou 'autre variable d’abord et ensuite de décrire
comment varie la seconde ; nous donnons quelques exemples ci-dessous pour illustrer ce propos.

2.3.1 Exemple 1

L’ensemble décrit analytiquement par
22
{(az,y) :z,y €ERet Z+y2 < 1}
se représente géométriquement par la partie hachurée ci-dessous; il s’agit des points du plan

situés < a l'intérieur > de I'ellipse d’équation cartésienne 22/4 +y? = 1 et des points de I'ellipse
elle-méme.

3. Cette propriété est un cas particulier de ce que l'on appelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz, dont l'in-
terprétation est claire avec la définition géométrique du produit scalaire.
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e

[
H
-

X
2.3.2 Exemple 2
Soit I'ensemble (fermé non borné) grisé suivant
Y
1 4
0 1 2 3 X

Cet ensemble est limité par la droite d’équation cartésienne y = 0 (axe des abscisses) et la droite
oblique d’équation cartésienne x — 3y = 0. Analytiquement, on a donc

{(a:,y)GRQ:yEOetx—i%yZO}.
Décrivons-le en fixant d’abord = et en donnant ensuite ’ensemble de variation de y. On a
{(z,y) eER*:z>0et y€[0,2/3]}.

Décrivons-le maintenant en fixant d’abord y et en donnant ensuite I’ensemble de variation de x.

On a

{(:L‘,y) ER?:y>0etze [3y,—|—oo[}.

2.3.3 Exemple 3

Soit I’ensemble
A:{(:):,y)ER2 : x>0etm2>y};
il s’agit de I’ensemble des points du plan dont ’abscisse est strictement positive et qui sont

situés < sous > la parabole d’équation cartésienne y = 22, les points de la parabole n’étant pas
compris. Une représentation graphique de cet ensemble est la suivante.
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Y
/
,/
y= 362,/
/
'/
o} o

Décrivons cet ensemble en fixant d’abord x et en donnant ensuite I’ensemble de variation de
y. On a

A={(z,y) eR* : 2> 0ety €] —o0,2%[}.

Décrivons-le maintenant en fixant d’abord y et en donnant ensuite I’ensemble de variation
de z. On a

A={(z,y) eR* : y>0etz€]\/y,+oo[} U{(z,y) €R® : y <0 etz €0, +oof}.
2.3.4 Exemple 4
L’ensemble grisé dans la figure ci-dessous

Y

a les descriptions analytiques suivantes
{(x,y) eER?:ze0,1]etye [\/5/27\/5]}
et

{(z,y) eR*:ye[0,1/2] et z € [y, 4y%]} U{(z,y) eR*:ye[1/2,1] et z € [y*,1]}.
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2.3.5 Exemple 5
L’ensemble décrit analytiquement par
A= {(z,y) eR*:2® —y* >0, y >0}

se représente comme suit dans un repere orthonormé (en grisé)

Y
1,,
0 i X
On a aussi
A= {(z,y) ER*:z€Ret 0 <y < |z}
et

A = {(z,y) eR*:0<yetx €] —o0,—y|} U{(z,y) ER*: 0 <y etz € [y,+oo[}.

2.4 Calcul intégral

Comme la grande majorité des cas d’applications concerne des fonctions continues et vu les
difficultés techniques que 1’on rencontre dans le cas de fonctions non continues, dans ce chapitre
nous n’envisagerons que l'intégration de fonctions continues.

Dans le cadre des fonctions d’une variable réelle, on introduit la notion d’intégrale sur un
intervalle borné fermé comme limite de sommes de Riemann obtenues a partir de découpages de
Iintervalle. On étend ensuite cette notion au cas des autres intervalles.

Dans R? et R3, ces notions sont plus délicates & manipuler car les ensembles sur lesquels on
voudrait intégrer se présentent géométriquement de maniere beaucoup plus complexe.

Afin de ne pas alourdir la présentation, nous ne considérerons (dans un premier temps) que
le cas de fonctions de deux variables. Un développement analogue pourrait étre fait dans le cas
de fonctions de plus de deux variables mais les représentations géométriques et analytiques sont
alors beaucoup plus lourdes a manipuler.

2.4.1 Intégration sur des rectangles

Pour rappel, & une variable, on considére un découpage de [a,d] et, dans chacun des sous-
intervalles ainsi déterminés, on prend un réel. On construit de la sorte des « sommes de Rie-
mann .

1 T2 T3
—t——F+———— —
a = xg T1 Tg =T9 b=z3 R

Sous-intervalles : [a, 1], [x1, 2], [x2,b]
Réels dans les sous-intervalles : 1 € [a,x1], r2 € [x1, 22|, T3 € [22,0]
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Somme de Riemann associée a ce découpage :

3
S Fr) (e — 2po1) = F(r) (@1 — a) + f(ra) (@ — 21) + £(r3) (b — z2).

k=1
(Lorsque f est a valeurs positives, cette somme représente une somme d’aires de rectangles.) On
considere alors des suites de découpages dont la largeur tend vers 0 (cf le rappel consacré au

calcul intégral a une variable).

Dans le cas de deux variables, on procede comme dans le cas d’une variable mais a partir
d’un rectangle R borné fermé [a, b] X [c,d]. On considére aussi des sous-rectangles, construits a
partir de découpages des intervalles [a, b] et [c, d], et dans chacun d’eux, on considére un point.

Y A
dl
o(?”5,85) 0( 6736)
®(rl4, 54)
Y1
(k202 ) o L
cl
a T To b X

Dans cet exemple, on a donc découpé le rectangle R en six sous-rectangles R, Ro, R3, R4, R5, Rg
dans lesquels on a choisi chaque fois un point. Si on désigne par A l'aire du rectangle Ry, la
somme de Riemann associée a ce découpage est

> Fre, sk) A

6
k=1

Lorsque la fonction f est & valeurs positives, cette somme représente une somme de volumes de
parallélépipedes.
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On note d la borne supérieure des longueurs des diagonales des sous-rectangles.

Comme dans le cas d’une variable, on considere des suites de découpages. Lorsque 1'on
construit une suite de découpages de R en rectangles telle que la suite associée d, (n € Np)
converge vers 0, on examine ici encore le comportement de la suite S, (n € Np) des sommes
de Riemann. On peut démontrer que la suite S, (n € Ny) converge vers une limite
finie et que cette limite est indépendante de la suite de découpages qui a servi a la
définir.

On dit que f est intégrable sur le rectangle R et que son intégrale sur le rectangle
R est la limite de la suite S,, (n € Np). L’intégrale de f sur R est notée

//R f(z,y) dedy ou //Rf(a:,y) dydz.

Tout comme dans le cas d’une variable, vu l'interprétation géométrique de ces sommes, on
définit le volume du corps compris sous la surface d’équation z = f(z,y), (z,y) € R (ou f est

supposé a valeurs positives) par
V= // f(z,y)dxdy.
R

Une propriété tres utile pour le calcul des intégrales multiples est la suivante (elle permet de
se ramener a des calculs d’intégrales d’une variable). Nous 'admettrons sans démonstration.

Géométriquement, elle a une interprétation claire : le volume du corps situé < sous > la
surface d’équation z = f(z,y) est la superposition de l'aire des surfaces obtenues en coupant le
volume par une succession de plans orthogonaux a X (ou a Y).

Proposition 2.4.1. Soit f une fonction continue sur le rectangle R = [a,b] X [¢,d]. On a

//Rf(m,w dz dy = /ab </cdf<x,y) dy) dx
//Rf(x,y) dr dy = /cd (/abf(:v,y) d:r:) dy.

On dit que 'on peut permuter I'ordre d’intégration sans changer la valeur de I'intégrale.

et

Prenons un exemple : on demande de calculer 'intégrale de la fonction f définie explicitement
par f(x,y) = sin(x + y) sur le rectangle R = [0, 7/2] x [—m,0].
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La fonction f est continue sur R? donc elle est intégrable sur le rectangle fermé borné. Cela
étant, on a successivement

//Rsin(x—ky) dedy = /Oﬂ/z </i sin(z + y) dy) dx

= ([ prteosta ) a0) o

—T

/2
= —/0 <cos(x) — cos(x — 7r)> dx

w/2
= —2/ cos(z) dz

= -2 / Dsin(x

= —2(sin(n/2) —sin(0)) = —2.

Propriété(s) 2.4.2. Cas des variables séparées : si R = [a,b] x [¢,d] et si f(x,y) = fi(z) f2(y)
avec f1 continu sur [a,b] et fo continu sur [c,d], alors la fonction f est intégrable sur le rectangle

fictona J[ swne aray = ([(nwrar) ([ no a).

Preuve. C’est direct par le calcul.lJ

2.4.2 Intégration sur certains ensembles bornés fermés

Une définition analogue de l'intégrale d’une fonction continue sur des ensembles qui sont
seulement bornés fermés peut aussi étre faite. Nous nous contenterons ici de donner des résultats
pratiques concernant I'intégration sur des ensembles particuliers mais qui recouvrent la plupart
des cas pratiques.

Définition 2.4.3. Soit A un sous-ensemble borné fermé du plan.
a) On dit que A est paralléle a Uaze Y s’il existe deux fonctions fi, fo continues sur un
intervalle [a,b] de R telles que fi < fa sur [a,b] et telles que

A={(z,y) €R® : a<z <D, filz) <y < fol)}

b) On dit que A est paralléle a l'aze X s’il existe deux fonctions gi,g2 continues sur un
intervalle [c,d] de R telles que g1 < go sur [c,d] et telles que

A={(z,y) ER® : gi(y) <z < galy), c <y < d}.

Comment reconnaitre géométriquement de tels ensembles dans les cas usuels?
- Un ensemble est parallele & I'axe Y lorsque toute droite verticale intersecte sa frontiere au
plus deux fois, exception faite des droites verticales qui composent elles-mémes éventuellement
la frontiere,
- un ensemble est parallele a I'axe X lorsque toute droite horizontale intersecte sa frontiere au
plus deux fois, exception faite des droites horizontales qui composent elles-mémes éventuellement
la frontiere.
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¥ >

A

Ensembles paralleles a 'axe X et a 'axe Y

Y“

AL

R Ensemble parallele a I’axe X
Ensemble parallele a I’axe Y mais pas 2 I'axe Y

mais pas a ’axe X

YA

-
Ll

X

Ensemble non parallele a ’axe X, non parallele a 'axe Y

Le résultat suivant donne une maniere de calculer les intégrales sur des ensembles de ce type.

Proposition 2.4.4. Soit f une fonction continue sur un ensemble A fermé borné paralléle a
Uaze X ou a l'axe Y. Alors f est intégrable sur A et on a

fay deay = [ ([ s@ay) d
/], L

si A est paralléle a Uaxe Y et

|t dway = [ ' ( /g g(j) f(w)da:) ay

si A est paralléle o Vaxe X.



2.4. CALCUL INTEGRAL 67

Remarquons que si A est a la fois parallele a 'axe Y et a 'axe X, on a

J[ ) ey = [ ’ ( /fz)f(x,wdy) dx
()

On dit que 'on peut permuter l'ordre d’intégration sans changer la valeur de l’intégrale.

Par exemple, intégrons la fonction (z,y) — f(z,y) = y, continue sur R?, sur I’ensemble
suivant.

Cet ensemble est fermé et borné, a la fois parallele a I’axe X et Y. Posons

fi(z) =0 (z € [-1,1]), folz) = { ffi z i E 511’]0]

et

g1(y) =y—1(y€l0,1]), ga(y) =1~y (y €[0,1]).

Les fonctions fi, fo sont continues sur [—1, 1] ; les fonctions g1, g2 sont continues sur [0,1]. On a
A={(z.y) eR?:~1<a <1, file) Sy< o)} ={(z,y) eR*:0<y <1, gi(y) < v < ga(y)}-

Deés lors, comme f est continu sur A, on obtient

/Af(w,y) dedy = /1 (/f(j)y dy) dzx
[, (ff“ydy) do v [ (] vin)
[ 0
)
1
2

\V)

e, 1[5

w\

l\.')\r—t
C»D\F—‘
W =
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Calculons cette intégrale dans I'autre ordre. On a

92(y)
// f(z,y) dxdy / y dz | dy
A g91(y)

I
S~
2
TN TN

2.4.3 Intégration sur des ensembles non bornés fermés
Introduction

Ici, la définition de l'intégrabilité d’une fonction continue est plus délicate. Nous allons
I'introduire de telle sorte que le parallélisme avec ce qui se passe a une variable soit quelque peu
conserve.

Ici encore, considérons des fonctions continues sur des ensembles paralleles aux axes. Seule-
ment, ces ensembles ne sont plus nécessairement bornés fermés. Cela revient & dire que, dans
la définition introduite précédemment, l'intervalle [a, b] (ou [c,d]) est remplacé par un intervalle
quelconque de R; de méme, les inégalités faisant intervenir les fonctions continues fi, fo (ou
g1, g2) peuvent étre remplacées par des inégalités strictes. De plus, I'une des fonctions f1, fo, g1, g2
peut ne pas apparaitre.

Voici deux exemples. Le premier est un ensemble a la fois parallele a X et a Y. Si on le
considére comme parallele a Y, I'intervalle de variation de x est [0,4o0[ (au lieu de [a,b]), il
n’y a pas de fonction fy et la fonction f; est fi(x) = z. Si on le considére comme parallele a
X, lintervalle de variation de y est [0, +oo] (au lieu de [c,d]), la fonction g; est g1(y) = 0 et la
fonction g2 est g2(y) = y.

vA y=x YA
T
> >
X VX
A = {(=yeR*:0<a, z<y}
= {(z,y)eR*:0< =, fi(z) <y} A = {(z,y)eR*:0<z, 0<y<r}
= {(=zy) eR?*:0<y, 0<z <y} = [0,+00[x[0,7]

= {(z,y) eR?:0<y, g1(y) <z < g2(y)}
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Dans ce qui suit, nous utiliserons des ensembles paralleles aux axes. Afin de ne pas alourdir
les notations, nous utiliserons systématiquement la description a I’aide des fonctions f1, f2, g1, 92.
Bien entendu, dans le cas ou la description de A ne les fait pas apparaitre, il convient d’adapter
les bornes d’intégration dans les notations qui suivent (cela revient a utiliser 400 ou —00).

On voudrait conserver la propriété de l'intégrale qui dit que 'on peut permuter l'ordre
d’intégration sans altérer la limite; cette propriété se révele en effet d’'une grande utilité en
pratique.

Donnons un exemple montrant que, dans le contexte de 'intégrale d’une fonction continue
sur un ensemble qui n’est pas borné fermé et sans hypothese supplémentaire, on ne peut pas
toujours permuter les intégrales sans changer de valeur.

Soit la fonction

22 — 2

flz,y) = Crenk (z,y) € A =]0,1]x]0,1].

Cette fonction est continue sur A.
Remarquons d’abord que

—T

- 2
T2 42 _Dy$2+y27 (z,y) € RZ\{(0,0)}.

f(z,y) =D

2

Cela étant, d’'une part, pour y €]0,1] fixé, la fonction = (;2:;52)2 est continue sur [0, 1]

donc y est intégrable. On a

! ! —z —z ] -1
di= | Dy dw=|— | =",
/0 f(xvy) T /0 x$2+y2 X |:$2—f-y2:|x:0 1+y2a

cette fonction est intégrable sur [0, 1] et

1
—1 T
dy = —arctg(l) = ——.
/0 T2 g(1) 1

/01 (/Olf(x,y) dm) dy = _%.

D’autre part, pour = €]0,1] fixé, la fonction y — % est continue sur [0, 1] donc y est

Deés lors

intégrable. On a

1 1 y y y=1 1
/0 f(z,y) dy /0 yx2+y2 Y [532"‘3/2}110 1+ 22

cette fonction est intégrable sur [0, 1] et

1
1
/0 mdw = arctg(l) =

/01 ( /Olf(:c,y) dy> w=T

Cependant, on a le résultat suivant (admis sans démonstration).

13

Deés lors
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Propriété(s) 2.4.5. Soit f une fonction continue sur A, paralléle a l'axe Y et a l'axe X (ou
union d’ensembles de ce type).

- poilr tout x €la, b, la fonction |f(z,y)|, vy €]fi(x), fa(x)[, est intégrable sur ]fi(z), fo(x)]

- et si la fonction /fQ(I) |f(z,y)|dy, x €]a,b], est intégrable sur |a,b|

alors h

- pour tout y €le, d[, la fonction |f(x,y)|, x €]g1(y), g2(y)[, est intégrable sur l'intevalle |g1(y), g2(y)[
- la fonction /92(@/) |f(z,y)|dz, y €]e,d], est intégrable sur |c,d|

et on a nw

’ fal=) d 92(y)
/a (/fl(z) |f(ac,y)|dy> d;z::/C (/gl(y) |fz,y)] dx) dy

ainsi que les intégrabilités successives avec f au lieu de son module et

/a b ( /f f((j) fa.y) dy> dw = / d ( /gg(y(j) £, 9) dx) dy.

Reprenons ’exemple précédent, a savoir la fonction

2?2 — 42

flz,y) = @212 (z,y) € A =]0,1]x]0, 1].

Pour tout = €]0, 1] on a
1 @ 2,2 1,2 _ .2
-y yr—x
[f(zy)l dy = /dy + / g W
/0 o (z2+y?)? o (@ +y?)?

v y ! y
- D,——— dy — D,—~——— d
/0 Y22 42 Y /x Y22 42 Yy
1 1

1
= % 2211 %
1 1

ox 2241

Comme la fonction z +— 1/(x? 4+ 1) est intégrable en 07 et comme la fonction x — 1/ ne l'est
pas, la fonction

1
ro /0 Flay)]| dy

ne ’est pas non plus. Les hypotheses du résultat précédent ne sont pas vérifiées et il n’est donc
pas étonnant que les calculs apres permutation des intégrales ne donnent pas la méme valeur.

Définition
Nous adopterons la définition suivante.

Définition 2.4.6. Soit f une fonction continue sur A, paralléle a 'axe Y. On dit que f est
intégrable sur A lorsque

- pour tout = €|a, b, la fonction |f(x,y)|, vy €|f1(x), fo(x)[, est intégrable sur |f1(x), fa(z)]

fo(x

- et lorsque la fonction / |f(z,y)|dy, = €]a,b|, est intégrable sur |a, b|.

fi(z
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L’intégrale de f sur A est alors

f(z,y) dedy = N f(z,y) dy | dz.
/], (e

La définition est analogue (modifications naturelles) lorsque A est paralléle a l'aze X .

On remarquera que si la fonction est a valeurs positives, le fait de pouvoir intégrer dans un
certain ordre entraine automatiquement 'intégrabilité de la fonction et I'égalité avec l'intégrale
calculée dans I'autre ordre.

On remarquera aussi que puisque le module du module d’un nombre est le module du nombre,
la définition donne le résultat suivant : si f est continu sur A alors elle est intégrable sur A si et
seulement si |f| est intégrable sur A.

Ainsi, étant donné la définition adoptée et la propriété précédente, on obtient celle-ci.

Propriété(s) 2.4.7. Soit f une fonction continue sur A, a la fois paralléle a U'axe X et a Uaze
Y. Si f est intégrable sur A alors

J[ s wwa= [ ( / f(()) £(z.y) dy) w= [ ( / g(j) f(ew) dx) iy

2.4.4 Intégration sur une union d’ensembles

Lorsqu’on doit intégrer une fonction continue sur A, avec A = A1 U As, ou A; et As sont
paralleles aux axes et ne se rencontrent que suivant leur frontiere, on utilise la propriété suivante
de l'intégrale :

//A flz,y) dedy = /A1 f(z,y) dedy + /A2 f(z,y) dzdy.

2.4.5 Intégration par changement de variables
Cas général

Dans le cadre des fonctions de plusieurs variables, il existe également un résultat d’intégration
par changement de variables. Il s’énonce comme suit et sera admis sans démonstration. Signalons
également que les ensembles ne sont plus nécessairement paralleles aux axes.

Théoréme 2.4.8. Soient deux fonctions g1, gs qui sont continiment dérivables sur un ouvert
B inclus dans R? et établissent une bijection entre A et B (ouvert et inclus aussi dans R?) telle
que la bijection inverse soit aussi formée par deux fonctions continiment dérivables sur A.

Alors la fonction continue (x,y) — f(x,y) est intégrable sur A si et seulement si la fonction
(5,t) = [ (91(s,t),92(5,t)) |D1g1(s,t) Daga(s,t) — Diga(s,t) Dagi(s,t)| est intégrable sur B et
dans ce cas

J[ iy aa ay
= //Bf (gl(Sat)a!h(Saf)) |D1g1(s,t) Daga(s,t) — Diga(s,t) Dagi(s,)| ds dt.

La fonction
(s,t) = D1gi(s,t) Daga(s,t) — Diga(s,t) D2gi(s,t)
s’appelle
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le jacobien

du changement de variables.
Remarquons que le résultat concernant 'intégration par changement de variables dans le cas
des fonctions d’une variable est un cas particulier de ce théoreme.

Changement de variables polaires

Un cas particulier tres utile de changement de variables est celui qui fait intervenir les
coordonnées polaires.
Rappelons que tout (z,y) € R?, (x,%) # (0,0) peut s’écrire de maniere unique sous la forme

r=rcosf, y=rsinf
our >0etfe[0,2r]. Sionnotes=rett=~0 on définit (cf le cas général)
g1(r,0) =rcosb, ga(r,0) =rsind.

Ces fonctions sont contintiment dérivables sur R2. Elles établissent une bijection entre I’ensemble
10, +00[x [0, 27[ et R\ {(0,0)} et s’inversent selon

arctan(y/x) six>0,y>0
arctan(y/x) +m siz <0,y €R

r=+xz2+y? 0= arctan(y/xz)+27 siz >0,y <0
/2 siz=0,y>0
3m/2 sizx=0,y<0

On montre que ces deux fonctions sont aussi continiment dérivables sur ]0, +00[x]0, 27].

Par exemple, si

A =10, +00[x]0, +o0f,

yl

Y

on a

B =)0, +00[x]0, 7/2[.

De méme si

A={(z,y) €R? : >0,y >0,22 +¢y*> <1}
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ol
S

B =]0,1]x]0, 7/2[.

Calculons le jacobien de ce changement de variables. On a
Dyg1(r,0) = Dy(rcosf) =cos@, Dygi(r,0) = Dy(rcos@) = —rsinf

et
D,.go(r,0) = D(rsinf) =sinf, Dyga(r,0) = Dy(rsinf) = rcosf

donc
D,g1 Dgga — Dygs Dpgi = rcos> 6 + rsin?0 = r.

Il s’ensuit que la formule de changement de variables s’écrit dans ce cas

//Af(x,y) dr dy = //Bf(TCOSH7TSin0)TdT W

o A C R? et B CJ0,+00[x]0, 27].

2.4.6 Applications

+oo 5
Calcul de / e " dx| avec a > 0
0

Lorsque a > 0, la fonction f(z) = e—az?

limg 4 oo p2e—ae® = limg oo r2e—a® =,

Cette fonction a une importance considérable notamment en probabilités-statistiques. Dans
ce cadre, & une constante pres, elle s’appelle la densité de probabilité gaussienne (c’est la densité
de probabilité d’une variable aléatoire dite normale). Voici la représentation graphique de f(x) =

est intégrable sur R : elle y est en effet continue et

_2
e * , T € R (La représentation est uniquement effectuée sur [—2, 2] pour que la figure soit un peu esthétique ; les valeurs

de cette fonction sont tres petites par rapport & 1 déja pour des valeurs de « telles que |z| > 2).

YA
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Notons I, l'intégrale demandée. Pour la calculer, considérons la fonction de deux variables
donnée explicitement par

F(z,y) = e @) = f(z) f(y).

En utilisant le changement de variables polaires, on a

// F(z,y)dedy = I* = // e~y dr df
A /

A =10, +00[x]0, +00[ A’ =]0, +00[x]0, g[.

avec

L’intégrale de droite se calcule aisément :

) w/2 400 9
// e rdrdf = / 1do (/ re " dr)
/ 0 0

—+00
™ —1 2 —T 27 +00
- D fardzi[far}
2 /0 20 ¢ T4 1 o
o
- da’
Ainsi, puisque I, > 0, on obtient
1 /m
I, = =4/—.
2V a

—+00 o
Calcul de / de
0 X

Cette intégrale ressemble aux intégrales de Fresnel qui interviennent dans la diffraction 4.
Elle a été introduite spécifiquement notamment par Dirichlet et d’autres pour des calculs inter-
venant dans la recherche des solutions d’équations liées a 1’électromagnétisme, & des phénomenes
de pression, ...
Notons aussi que cette intégrale intervient dans la théorie des transformations de Fourier
(x > sin(x)/x est, & une constante multiplicative pres, la transformée de Fourier de la fonction
caractéristique de l'intervalle [—1, 1]).

Nous voulons établir que la limite

t .
. sin(x
lim ( )dm
t— oo 0 x€X
existe, est finie et calculer sa valeur.

Remarquons d’abord que, pour tout ¢ > 0, la fonction z + sin(z)/x est continue sur |0, ¢] et
admet une limite finie en 0. Elle est donc intégrable sur 'intervalle |0, ¢]. Notons

t .
= [0,
0 X

4. Intégrales de Fresnel : (1/v/2m) fozz cos(t)/Vt dt = /2/m [ cos(t?) dt et (1/v/2m) fozz sin(t)/vt dt =
V2/m [ sin(t?) dt.
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Cela étant, pour tout = > 0, on a

On a donc, pour ¢t > 0 :

—+o00
= / e %" ds.
0

8|~

It:/otsinx(””) e = /Otsin(x) (/Ome—mds) da. (2.1)

Pour ¢t > 0, on considere alors la fonction

|sin(z)| e™**, s €]0,4+o00[, = €]0,1].

+o0 ;
/ |sin(z)| e ** ds = [sin(z)]
0

x

et x — |sin(z)|/z est une fonction intégrable sur 0, ¢]. Il s’ensuit (cf résultat énoncé auparavant)
que, dans (2.1), on peut permuter Iordre 'intégration sans changer de valeur. On obtient donc

I = /0 t sin(x) ( /0 o e“ds> da = /0 o ( /0 tsin(a:) e“dw) ds.

Calculons l'intégrale par rapport a x (par des méthodes réelles). On a

t
/ sin(x) e™** dx
0

t
—/ D, cos(x) e ™ dx
0
— [cos(z) e_”]i;o - 3/ cos(z) e ™ dx
0
t

—cos(t)e 41 — s/ D, sin(z)e " dx

0
—cos(t) e +1 — s <[sin(m) e_xs]i;o + S/ sin(z) e™** d:n)

0

t
—cos(t)e ™ +1 — ssin(t) e ™ — 32/ sin(z) e " dx
0

donc .
1
: —TS dp = 1— t —st in(t —st_
/0 sin(z) e =12 (1—cos(t)e ssin(t) e™*")
Des lors,
400 1
I, = /0 m(l —cos(t) e — ssin(t) e ) ds
+00 1 +oo  ,—st +o00 —st
= / ——ds — cos(t)/ s - sin(t)/ 2 gs.
0 1 + 52 0 1 =+ 52 0 1 + 82
On a

de plus, comme

I

+oo
/0 2= [arctan(s)]g > =

+o0 e—st +oo 1
cos(t)/ 5 ds S/ e Stds = -
0 1+s 0 t

oS
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+o0 1
S/ e Stds = -
0 t
on obtient que

+0o0 e*St +oo Sefst
lim Cos(t)/ ——5ds) =0, lim sin(t)/ ——ds) =0
t——+o00 0 1+ s t—+4o00 0 14 g2

donc finalement

et

+o00 —st
sin(t)/ i 5 ds
0 1 + S

t——+o0

—+00 o3
lim It:/ sin(z) dr =
0

2.4.7 Intégrales triples
Cas général

De maniére analogue a ce qui vient de se faire pour les intégrales doubles, on peut introduire
aussi les intégrales triples. Les propriétés sont similaires. L’intégration se ramene a calculer
successivement trois intégrales & une variable (on parle d’intégrale simple quand on traite une
intégrale d’une fonction d’une variable) au lieu de deux dans le cas de deux variables.

Soit R le rectangle du plan X,Y délimité par les droites d’équations x = 2,2 = 5/2,y =
0,y = 7 et soit C le parallélépipede situé entre les plans d’équation z = 0, z = 2 sur R. Calculer

/] /C swsin(zy) dudydz.

Cela a bien un sens car il s’agit d’intégrer une fonction continue sur un ensemble fermé borné.

z

2]

512

L’ensemble d’intégration C s’écrit
C= {(;t,y,z) €ER®: 2<2<5/2, 0<y<T 0<2< 2} =[2,5/2] x [0,x] x [0,2].

On a donc

/] /C swsin(ay) dedydz

5/2 7r 2
/ dac/ dy/ zx sin(zy) dz

2 0 0
/5/2 z=2

ac/ dy {z—xsln(xy)]
0 2 2=0

/25/2 dx /0“ 2z sin(zy)dy = /5 de/ 20 costou)dy

5/2
—cos(zy)]y=0 = /2 dz(1 — cos(zm))

5/2 1 1
2 |::1:ffsin( :| =2 (ﬁf fsin(i)72+fsin(27r))
m 2 0w 2 T

M)
I

I
[N}
t\\
3
~
N
= U

Il
3
8

NS
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Volume d’un corps

Nous avons introduit précédemment la notion de volume d’un corps limité par une surface
d’équation z = f(x,y) (x,y) € R (f étant a valeurs positives, R étant un rectangle) par

V= //Rf(a:,y) dz dy.

Cette notion s’étend a des fonctions qui sont définies sur des ensembles qui ne sont plus des
rectangles. De plus, si on remarque que le corps dont on veut calculer le volume se décrit par

C={(z,y,2) €ER® : 0<2< f(z,y)}

lintégrale donnant le volume s’écrit

V://Rf(a:,y) drdy = //R (/Of(x’y) 1dz> drdy = ///01 dxdyd:.

Définition 2.4.9. Soit C' un corps borné fermé de l’espace. Le volume de C' est

V= /// 1 dxdydz.
C

Cette définition recouvre les cas particuliers de calculs de volumes que nous avons introduits
dans le cadre de 'intégrale de fonctions d’une variable. Pour le voir, il suffit en fait de décrire
analytiquement le corps, c’est-a-dire de trouver C, puis de ramener l'intégrale triple a une
intégrale simple en effectuant le calcul de deux des intégrales simples.

Changement de variables polaires dans R®

Dans 'espace (muni d’un repere orthonormé), on introduit également les coordonnées sphériques
(ou coordonnées polaires dans ’espace).

P(x,y.2)

Si (z,y, z) désignent les coordonnées cartésiennes d’un point P de I'espace différent de l'origine,
les coordonnées sphériques de ce point sont les réels (r, ¢, 0) avec r > 0,¢ € [0,27[,0 € [0, 7]
tels que

r = rcospsind
y = rsinpsing
z = rcosf.

Ici encore, on définit un jacobien. La formule de changement de variables dans les intégrales
s’écrit alors
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/// flx,y, 2) dedydz = // f(rcos psinb, rsin@siné, rcos8) 2 sin 6 drdodd
A Al

ot 'on suppose que I'un des intégrands existe et ol A et A’ sont respectivement les expressions
d’une partie de ’espace décrite avec les coordonnées cartésiennes d’une part et les coordonnées

/// 22 dadydz
C

ou C' est la région de ’espace comprise entre les spheres centrées a ’origine de rayon 1 et 2.

sphériques d’autre part.

Ainsi par exemple, calculons

Les descriptions en coordonnées cartésiennes et en coordonnées sphériques de C' sont succes-
sivement

A = {(z,y,2) €R® : 1 <a?+9?+22< 4}
A = {(rp0) : 1<r<2,pe0,2n[,0 € [0,7]}.

/// 2% dedydz
A
= /// (rcos6)? r%sin @ drdedd
™ 2 2m
= / cos? 0sin 0 d / rt dr / 1 dp
0 1 0

1 o572
= [—COSS 0] [T] 2T
3 0 51,

124
—T.
15

On a donc



Chapitre 3

Approximations polynomiales et
séries de puissances

3.1 Approximation de fonctions par des polynoémes, dévelop-
pements limités

Dans cette section, nous allons voir comment on peut estimer les valeurs d’une fonction au
voisinage d’un point a l'aide de polynomes.

Remarquons que nous avons déja a notre disposition les approximations linéaires, c’est-a-
dire les approximations a ’aide d’un polynéme de degré plus petit ou égal a 1. En effet, si f est
dérivable en z(, par définition on a

i L) =10

.%'0)
T—XTQ r — X

donc
lim f(x) = f(z0) — (. — 20) D f(20)

T—rT0 r — X0

=0.

Ainsi le le polynome
z — P(z —x0) = f(20) + (z — 20) D f(z0)

vérifie
L I@) = Pla— )

T—T0 Tr — X

=0.

On obtient donc qu’au voisinage de g, les valeurs de f sont proches de celles de P(z — xp), le
facteur correctif (c’est-a-dire R(z) = f(z) — P(x — x9), appelé reste) vérifiant

R(z)

lim =0.

T—x0 X — X

Cela signifie que |R(z)| est trés petit devant |z — x| lorsque x est proche de xg.

3.1.1 Définitions

Définition 3.1.1. Soit un intervalle I =]a,b| contenant le point xq et soit une fonction f définie
sur I. Soit aussi P un polynome de degré inférieur ou égal a n (n € N).

79
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On dit que le polynome x — P(x — xy) est une approximation polynomiale de f a l'ordre n
en xq lorsque’

lim f(z) — P(x — x0)

T—T0,TFET0 (IE — .’L'())n

=0. (%)
Le reste de l'approximation est la fonction

x— R(x) = f(x) — P(x — x0).

L’interprétation de I’approximation a 'ordre n de f en xg est donc celle-ci : < lorsque = est
proche de g, f(x) est proche du polynéme P(x —x¢) >, le terme < proche > ayant une définition
claire (limite ci-dessus).

Ici, plusieurs remarques concernant la définition peuvent étre faites. Elles répondent a des
questions naturelles que I'on se pose en voyant la formulation de la définition. Ces remarques se
trouvent dans I’annexe et le lecteur curieux ne manquera pas d’y jeter un coup d’oeil.

3.1.2 Propriétés

Voici quelques propriétés des fonctions qui possedent une approximation.

Propriété(s) 3.1.2. Soit f une fonction définie sur |a,b| et soit x¢ €]a,b|.

1) Si f a une approximation a l'ordre n en xg, alors f a une approximation a tout ordre
inférieur a n en xg.

2) Si f admet une approzimation a l'ordre n en xq, cette approximation est unique.

3) Si f est continu en xy et admet une approximation a l'ordre 1 alors f est dérivable en xg
et Uapprorimation a l'ordre 1 est

x = f(xo) + (x — 20)D f(x0).

4) Si f est continu en xo et admet une approzimation & lordre 2 en xg, f n’est pas
nécessairement deux fois dérivable en xy.

Preuve. Les démonstrations figurent dans I'annexe.[]

3.1.3 Recherche de la forme de ’approximation.
Forme générale quand la fonction est assez dérivable

Les propriétés précédentes sont nécessaires a ’existence d’une approximation. Mais bien sur,
c’est surtout le calcul, la forme explicite de cette approximation qui est utile!

Nous allons donner un résultat généralisant celui de l'introduction, c’est-a-dire le résultat
dans lequel nous avons vu qu’'une fonction dérivable en un point possédait une approximation a
l'ordre 1 en ce point et que cette approximation était donnée par

x = f(xo) + (x — 20)D f(x0).

1. Sin € N, il est inutile d’imposer x # x¢ ; cela est implicitement demandé puisqu’on divise par une puissance
non nulle de x — zg.
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Théoréme 3.1.3 (Approximation taylorienne). Soit un naturel strictement positif n. Si f est
une fonction n fois dérivable dans ]a,b| alors, pour tout xo €]a,b[, on a?

li
xlgﬂlo (1‘ - mo)”

L’approzimation a l'ordre n de f en xg est donc

(z — 20)?

v Ple—x0) = fxo)+ (e~ 20)Df (o) + D2 4+ E I oy

ou encore

n

x— Plx —x9) = Z

J=0

DY f(x)

7 (x — xo)j

Preuve. Cas ou f est a valeurs réelles (application du théoreme de I’'Hospital).
Sin =1, on a directement

iy L= o)~ DS o) _ , (S1) = o)

T—x0 T — X T—T0 T — X0

> — Df(xg) = 0.

Si n = 2, on procéde comme suit. Posons

2 f(x , x — z0)>
g@) = S 20 (i = () + (o — w0) D (o) + L D2 ().

= 4! 2
On a
— = 1 — 2 =
mlig;lo (f(x) —g(x)) =0 et mli)nxlo (x —x09)°=0
Comme

i DI (@) = Do)

= I
a—zo  D(x — x0)? 0 2(z — o)
1 D - D 1
— - lim f(x) f(xO) _ *D2f(I())
2 z—xo T — X 2
=0
le théoreme de I’Hospital donne
f(z) —g(x)

lim =0
=z (x — x0)2
c’est-a-dire la these.
En toute généralité, pour n > 1, on procede comme précédemment mais en appliquant n — 1
fois le théoreme de 1’Hospital.

Si f est a valeurs complexes, on procede avec ses parties réelle et imaginaire pour arriver au
résultat. [

2. Si on fixe xo, il suffit en fait que la fonction soit n — 1 fois dérivable sur ]a,b[ et que D™~ ' f soit dérivable
en zo €la, b
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CAS DES APPROXIMATIONS D’ORDRE 1 (APPROXIMATIONS DITES LINEAIRES)

Pour une fonction f vérifiant les hypotheses du résultat précédent avec n = 1, rappelons que
I'on dit que
x+— P(x —x9) = f(z0) + (x — x0) D f(x0)

est I’approxzimation linéaire de f en xg. Rappelons aussi que I’'on a défini la tangente au graphique
de f en xy comme étant la droite d’équation cartésienne

y = f(zo) + (x — 20) D f(z0).

On a donc l'interprétation suivante : < les ordonnées des points de la tangente approchent les
valeurs de f a l'ordre 1 en zg >. V4

z, f(wo) + (x — z0) D f(0))

Graphique de f et de son approximation linéaire en xg

Cas des approximations d’ordre 2 (approximations dites quadratiques)

Pour une fonction f vérifiant les hypotheses du résultat précédent avec n = 2, on dit que

2
Tr—x
£ Pl —20) = f(20) + (2 — 20)Df(x0) + T2 D2 (ay)
est I'approximation quadratique de f en xg. Le graphique de
(x —x0)%
9(z) = f(zo) + (z — z0) D f(z0) + — D f (o),

lorsque D? f(z0) # 0, est une parabole d’axe parallele & Y passant par le point de coordonnées
(zo, f(z0)). On a donc linterprétation suivante : < les ordonnées des points de la parabole
d’équation cartésienne y = f(xg) + (z —x0) D f(x0) + (v — 20)2D? f(20) /2 approchent les valeurs
de f alordre 2 en xg >.

Graphique de f et de son approximation (en pointillés) & lordre 2 en xg = 2 (repére orthogonal non normé)
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Autres ordres d’approximation

Pour une fonction f vérifiant les hypotheses du résultat précédent avec p > 2, on obtient
aussi < un polynoéme dont les valeurs approchent les valeurs de f a 'ordre p en g >.
3.1.4 Exemples des fonctions sin et cos

A titre d’exemples d’approximations, recherchons les approximations a I'ordre n des fonctions
sin et cos en 0 pour n =0,1,2, 3.
Ces fonctions sont indéfiniment continiiment dérivables sur R. De plus, on a

Dsin(z) = cos(z), D?sin(z) = —sin(z), D3sin(z) = — cos(x)
et
Dcos(z) = —sin(x), D?cos(z) = —cos(z), D?cos(z) = sin(z)
donc
Dsin(0) =1, D?*sin(0) =0, D3sin(0) = —1
et

Dcos(0) =0, D?cos(0)=—1, D3cos(0)=0.

Il s’ensuit que

‘les approximations a ’ordre 0,1, 2,3 de sin‘

sont successivement

Py(z)=0(x€R), P(z)==x(x€R), Pr)=P(z)=2(x€R), Pz)=x—-23/6 (x €R)

et que

lles approximations a l’ordre 0,1, 2,3 de cos‘

sont successivement

Pyz)=1(z€R), P(z)=1(z€R), P(z)=1-22/2(x€R), Pi(z)=1-2%/2=P(z) (z €R).

Graphiques de sinz, (z € [—m,7]) (en pointillés) et de P(z) =z, (z € [—7, 7).
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-2

Graphiques de sinz, (z € [-,7]) (en pointillés) et de P(z) = = — x3/6, (x € [, 7]).
Plus généralement, on a

D?"sin(x) = (—1)"sinz, D?"lsin(z) = (—1)" cos(z)
pour tout z € R et tout naturel n positif ou nul. L’approximation & ’ordre 2n + 1 de sin en 0
est donc un polyndme de degré 2n + 1, a savoir explicitement

n n
$2k+1 m2k+1

Py () = Z WD%H sin(0) = Z(_l)km

k=0 k=0

et 'approximation a I’ordre 2n de sin en 0 est un polynéme de degré 2n—1, a savoir explicitement

n—1 $2k+1 o n—1 L x2k+l
Po(z) =S -2 p*Hgn0) =S (=12 — P, ()
2n (%) kzo (2k + 1) sin(0) kzo( ) 2k + 1) 2 1)

On procede de méme avec la fonction cos. On a
D?"cosx = (—1)"cos , D leosz = (—1)"sinz
pour tout z € R et tout naturel n positif ou nul. L’approximation a I'ordre 2n de cos en 0 est
donc un polynome de degré 2n, a savoir explicitement

n 2k n 2k

Pou(z) =Y ék)!D% cos(0) = Y (~1)* (ﬁk)!

k=0 k=0

et ’approximation a ’ordre 2n+1 de cos en 0 est un polynome de degré 2n, a savoir explicitement

n 2k n 2k

Phvsa(o) = 3 Ty D% cos(0) = 3 (1) i = P

3.1.5 Estimation du reste

Le résultat qui suit est une généralisation du théoréme des accroissements finis ; il correspond
en effet a ce théoreme lorsque n = 1. C’est un rappel du cours de premiere année du premier
quadrimestre MATH2007.

Théoréme 3.1.4 (Développement limité de Taylor). Soient n un naturel strictement positif et
f une fonction a valeurs réelles n fois dérivable sur ]a,b[. Pour tous x,xo €|a,b[, x # x¢ il existe
un point ug compris strictement entre xg et x tel que

n—1 ; n
@) = 3 = (e + o ),
=0
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Si z = x le résultat est encore vrai avec ug quelconque dans U'intervalle (en particulier égal
a l‘o).

Sous les hypotheses du résultat précédent (développement limité de Taylor), on obtient donc,
si x — Pp(x — o) désigne approximation & l'ordre n de f en zg :

(x — )"

f@) = Pl =) +

(D™ f(uo) — D™ f(0)) -

Le reste z — R, (z) = f(x) — P(x — x¢) de 'approximation a l'ordre n s’exprime donc sous la
forme

x = Ry(x) = (as—n?co)” (D" f(uo) — D" f(z0))

et peut étre estimé lorsqu’on connailt une estimation pour la dérivée d’ordre n de f.
Lorsque la fonction est n + 1 fois dérivable dans 'intervalle, le développement de Taylor,
utilisé avec n + 1, donne

(x _ xo)n+1
(n+1)!

(x — o)

F(@) = Fwo) + (&~ 20)Df (o) + ..+ E 2 pr i) 4 D f ()

donc le reste de I'approximation a ’ordre n est

(x _ mO)n+1

(n+1)! D™ (w)

= Ry(x) =

ce qui donne aussi lieu a des estimations.

Par exemple, pour la fonction sin,
- le reste de 'approximation a ’ordre 2n en 0 s’écrit explicitement

g2+l 2t
Ron(x) = mD " osin(ug) = m(—l)" cos(ug)
donc ot
T n
< .
Ren(@)| < o gy

- le reste de "approximation a ’ordre 2n + 1 en 0 s’écrit explicitement

x2n+2 x2n+2

D2n+2
(2n + 2)!

Ran(®) = 7 sin(uo) = (1) sinuo);

2n +2)!
comme les valeurs de la fonction sin sont petites au voisinage de 0, on s’attend a pouvoir estimer
le reste bien mieux qu’en |z|?"*2; comme I’approximation de sin & I'ordre 2n + 2 en 0 est la
méme que 'approximation a ’ordre 2n + 1, en utilisant le développement de Taylor pour 2n + 3,

on obtient

2043 2243
Ront1(z) = Ropga(z) = mD%Jr?’ sin(ug) = m(—l)”+1 cos(up)
et ainsi
Raa(w)] < 2

(2n +3)I"
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3.1.6 Retour aux polynomes

Le cas ou la fonction f est elle-méme un polynome conduit a un résultat précis, que nous
énongons et démontrons ci-dessous.

Proposition 3.1.5. Soit P : z + P(x) = ag + a1x + ... + a,z™ un polynéme de degré? n.
Pour tout naturel N plus grand ou égal a n, ’approximation polynomiale ¢ l'ordre N en xq est
le polynome P lui-méme et on a

wmp(m), z€R.
mn.:

P(x) = P(zo) + (x — x0) DP(x0) + ... +

Preuve. La fonction P est indéfiniment continiment dérivable sur R. Etant donné les réels x

et xg, le développement limité de Taylor a 'ordre NV + 1 fournit donc un réel u compris entre z
et xg tel que

Pa) = P(ao) + (¢ — 20) DP(a0) + ... + E=20% p¥ gy 4 B =207 pveipy
xTr) = To X Zo i) N ZTo (N+1)' u

Par ailleurs, comme D*P est la fonction nulle lorsque k est strictement supérieur & n, on a
toujours
(DNFIP) (u) =0

et lorsque N > n, les derniers termes* de cette expression (*) sont nuls également.
On obtient donc

(x — )"

P(z) = P(xg) + (x — x0)DP(z¢) + ... + D"P(zy), z € R.

n!

O
Ce résultat permet de donner un critere pratique pour la recherche de la multiplicité des
zéros d’un polynome. Il s’agit du corollaire suivant.

Corollaire 3.1.6. Soit P un polynéme de degré m € Ng. Le réel xg est un zéro de P de
multiplicité o € Ng si et seulement si

DEP(20) =0, k=0,...,a—1, D“P(xq) # 0.

Preuve. Par définition, le réel zy est un zéro de multiplicité o de P s’il existe un polynome
Q tel que
P(z) = (z — 20)*Q(z), et Qxo) # 0.

Supposons que xg soit un zéro de multiplicité a pour P et calculons les dérivées successives
de P. Par la formule de Leibniz, on a

k
DFP(z) = CLDI(z — x0)* D" 7 Q(x).
§=0
En prenant k € {0,...,a — 1} et en considérant cette relation en g, on obtient
D¥P(x) =0

3. on a donc a, # 0.
4. le nombre de ces termes dépend bien str de N
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car, si j < a—1, la dérivée d’ordre j de (z — ) comporte au moins un facteur (z — ), lequel
s’annule pour x = xg. Par contre, on a

D*P(z0) = ! Q(z0) # 0.

Supposons a présent que les dérivées de P en x( soient nulles jusqu’a 'ordre o« — 1 et que la
dérivée d’ordre « en z differe de 0. Vu le développement de Taylor pour P (cf 3.1.5), on a

P(a) = &%) _QTO)QDQP(IO) S il )i _nf‘))nmp(xo) = (z — 70)*Q(x)
Qo) = 22 4
U

3.2 Développements illimités-Séries de puissances

3.2.1 Introduction aux développements illimités

Tout ce qui précede concerne les développements limités de f, c’est-a-dire qu’on suppose
la fonction n fois dérivable sur un intervalle et 'on <« approche > f par un polynoéme de degré
inférieur ou égal a n.

Que se passe-t-il si f € Cx(]a,b]) et que l'on consideére des approximations de degré de
plus en plus élevé? Vu le développement de Taylor, f admet une approximation a tous les
ordres. Etant donné x( €]a, b[, pour tout x €|a, b| et pour tout N € Np, il existe donc un point
u(xg,x, N) compris entre = et xq et tel que

@),
fla) =) =—=D"f(z0) + Ry(o,2)
n=0 ’

ou le reste Ry a 'ordre N s’écrit

_ (- ) R
Si
on a

(@ — )" (@ — )"
fla) = Jim (ZO D f(ao) + RN<xo,x>> = Jm On!OD"f(m

ce qui se note habituellement

F) =3 =T by,

n!
Les fonctions qui sont indéfiniment continiiment dérivables et admettent un tel développement
au voisinage de xz sont dites analytiques en xg ; les fonctions qui sont indéfiniment contintiment
dérivables et admettent un tel développement au voisinage de tout xy €la,b[ sont dites analy-

tiques dans ]a, b[. Si la plupart des fonctions élémentaires sont de ce type, il est faux de dire que
toutes les fonctions sont analytiques®.

5. La fonction
1/x

| exp(—1/z)=e" siz>0
flz) = { 0 six <0
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3.3 Séries de puissances

Soit a,,(m € N) une suite de complexes et soit z¢ un réel (ou méme un complexe). La suite

de sommes partielles
M

Z am(x —20)™, M €N

m=0

est appelée série de puissances de x — xg. Il s’agit en fait d’une fonction de x dont on doit
déterminer le domaine, c’est-a-dire ’ensemble des x pour lesquels la suite converge vers une
limite finie. En tout x ou la suite converge vers une limite finie, on appelle celle-ci la somme de

la série et on la note
—+o0

Z am(x — x0)™.

m=0
. IR . ) : +oo m
Par abus de langage, on dit aussi série de puissances pour I'expression Y > am(x — x0)™.

Pour I'étude des séries de puissances, on a les résultats suivants, que nous ne démontrons
pas dans le cadre de ce cours.

Théoréme 3.3.1. On considére la série de puissances Z%[:O am(z —x0)™ (M € N) avec xq et
x réels.

o Si
M
li — x0)™
L Z am(x —x0)™ €C
m=0
alors
. _oym
ml_l)I_I}_loo am (T — o) 0.
o Si

lim [m1]

m—-+00 |am|

=reRy

alors la série de puissances converge en tout x de l'intervalle |xg — 1/r,zo + 1/r][.
o Si
a
lim (1] =

m—-+00 ’am’

alors la série de puissances converge en tout réel x.
° Si

hm |am+1| — +OO

m——+00 ’am‘
alors la série de puissances ne converge qu’en xg.
Théoreme 3.3.2. On considere la série de puissances
“+o00

Z am(x — x9)™.

m=0

appartient & Coo (R) et ses dérivées sont toutes nulles en 0. On ne peut donc pas avoir un tel développement au
voisinage de 0.
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Supposons que la série converge pour tout x €lrg — R,xo + R| ot R est un réel strictement
positif. Alors la fonction

x— Sz Zamx—xo

est indéfiniment continiment dérivable dans l'intervalle |xo — R, xo + R|[ et y est dérivable terme
a terme c’est-a-dire

+0o0
DZamx—xo ZDamx—xo) ):Zamm(a:—:zo)m_l
m=1

et ainsi de suite pour les dérivées d’ordre supérieur.

Il est important de bien comprendre ce que cela veut dire : il ne s’agit en aucune maniere de
dériver une somme finie puisque des limites interviennent. Ce résultat exprime en fait que I'on
peut permuter deux limites, a savoir la limite d’'une suite de sommes partielles et la limite qui
se trouve dans la notion de dérivée.

3.4 Fonction exponentielle (définie par une série de puissances)

Nous allons a présent définir la fonction exponentielle et en démontrer les propriétés fonda-
mentales. Normalement, en suivant un processus déductif, nous aurions dii commencer par la
pour définir plusieurs des fonctions élémentaires (In,sin, cos). Cependant, vu la grande utilité

des fonctions élémentaires et de leurs propriétés dans les cours de sciences abordés des le début
de I’année, nous avons préféré présenter la matiere de cette maniere-ci.

3.4.1 Définition

Définition 3.4.1. La fonction exponentielle est la fonction définie sur R par

“+o00
:Cm
exp(z) = g —
m

On définit de la méme maniere la fonction exp(z), avec z nombre complexe quelconque.

Montrons que cette définition a un sens, c’est-a-dire que la série de puissances

—+o00

Y
|

m—0 m!

est une suite de sommes partielles qui converge vers une limite finie quel que soit le réel .
Appliquons les résultats énoncés précédemment, avec xo = 0 et a,, = 1/m!. On a

|amt1] m! r
lim = lim ———= lim —— =0
m—+oo |am m—+oco (m + 1) m—+oom + 1

On a donc la convergence annoncée.
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3.4.2 Propriétés fondamentales

Nous sommes a présent en mesure de démontrer les propriétés fondamentales de la fonction
exponentielle, annoncées dans le cours MATH2007.

Théoréme 3.4.2. 1. La fonction exp est indéfiniment contindment dérivable sur R et® on
a
Df exp(z) = exp(z), x € R, k € N; exp(0) = 1.

2. On a l’estimation
e =-exp(l) =2.71828182...

3. Pour tous x,y € R, on a
exp(z + y) = exp(x) X exp(y).

4. Pour tout x € R, on a

exp(z) > 0.
5. On a limy_,,exp(z) = 4oo et lim,,_exp(z) = 0. Plus généralement, pour tout
peN, ona
exp(x
lim <p(r) =400, et lim aPexp(x)=0
rz—+oo P T——00

(< a Uinfini, la fonction exponentielle domine toute puissance antagoniste de x > ).

Preuve. 1) On vient de voir que cette fonction est effectivement définie sur R. Elle est en
outre dérivable sur R et dérivable terme a terme, par utilisation du théoreme 3.3.2. On a donc

+oo mxm—l +oo 2
Dexp(a) =) = ——=>
m=1 ’ m=0 ’

pour tout x € R. Les autres dérivées s’obtiennent alors directement. De plus, comme 0™ = 0
pour tout m € Ng, on a exp(0) = 1.

2) Admis.

3) Soit y € R. Considérons la fonction de

f(z) = exp(x +y) exp(—x).

Cette fonction est définie et dérivable sur R car la fonction exponentielle est définie et dérivable
sur R. De plus,

Dyf(z) = Dyexp(z+y) exp(—z) + exp(z+y) Dyexp(—z)
= exp(z +y) exp(—z) — exp(z +y) exp(—z)
= 0.

Il existe donc une constante r (constante par rapport a z mais qui dépend de y puisque f en
dépend) telle que
f(z) = exp(z +y) exp(—z) =r, VrcR.

6. C’est en fait I'unique fonction dérivable sur R qui vérifie ces conditions. La preuve de I'unicité est un cas
particulier de la preuve régissant la structure des solutions des équations différentielles linéaires a coefficients
constants d’ordre 1.
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En prenant cette égalité pour = 0, on obtient 7 = exp(y). En conclusion, on a obtenu
exp(z +y) exp(—z) =exp(y) Vz,y €R. (¥
En prenant alors cette égalité pour y = 0, on trouve
exp(z) exp(—z) =1 VreR;
il s’ensuit alors que (*) devient
exp(x +y) = exp(z) exp(y) Vz,y €R.

4) Pour tout z € R, on a

o) =0 (33) = (o ()"

ce qui montre que exp(z) > 0. Par ailleurs, on a exp(z) exp(—z) = exp(xz — z) = exp(0) = 1,
quel que soit x ; des lors exp(z) # 0 quel que soit x.
5) Soit p € N. Pour > 0, on a

( ) +oo T 2P+l
exp(r) = —_— >
L= m! (p+1)!

donc

exp(z) S _ ,

2 — (p+ 1)

il s’ensuit que

lim exp(2) = 400

r—+oo gP
Siz#0,0na
1 1
wexp(@) = o = Ve
P (—z)P
comme
im ZPCD) oy ) _
T——00 (—x)p y—+oo  yP

on obtient

lim afexp(z) = 0.

T——00

O

Remarques 1) Le nombre réel exp(1) est noté e. On démontre que c’est un nombre irrationnel.
2) Comme la fonction exponentielle vérifie exp(z +y) = exp(x) exp(y), (z,y € R) on a, pour
tout naturel m

exp(m) =exp(l+ ...+ 1) =exp(l) exp(l) ...exp(l) = ee...e =e™
m fagjgeurs m facteurs

la fonction exponentielle est donc tout naturellement également notée

exp(z) =¢e*, x€R.
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2) A partir des propriétés 1), 5) et 6), on obtient bien stir que la fonction exp est une fonction

bijective de R sur ]0, +oo.
Voici la représentation graphique de la fonction exponentielle; la premiere représentation
est effectuée dans un repere orthonormé; on voit bien son comportement quand l'argument

augmente (comportement < exponentiel >!). La seconde représentation est effectuée dans un

repere orthogonal non normé.

Y
8
7
y
6
. 40
3 30
2 20
i — 7 Y0 S S— 1 2 3 5 X

Voici la représentation graphique de la fonction exponentielle (en pointillés) et de ses ap-

proximations en 0 respectivement a ’ordre 1, 2, 3, c’est-a-dire des polyndmes

Pi(z) =14z (x €R), Pz(:n):1+a:+§ (x € R), Pg(x):1+:r+%+% (x €R)

=S5 i 23 R — R R f T3

3.5 Exponentielle complexe

Terminons cette partie consacrée a la fonction exponentielle par une introduction a 1’ex-
ponentielle complexe (cf aussi le cours math2007 avant les équations différentielles),
a la définition des fonctions sin, cos (pas par un dessin!) et quelques compléments concernant

les nombres complexes.
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Pour tout z € C, la série
~+00 Lm

m!
m=0

converge absolument, c’est-a-dire que si on remplace 2" /m! par |z™/m!| = |z|™/m!, on a encore
la convergence. La fonction ainsi définie dans C est notée

exp(z) ouencore €.

La fonction exponentielle de domaine R en est sa restriction. De nombreuses propriétés sont
encore vérifiées par cette fonction complexe MAIS plus question de parler de croissance, ni de
positivité,. .. car il s’agit d’une fonction définie dans C et a valeurs dans C.

Propriété(s) 3.5.1. 1) On a

exp(z + 2') = exp(z) exp(z’) Vz,2' € C.

2) On a
exp(z) = exp(z) VzeC.
3) On a
Dy exp(zot) = 29 exp(zot) Vt€R et zp € C fixé.
4) On a

exp(z) =exp(?) ©3keZ : z =2 +2ikm.
En particulier, pour z,x' € R, on a
exp(iz) = exp(iz’) & Ik e Z : v =1+ 2kT.

Preuve. Résultat admis.[]
On utilise encore la notation
exp(z) =e*, ze€C.

Définissons a présent les fonctions sin et cos sur R.
Définition 3.5.2. On définit
cos(z) = R(e™®), sin(x) = I(e®®), z€R

On en déduit que
cos(x) +isin(z) = exp(iz) = €, cos(x) —isin(z) = ei* = =@
pour tout réel z.
De plus, comme Rz = (2 + 2)/2 et Sz = (2 — 2)/(2i) pour tout complexe z, on déduit aussi
de la définition que
eia: 4 e—iz ) eia: o e—ix
cos(z) = ——— sin(z) = ————
()= "% (0)= "3
On a les propriétés suivantes.
Propriété(s) 3.5.3. 1) Pour tout x € R, on a
™| = 1.
2) cos? x +sin®x = 1 pour tout réel x.
3) On a (cos(x) + isin(x))™ = cos(maz) + isin(ma) pour tout naturel m et tout réel x.
4) Pour tout z € C tel que |z| =1, il existe x € [0, 27[ unique tel que

z=e".
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Preuve. 1) On a 2%z = |z|? pour tout complexe z. Il s’ensuit que

|€zx|2 — eim — e® T — gl _
d’ou la conclusion car le module d’'un complexe est un réel positif ou nul.

2) On a ' ‘ ‘
1= e"* = (R(e)? + (3(e™))? = cos?(x) + sin®(z).

3) On a ‘ A
(cos(z) + isin(x))™ = (e”)m = "™ = cos(mx) + isin(mx).

4) Résultat admis.[]

3.6 Deéveloppement de fonctions en séries de puissances

A titre d’exemples de développements de fonctions en séries de puissances, recherchons les
développements de quelques fonctions élémentaires.
Rappelons tout d’abord que nous avons démontré les résultats suivants (cf cours MATH2007) :

M M

lim Zl:—l-oo lim Zﬂ:ln@)
M—s+o00 m " MS5Yoo m '
m=1 m=
Propriété(s) 3.6.1. On a
+oo p2m
_ _1\m
cos(z) = mz:o( 1) @m)’ x €R
oo p2mt1
. _ m R
sin(x) mZ::o( ) G T T e
1 =
T = Zajm, x el —1,1]
m=0
1 =
= Y (-)m™, wel-1,1]
1+ o
+o0 T
n(l+z) = Y (-)™'=—, z¢€-11]
m=1 m
+0oo 2m
In(l—2z) = - —, ze[-1,1]
m:lm
On a donc
2 4 3 5
cos(a:):l—%—i—%—... (x € R), sin(m):x—%—i—%—... (x €R),
1 1
l_x:1+x+:c2+m3+... (z €] —1,1]), 1+$:1—$+x2—x3—|—... (x €] —1,1[),
r? 23 z? 28
ln(l—i—x):a:—?—i—?—... (x €] —1,1)), —ln(l—x):x—i—?—l—?—i—... (x € [-1,1]),
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avec l'interprétation des pointillés comme étant un passage a la limite, vu la signification de

+oo
m=0"

Preuve. o Fonctions cosinus et sinus.
Quel que soit x € R, par définition on a

cos(z) = R(e™®), sin(z) = (™)

et N
(o) .
eix _ Z (Zm)m
_m*O m)!

Pour trouver les développements des fonctions cosinus et sinus, il suffit donc d’exprimer le second
membre de I’égalité de la définition de I’exponentielle comme étant a + ib avec a, b réels.
Cela étant, comme i = —1, quel que soit le naturel m on a

P = (=)™ et PP = (1)

Il s’ensuit que ’on obtient directement

+00 (Z{E)m +00 /. Nom 2m+1
=D o = Z + Z 2m+1
m=0 m=0
+00 2m I 2m+1
x x
=S Sy
mZ::U ! n;) @m+ 1)
d
onc +oo 1:2m +oo $2m+1
con(e) = (V)" e 0le) = 2V Gy
m=0 m=0

e Cas des fractions x — 1/(1 —z) et x — 1/(1 + ).
Ces fonctions appartiennent respectivement a Coo (R \ {1}) et Coo(R\ {—1}).
Cela étant, on sait que quel que soit le réel x différent de 1 et quel que soit le naturel M, on

M+1

M
= 1—-x

donc

1 $M+1 M m
1l—z 1*1‘—’_21‘
m=0
o Lorsque z €] —1,1[ et £ # 0, on a

‘xM—i-l‘ — Lm eMADI(e) _

M—+o00

lim
M—+o0

1 mMJrl M
= 1l
VLU e DL Zﬂ”

m=0

et ainsi

o Pour z = 0, il est clair que 1’égalité est encore vérifiée.
o Pour x = —1 on a
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donc il est clair que

n’existe pas.
o Enfin, pour z €] — oo, 1[U]1, +00[, c’est-a-dire pour x de module strictement supérieur a 1, on
a

lim ‘[L‘M+1‘ — lim eWM+Dn(z)) — |
M —+00 M—+oco
donc
1 — gM+1
M—r+o0 £— M =400 11—z

Le cas de la fonction = — 1/ (1 + x) se déduit bien str du cas précédent.

e Cas des fonctions logarithmes.

Faisons le raisonnement pour le cas de = +— In(1 + ) ; 'autre cas s’en déduit directement.

Pour obtenir le développement, on pourrait penser a utiliser le développement limité de
Taylor ; pour obtenir le résultat, il suffirait alors de montrer que le reste tend vers 0 pour les
valeurs de = annoncées, et ne tend pas vers 0 pour les autres. Ceci peut se faire, mais pas pour
toutes les valeurs de z (cf une annexe du syllabus de MATH 2007).

Nous allons utiliser une autre méthode, assez standard en fait, et qui a le mérite de pouvoir
étre utilisée pour d’autres fonctions, notamment pour la fonction arctan.

La fonction x +— In(1 + x) appartient & Cro (] — 1, +00[) et on a

DIn(1+2x) = = Z )yma™, Vroe] —1,1].

En utilisant le théoreme 3.3.2 (dérivation < terme a terme > d’une série de puissances), on
obtient

1 =
Din(l+2) = 3—— = > (-1pmam
m=0
_l’_
(e
= m+1
f pmtl
= DS (-
m=0
puisque
+oo m-+1
T ™
S — —1)m — m 1+
=3 z

converge pour tout z €] — 1,1[ par utilisation du théoreme 3.3.1. Ainsi, comme les fonctions
x — In(l 4+ z) et x — S(z) sont dérivables sur | — 1,1[ et a valeurs réelles, 1'égalité de leur
dérivée sur cet intervalle implique I'existence 'un réel r tel que

In(1+2z)=S5(x)+r Vrel-1,1[

En prenant cette égalité en z = 0, on obtient » = 0 et finalement on conclut.
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3.7 Annexe : Approximations polynomiales

3.7.1 Remarques

1)Siz+— P(z) = anyz™ +...+a,2"+...+ a1z +ag est un polynéme de degré strictement
supérieur a n et vérifie

f(z) = P(z — x0)

lim =0
T—T0,TFET0 (.TU — l’o)n
alors le polynéme = — Pj(x) = apz™ + ... + a1z + ag vérifie
— P (x—
i J@ Pz
T—T0,TF£T0 (.’L‘ — .T())n

En effet, on a

lim P(z — xg) — Pi(x — x0) _ i

T—T0,TFET0 (.%' _ xo)n lim aj(l‘ — xo)]—n —0.

Tr—rT(Q,LFIT
it 0,Z7#Z0

2) Si f est continu en z alors

lim (f(2) - f(wo)) = lim  (f(2) - f(xo)) = 0.

T—To T—x0,LF£T0

Il s’ensuit que f admet la constante f(xp) comme approximation & l'ordre 0 en x.
3) Pour une fonction f et un point xg du domaine de définition de f, la propriété

b @) = Pl —0)

T—T0,TF£T0 (ZU — IL‘())n

=0

n’implique pas nécessairement la continuité de f au point xg. Il suffit en effet de considérer la
fonction nulle pour tout x # 0 et qui vaut 1 en x = 0. Cette fonction admet le polynéme 0
comme approximation a lordre n (pour tout n € N) en zp = 0 mais n’est pas continue en 0.
4) Si f est continu en x( alors, pour tout polynéme P, on a
lim — (f(z) = P(x —x)) = lim (f(z) = P(z —20)) (= f(zo) — P(0)).
T—x0,TF£T0 T—T0
La restriction faite dans la définition (x # z¢ pour n = 0) peut donc étre omise. Dans ce cas,
on appelle donc approximation a 'ordre n de f en zg un polynéme P de degré inférieur ou égal
a n tel que
x)— Plr—=x z)— Plr—=x
L f@) =Pl f() = Pl =)

T—T0,TFT0 (l‘ — l‘o)n T—T0 (l‘ — .’Eo)n

=0.

3.7.2 Propriétés

Propriété(s) 3.7.1. Soit f une fonction définie sur |a,b| et soit xy €a,b].

1) Si f a une approzimation a l'ordre n en xq, alors f a une approximation a tout ordre
inférieur a n en xg.

2) Si f admet une approzimation a l'ordre n en xq, cette approximation est unique.

3) Si f est continu en xy et admet une approximation a l'ordre 1 alors f est dérivable en xg
et Uapprozimation a 'ordre 1 est

x = f(xo) + (x — 20)D f(x0).

4) Si f est continu en xo et admet une approzimation & lordre 2 en wxg, f n’est pas
nécessairement deux fois dérivable en xy.
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Preuve. 1) En effet, si P est un polynéme de degré inférieur ou égal a n tel que

f(z) — P(x — o)

lim =0
T—T0,TFET0 (.ZL‘ — J}o)n
alors, pour tout k € {0,...,n — 1}, on a
_ Py — _ Pl —
lim f(m) (x 1'0) _ lim f(m.) ($ 1’0) (.1‘ . ZCo)n_k
T—T0,TFELQ (1’ — xo)k T—T0,TFLQ (l’ — .f())n

= lim <f(:v) —Ple - :UO)) lim  (z — )" "

T—T0,TF L0 (:L’ — IL‘())n T—T0,TFET0
=0
On conclut alors en utilisant la premiere remarque ci-dessus.
2) Soit x — P(z) = ap+ a1z + ...+ apx™ un polynéme de degré inférieur ou égal a n tel que

i f(@) = Pla — o)

T—IQ (:17 — xo)n

=0.

Recherche du coefficient ag. Vu 1) avec k =0, on a

lim (f(x) — P(x —x0)) =0.

T—x0,LF£T0

Il s’ensuit que

lim f(z)= lim (f(z)—Plz—=z9))+ lim P(z—x0)=ao.

T—T0,TF£T0 T—x0,LF£T0 T—T0,TELQ

Le coeflicient ag est donc unique.
Recherche du coefficient a;. Vu 1) avec k =1, on a

f(x) — P(z — x0)

lim =0.
T—T0,TETQ T — X0
Il s’ensuit que
T)—a z)— Pl —x Pz —z9) —a
lim 7‘}0( ) 0 _ lim f(z) ( 0) + lim —( 0) 0 _ ai.
T—xo,x#x0 T — T T—T0,TET0 X — X T—T0,TET0 T — X

Le coeflicient a; est donc unique.
On continue de cette manieére jusqu’au coefficient a,.

3) Soit P(x) = ax + b tel que  — P(x — x) soit 'approximation de f & lordre 1 en x.
Vu ce qui précede, la constante b et f(zg) sont des approximations a l'ordre 0 en xy. On a donc
nécessairement

b = f(w())

Des lors, pour = €la,b[, = # xp, on a

f(@) = f(zo) :f(fﬁ)—a(x—ﬂfo)—f(ivo)+a($—$o) :f(iﬁ)—a(fﬁ—xo)—f($o)+a
T — X0 T — X0 T — X0 T — X0

donc la limite
o f@) = f@) @ - Pla—w)

T—rxo T — X T—IQ T — X0
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existe et est finie.

4) La fonction
w3sin(1/x) siz #0
f(f”)_{ 0 siz=0

est définie sur R et est continue sur R. Cette fonction est dérivable sur R mais n’est pas deux
fois dérivable sur R. On a en effet

pyta) = { {7 LY e e

et cette fonction n’est pas dérivable en 0 car la limite

2 _
lim 3z“sin(1/x) — x cos(1/x)
z—0 x

n’existe pas.
Cependant, la fonction f admet une approximation a l’ordre 2 en xy = 0 car

lim ) =0 = lim zsin(1/x) = 0.

z—0 :)32 x—0
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Annexe A

Petit formulaire pour les
mathématiques et les sciences

A.1 L’alphabet grec

alpha « iota L rho 0

béta 15} kappa K sigma 0, %
gamma ~,T lambda A, A | tau T
delta d, A mu " upsilon v, T
epsilon €, € nu v phi o, 0, @
zéta, dzéta ( xi, ksi &, 2 | khi X

éta n omicron o psi P, ¥
théta 0,9,0 | pi m, Il | omega w, ()

A.2 Symboles usuels du langage mathématique

Notations habituelles pour les ensembles classiques de nombres

N | ensemble des naturels positifs ou nul

Ng | ensemble des naturels strictement positifs
Z | ensemble des nombres entiers

Zy | ensemble des nombres entiers non nuls

Q | ensemble des nombres rationnels

Qo | ensemble des nombres rationnels non nuls
R | ensemble des nombres réels

Ry | ensemble des nombres réels non nuls

C | ensemble des nombres complexes

Co | ensemble des nombres complexes non nuls

Notations relevant de la théorie des ensembles

Un ensemble est désigné soit explicitement, en notant ses éléments entre accolades, soit de
fagon générique en utilisant (le plus souvent) une lettre majuscule. Ainsi, ’ensemble dont les
éléments sont a,b, c,d, e est noté explicitement {a,b,c,d,e}. Lorsque I'ensemble contient une
infinité d’éléments, on adapte cette notation.

Dans ce qui suit, A, B désignent deux ensembles.

101
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Notation | Signification

a€ A a appartient a I’ensemble A ou a est un élément de A

ACB I’ensemble A est inclus dans ’ensemble B

c’est-a-dire tout élément de A est un élément de B

A=1B les ensembles A et B sont les mémes

c’est-a-dire tout élément de A est élément de B et tout élément de B est élément de A

c’est-a~-dire AC Bet BC A

ANB ensemble intersection de A et de B

c’est-a-dire I’ensemble des élements qui appartiennent & la fois a A et & B

AUB ensemble union de A et de B

c’est-a-dire I’ensemble des éléments qui appartiennent & A ou a B

c’est-a-dire ’ensemble des éléments qui appartiennent soit & A et pas a B,
soit & B et pas a4 A, soit a A et & B

0 ensemble vide

c’est-a-dire 'ensemble qui ne contient aucun élément

A\ B ensemble A moins B

c’est-a-dire I’ensemble des éléments de A qui n’appartiennent pas a B

Par exemple, I’ensemble des réels en lesquels la fonction cosinus s’annule est ’ensemble des
réels qui sont égaux a m/2 auquel on ajoute un multiple entier de 7 ; cet ensemble est noté

{g—l—lm, k:eZ}.

L’ensemble de définition de la fonction tangente, quotient de la fonction sinus par la fonction
cosinus, est ’ensemble des réels pour lesquels le cosinus ne s’annule pas; il s’agit donc de ’en-
semble

R\{g—i—lm, keZ}.
Notations relevant de la logique élémentaire

Soient P, () deux propositions

Notation Signification

P=qQ si la proposition P est vraie, alors la proposition () est vraie;

on dit aussi

- il suffit que la proposition P soit vraie pour que @ le soit aussi,

- il est mécessaire que la proposition Q) soit vraie pour que P soit vrai,
- pour que la proposition @) soit vraie, il est suffisant que P soit vrai
- pour que la proposition P soit vraie, il est nécessaire que (Q soit vrai

PsqQ P et @ sont des propositions équivalentes
c’est-a-dire P = Q et Q = P
v pour tout
Vre Aona .. pour tout (ou quel que soit) 1’élément 2 de I'ensemble A, on a ...
3 il existe
Jx € A tel que ... | il existe un élément x de ’ensemble A tel que ...

A.3 Rappels sur les triangles et les angles

Cas d’égalité des triangles

Deux triangles sont dits égaux s’ils sont “superposables” c’est-a-dire si on obtient I'un a partir
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de l’autre par un déplacement dans le plan (qui n’affecte pas leur rigidité) ou encore si on obtient
I'un a partir de 'autre par une translation suivie d’une rotation.

Deux triangles sont égaux dans chacun des cas suivants :

- ils ont un coté égal adjacent a deux angles égaux chacun a chacun

- ils ont un angle égal compris entre deux cotés égaux chacun a chacun
- ils ont les trois cotés égaux chacun a chacun.

Cas de stmilitude des triangles

Deux triangles sont dits semblables si on obtient I'un & partir de 'autre par une similitude. (En
géométrie, une similitude est une transformation qui conserve les rapports de distances.)

Deux triangles sont semblables dans chacun des cas suivants :
- ils ont deux angles égaux chacun a chacun

- ils ont un angle égal compris entre des cotés proportionnels
- ils ont les trois cotés proportionnels

ils ont leurs cotés paralleles chacun a chacun

ils ont leurs co6tés perpendiculaires chacun a chacun.

Cas d’égalité des angles

Considérons deux droites paralleles distinctes et une sécante.

rd

/7/\/’)/

a/
%

Les angles alternes internes ¢, b’ (resp. d, a') sont égaux.

Les angles alternes externes a, d’ (resp. b, ¢’) sont égaux.

Les angles opposés par le sommet b et ¢ (resp. a et d, b/ et ¢/, a’ et d') sont égaux.
Les angles correspondants a et a'(resp. b et b/, c et ¢/, d et d’) sont égaux.

Angles et cercle

Un angle inscrit dans un cercle a la mesure de la moitié de 'angle au centre qui intercepte le
meéme arc.
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A.4 Quelques relations fondamentales de trigonométrie
Les fonctions sinus et cosinus sont définies sur R et périodiques de période 27. On a
sine=0 < dkeZ:x=km, cossz@EkEZ::)::g—i—kﬂ.

Pour tout réel z qui n’annule pas le dénominateur, on a

COST

sin x
tanx = , cotanz = — .
CoS T sin x

On a les relations suivantes (et de nombreuses conséquences!) pour tous réels z,y

cos(—x) = cosx sin(—z) = —sinz
cos (5 —x) =sina cos(m —x) = —cosz et sin(mr —x) =sinz
cos(z +y) = cosz cosy — sinzsiny sin(z + y) = sinz cosy + cosx siny

Relations dans les triangles

On désigne par A, B, C les sommets d’un triangle et par a, b, ¢ les longueurs des cotés opposés
respectivement a ces sommets. Enfin, les mesures des angles (orientés positivement) de ce tri-
angle sont respectivement appelées «, 3, .

Triangle quelconque

On a les formules suivantes. C

a+pB+y=m7

a’? =b? 4 ¢ — 2bccos

b2 =a®+ ¢ — 2accos B

2 =a®+b>—2abcos v
a b c

sin @« sin 8 sin 7y

Triangle rectangle
Dans le cas particulier des triangles rectangles, les relations ci-dessus se simplifient de la
maniere suivante.

Le coté opposé a 'angle droit (ici o) se nomme hy- C

poténuse.

On a les formules suivantes : v a

a+ 4y =m avec un des angles égal a 7/2 b

b=a sinf =a cosy=c tan = c cotan 7y o 3

c=a siny=a cosf=0b tan v =05 cotan [
a2 = b2 + 2 A ¢ B
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Dans un triangle rectangle, la longueur d’un c6té de ’angle droit est égale a

- la longueur de ’hypoténuse multipliée par le sinus de ’angle opposé ou le cosinus de ’angle
adjacent

- la longueur de I'autre c6té multipliée par la tangente de 1’angle opposé ou la cotangente de
I’angle adjacent.

Dans un triangle rectangle, le carré de la longueur de ’hypoténuse est égal a la somme des carrés
des longueurs des deux autres cotés.

A.5 Aires et volumes

Aire d’un triangle =
la moitié du produit de la longueur d’'un coté (b) et de la hauteur correspondante (h) c’est-a-dire

bh/2
/\
|
h
|

b

Aire d’un trapeze =
la moitié du produit de sa hauteur (h) par la somme des longueurs de ses bases (B et b) c’est-

a~dire (B + b)h/2
|
|
} h
|
1

Aire d’un parallélogramme =
le produit de la longueur d’un c6té (b) par la hauteur correspondante (h) c’est-a-dire bh

b
B

-—-
\

h

Aire d’un losange =
la moitié du produit des longueurs de ses diagonales (D et d) c’est-a-dire Dd/2

)
‘
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Aire d’un disque de rayon de longueur r =

le produit de 7 par le carré de la longueur du rayon (r) c’est-a-dire 7r
Longueur de la circonférence (cercle) =

le double du produit de 7 par la longueur de son rayon (r) c¢’est-a-dire 27r

2

Aire d’une partie de disque de rayon r =

la moitié du produit de la mesure de I’angle en radian (#) par le carré de la longueur du rayon
(r) c’est-a-dire 0r2/2.

Longueur d’une partie de circonférence (cercle) =

le produit de la mesure de I’angle en radian () par la longueur du rayon (r) c’est-a-dire 6r

Volume d’un parallélépipede (dont les arétes ont pour longueur a,b,c) = abe
Aire totale des 6 faces d’un parallélépipede = 2ab + 2ac + 2bc

Volume d’une boule dans ’espace (volume sphérique) de rayon r =

le produit du cube de la longueur du rayon (r) par quatre tiers de 7 c’est-a-dire 4713 /3
Aire d’une sphére =

le quadruple du produit du carré de la longueur du rayon (r) par 7 c’est-a-dire 4772
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Volume d’un corps cylindrique de rayon r et de hauteur h =

le produit de 'aire du disque par la hauteur (h) du cylindre c’est-a-dire 7r2h

Aire latérale d’un cylindre (surface cylindrique), sans compter les disques des bases =
le produit de la longueur du cercle par la hauteur (h) du cylindre c¢’est-a-dire 27rh

Volume d’un corps conique de hauteur h et dont la base a un rayon r =
le tiers du volume du cylindre de hauteur h et de base de méme rayon c’est-a-dire 7r2h/3
Aire latérale d’un cone, sans compter le disque de base = wrv/r?2 + h?
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A.6 Dérivées des fonctions élémentaires

Dans ce qui suit, z désigne une variable réelle, m désigne un naturel strictement positif et r
désigne un réel. Certaines dérivées peuvent étre obtenues a partir d’autres; il y a également de
nombreuses autres expressions que l'on peut obtenir a partir de celles-ci!

Expression fonction | Domaine de définition Domaine de dérivabilité | Expression dérivée
et de continuité

r R R 0

™ R R ma™ !
sin(x) R R cos(x)
cos(z) R R — sin(x)
tan(x) R\ {r/2+kr : keZ} |R\{n/2+Fkn : ke Z}|1/cos’(x)
cotan(x) R\ {km : keZ} R\ {kr : keZ} —1/sin®(2)
exp(z) R R exp(z)

arcsin x [—1,1] ] —1,1] 1/v/1—22
arcos(z) [—1,1] ]| —1,1] —1/V1 — a2

arctan(zx) R R 1/(1+z?)
arcotan(z) R R ~1/(1+ 2?)
In(z) 0, 400 0, +o0] 1/x

x” 10, +o00] 10, 4+o00] ra" 1



