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Chapitre 1

Eléments de calcul matriciel

1.1 Introduction

Les matrices et le calcul matriciel offrent une interprétation de problemes en termes calcula-
toires. Par exemple, il est courant de rencontrer des systemes d’équations linéaires (c’est-a-dire
ou les inconnues n’apparaissent qu’au premier degré). Imaginons par exemple que l'on doive
résoudre le systeme (S) suivant

21 — 319 + 14 = 9
—X1+ T2+ X3 — X4 = 2
3r1 4+ 322 — 223 +14 = —1.

Des résultats et techniques basés notamment sur le rang des matrices donnent des méthodes
pour résoudre ce type de systeme par des manipulations des tableaux des données

2 -3 0 1 9
A = -1 1 1 -1 1, B = 2
3 3 -2 1 -1
et du tableau des inconnues
T
X = | "
T3
T4

En écriture matricielle, le systeme (S) s’écrit
AX = B.
Les représentations vectorielles et le calcul matriciel s’appliquent a de nombreux domaines
de la biologie [et de la géographie]. C’est le cas, par exemple, de la dynamique de population

(matrices < de Leslie > ), la biochimie (propriétés géométriques de certaines molécules), l’analyse
des données statistiques et la résolution de systémes différentiels linéaires. (Extrait de [?].)

Voir aussi le pdf en annexe, copie d'un article de Wikipedia (récupéré le 09/06/21).

1.2 Matrices : définitions générales et notations

Définition 1.2.1. Une matrice est un tableau rectangulaire de nombres (réels ou complezes).

1



2 CHAPITRE 1. ELEMENTS DE CALCUL MATRICIEL

Les lignes et les colonnes de ce tableau sont appelées les rangées de la matrice.

Les nombres formant le tableau sont appelés les éléments de la matrice.

La longueur des lignes de la matrice est, par définition, le nombre d’éléments des lignes;
c’est donc aussi le nombre de colonnes de la matrice. La longueur des colonnes de la matrice
est, par définition, le nombre d’éléments des colonnes; c’est donc aussi le nombre de lignes de
la matrice.

Deux matrices sont dites égales lorsqu’elles ont le méme nombre de lignes, le méme nombre
de colonnes et que leurs éléments correspondants sont égaux.

Si une matrice possede p lignes et ¢ colonnes, on dit que c’est une matrice de type p X ¢ ou
de format p x g. Par convention, le premier naturel indique toujours le nombre de lignes et le
second le nombre de colonnes.

On désigne souvent une matrice par une lettre majuscule. Si A désigne une matrice, I’élément
qui se trouve sur la ligne numéro k et la colonne numéro j est désigné par

(A -

Par exemple si

-1 2 V3

i
% 0o -2 T

A= i+1 1 2 —4 ,
5 —1 20 V2
1 —i 0 —i+3

cette matrice possede 4 colonnes, 5 lignes (elle est du type 5 x 4) ; chaque ligne a une longueur
égale a 4; chaque colonne a une longueur égale a 5. L’élément qui se situe sur la 3ieme ligne et
la 2ieme colonne est

(A)3,2 =1

et celui qui se situe sur la Sieme ligne et 4ieéme colonne est
(14)5’4 =—i+3.

Pour alléger les notations (surtout dans le cas des matrices dans lesquelles la longueur des
lignes ou des colonnes est grande), on utilise la méme lettre minuscule pour désigner tous les
éléments de la matrice, mais celle-ci est indexée par deux indices indiquant le numéro de la
ligne et de la colonne sur lesquelles se trouve 1’élément. Par convention, le premier indice est le
numéro de la ligne et le second celui de la colonne. Par exemple, une matrice de type 4 x 6 est
notée, en toute généralité

ailp a2 a3 a4 a5 aie
A— a1 a2 a3 G24 Q25 426
a3y azz az3z a34 aszs ase
a41 Q42 Q43 Q44 Q45 A46

Une matrice nulle est une matrice dont tous les éléments sont nuls. Quel que soit son format,
une telle matrice est notée 0 :

OO OO OO
OO OO OO
OO O O o O
OO OO oo
OO OO oo
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Lorsque la matrice ne possede qu’une ligne ou qu’une colonne, on 'appelle simplement vecteur
(ligne ou colonne bien sur). Dans ce cas, les notations des éléments sont simplifiées. Par exemple,
si X est une matrice d’une seule colonne et de n lignes, on écrit tout simplement

z1
x2

Tn
et pour j € {1,...,n}, (X);1 est noté simplement X;.
Passons au cas important suivant, celui des matrices dites < carrées >.

Définition 1.2.2. Une matrice carrée est une matrice dont le nombre de lignes est égal a celui
des colonnes. Par définition, ce nombre est la dimension de la matrice.

Un élément diagonal d’une matrice carrée est un élément de cette matrice qui se trouve sur
une ligne et une colonne de méme numéro. La diagonale principale d’une matrice carrée est
formée de l’ensemble des éléments diagonauzx de cette matrice.

Une matrice carrée est appelée matrice diagonale si tous ses éléments non diagonaux sont
nuls.

La matrice carrée diagonale de dimension n dont les élements diagonauzr sont tous égaux a
1 est appelée matrice identité' de dimension n. Elle est notée I ou 1.

Voici des exemples de matrices carrées de dimension 2, 3, 4.

0 o 12 3
(49 s 122 3 2
A_<—1 i+2)’ B=17 i\/g 61 C=1 1 2 3 3
1 zt1 0 12t gt

La diagonale principale de A est formée des élements 4,7 + 2, celle de B est formée des
élements 0, /5, 0, celle de C' est formée des élements 1, 22,33, i* c’est-a-dire 1,4, 27, 1.
Voici deux exemples de matrices diagonales

ag 0 0 0 O
i 0 0 0 ao 0 0 O
0 -2 0 , 0 0 a3 0 O
0 0 V3 0 0 0 a4 O
0 0 0 0 as
oules a;, j =1,...,5, sont des nombres complexes.

1.3 Matrices associées

Définition 1.3.1. Etant donné une matrice A de type p X q, on lui associe trois autres matrices :
— la matrice conjuguée de A, notée A; il s’agit de la matrice de méme type que celui de A
dont les éléments sont les conjugués de ceux de A :

(Z)kj:ma k=1,...,p, j=1,...,q.

)

1. Parfois on utilise aussi le terme < matrice unité >
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— la matrice transposée de A, notée Al s’agit de la matrice de type q X p telle que

Ses lignes sont donc formées des éléments des colonnes de A et ses colonnes sont formées
des éléments des lignes de A.

— la matrice adjointe de A, notée A*; il s’agit de la matrice transposée et conjuguée de A
(ou, ce qui revient au méme, de la matrice conjuguée transposée de A), c’est-a-dire

Ar=A=A ou encore (A=A k=1,...,¢, j=1,...,p.
Par exemple, pour la matrice de type 4 x 3 suivante

0 2
A | T V5

2
6
3 i )
3 i41 0
4

! 3
on a
0 -2 —1
0 —i 3 -1
ol I A C BRI I G (RS- P R
2 41 0 . 2
4 2 1 6 0 4
-1 3 4
et
0 i 54
A= -2 V6 F+1 3
—i 6 0 4
Pour la matrice identité, on a B
I=1I=I"=1.

En effet, les éléments de cette matrice sont tous réels (donc I = I) et sa ligne numéro k est
formée des mémes éléments, dans le méme ordre, que sa colonne numéro k (donc I = I).

1.4 Opérations entre matrices

1.4.1 Addition de deux matrices du méme type

Définition 1.4.1. Etant donné deux matrices A, B de format p X q, on définit la somme de ces
deux matrices, notée A+ B, comme étant la matrice de format p X q dont les éléments sont les
sommes des éléments correspondants de chacune des deux matrices. Ainsi, par définition :

(A+ By = (A + By, k=1,...,p,5=1,...,¢

Par exemple, pour

1 2 0 ) 0 -1 —1 —2
A=|0 -1 14+i 3|, B=|1 -1 2 i |,
2 6 -3 0 1 1 1 1

on a

0
A+B=|[1 -2 3+i i+
T2 1

w
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1.4.2 Multiplication d’une matrice par un nombre complexe

Définition 1.4.2. Ftant donné une matrice A de format p X q et un complexe c, on définit le
produit de A par ¢, noté cA, comme étant la matrice de format p X q dont les éléments sont
égauz a ¢ fois les éléments correspondants de A. Ainsi, par définition :

(cA)j=c(A)rj, k=1,....p, j=1,...,q.

Par exemple, pour

1 2 0 i
A=[0 -1 14+i 3 |, c=i,
2 6 -3 0
on a
i 20 0o -1
cA=| 0 —i —14i <&

%
2i 6t =3 0

1.4.3 Propriétés des deux opérations précédentes

On vérifie directement (c’est un simple calcul, basé sur les définitions précédentes et sur
les propriétés de la somme et de la multiplication entre complexes) que les deux opérations
précédentes vérifient les propriétés suivantes. L’importance de ces propriétés réside dans le fait
que ce sont celles que doivent vérifier deux lois définies sur un ensemble de < choses > (addition
de deux < choses > du méme type et multiplication d’une < chose > par un nombre) pour que
cet ensemble constitue un espace vectoriel. Nous avons déja mis ces propriétés en évidence au
cours de I'étude du calcul vectoriel.

Propriété(s) 1.4.3. Propriétés relatives a l’addition. Pour toutes matrices A, B,C de méme
format, on a

— (A+B)+C = A+ (B+C) (associativité de ’addition)

— 04+ A=A+0= A (la matrice nulle est un neutre pour l’addition)

— A+ A" =0 ou A" est la matrice de méme format que A et dont les éléments sont les

opposés des éléments de A (pour toute matrice A, existence d’un symétrique)

— A+ B =B+ A (commutativité de l’addition).

Propriétés liant les deux opérations. Pour toutes matrices A, B de méme format et pour tous
complezes ¢,c on a

— 1A=A

— ¢(dA) = (cd)A

— ¢(A+B)=cA+cB

— (c+d)A=cA+ A

1.4.4 Produit de matrices

La définition du produit de deux matrices peut paraitre artificielle. Il n’en est rien. Cette
définition provient de I’étude de la représentation matricielle des opérateurs linéaires 2 dans une
base et plus précisément de la représentation matricielle de la composée de deux opérateurs
linéaires.

2. Pour rappel, un opérateur linéaire entre espaces vectoriels est une application qui est telle que I'image d’une
combinaison linéaire est la combinaison linéaire des images.
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Cette définition permet aussi une modélisation de situations concretes d’évolution de proces-
sus. Apres traitement par des méthodes ad hoc, on obtient des réponses aux questions posées ini-
tialement (voir la section suivante pour des premiers exemples, puis plus loin pour la présentation
des méthodes adéquates).

Définition 1.4.4. Soit A une matrice de format p X r et soit B une matrice de format rxq.
Le produit des matrices A et B, dans l’ordre, est la matrice notée , de format dont les
éléments sont obtenus en faisant les produits < ligne par colonne > des matrices A et B (dans
lordre), c’est-a-dire

T

(AB)ij = (Mg (B, k=1,...,p, j=1,....q.
=1

Vu cette définition, on peut donc toujours multiplier deux matrices carrées de méme dimen-
sion.
Présentons quelques exemples de produits de deux matrices.

Soient
1 i -1 -1 ¢ -1 2 1 3
A:<_2 i _Z_>, B=| 3 —i 0 1], C=| 0 1 1+
2 0 2 -1 3 -1 1 2
On a
B - -14+4 i+1-2 -1+1 2+4i-3
B 24L& —2i+3-2 2440 —4+5-3i
A e s e A VI
B 244 3-4i 240 —4-3i )’
~1-3 2+2+3 3i+2+2i+6 —4 542 84 5i
C?=| —1—i 14+1+4i 14+i+2+2 |=| -1—i 2+4+i 3+3i |,
—i—2 24142 -3+1+i+4 —2—i 1 24

Ao = (i1 o24i-1 0 B4i—1-2 N _ (a4l 1+ i
T\ -2i4i —4+L-i —6+Li—-32-2i ) \ —i —-4-4i B3 )

1.4.5 Propriétés du produit matriciel

Deux propriétés importantes du produit matriciel sont les suivantes.

Propriété(s) 1.4.5. 1) Le produit matriciel est associatif.
Soient A de format n X p, B de format p x q et C' de format ¢ x r. On a

(AB)C = A(BC).

2) Le produit matriciel n’est PAS commutatif.
Cela signifie que, méme si les produits sont définis, on peut avoir AB # BA.

Preuve. 1) Les deux membres de 1’égalité sont bien définis et sont des matrices de méme
format. De fait, vu les hypothéses sur les formats, la matrice AB est bien définie et est de
format n x ¢; la matrice C' étant de format g x r, le produit (AB)C est bien défini et est une
matrice de format n x r. Regardons alors le membre de droite, a savoir A(BC). Ici encore, vu
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les hypotheses sur les formats, la matrice BC est bien définie et est de format p x r; la matrice
A étant de format n X p, le produit A(BC') est bien défini et est une matrice de format n x r.

Cela étant, montrons que les éléments des matrices (AB)C et A(BC) sont les mémes.
L’élément sur la ligne | (I = 1,...,n) et la colonne k (k = 1,...,r) de la matrice (AB)C
est

q q p
((AB)O) = S UBL Ok = S A B | (@)
Lk s=1 s=1 \j=1

Comme ’addition de nombres est une opération commutative, et comme le produit entre nombres
est également une opération commutative, I’expression précédente peut étre écrite en permutant
les deux sommes et les produits. On a alors

q p

AB)C) = Y D (Ai(Bjs | (C)si
Lk
, s=1 \j=1
= Z <Z(B)j,s(c)s,k> (A
j=1 \s=1

(BC)j k(A

I
M=

j=1

(O = (aB0))

I
M=

j=1 Lk

et on conclut.
2) Pour montrer que le produit matriciel n’est pas commutatif, il suffit de donner un exemple :

0 0 0 1 y 0 1 0 0
10 0 0 0 0 10
car I’élément de la premiere ligne et premiere colonne du produit du membre de gauche est 0 et

celui du produit du membre de droite est 1. Il est bon de remarquer que tout autre exemple est
aussi une justification (donc pas besoin d’étudier par coeur celui-ci!!) O

L’associativité du produit matriciel permet de définir le produit d’un nombre fini de matrices
dans un ordre donné. En particulier, on peut définir les puissances entieres d’une matrice carrée

A" = A A, meN.
—

m

Voici quelques autres propriétés du produit matriciel.

1) Si on travaille entre matrices carrées de méme dimension, on a

A0=0A=0, Al=1A=A.

2) Sice C, Aest du type n x p et B du type p X g, on a

¢(AB) = (cA)B = A(cB).
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3) Le produit matriciel est distributif par rapport aux combinaisons linéaires de matrices.
Cela signifie que l'on a

(cA+B)C =cAC+BC et C(cA+B)=cCA+JCB

si les produits matriciels ont un sens et pour tous ¢, ¢ € C.

4) Si A est du type n x p et si B est du type p X ¢ on a
AB=BA, AB= AB, (AB)" = B*A*.

5) La propriété qui suit est tout a fait différente de son analogue entre nombres complexes :
le produit de deux matrices peut étre nul sans qu’aucun facteur ne soit nul.
Par exemple

N 0 1 -1 11 1
<. _21>:0, -1 0 1 111 |=0.
¢ 1 -1 0 111

Preuve. Tout s’obtient directement par calcul en utilisant les définitions.[]

1.5 Les matrices stochastiques

1.5.1 Migration de la population

On désire étudier des mouvements de population entre la ville et ses faubourgs. On suppose
que, chaque année,
- 95% de la population de la ville y reste,
- 5% de la population de la ville part vers les faubourgs,
- 97% de la population des faubourgs y reste,
- 3% de la population des faubourgs part vers la ville.

5%
95 % O<>> 97 %

Si on donne la population une certaine année, on demande un procédé simple de modélisation
de la maniere dont elle va évoluer au cours des années suivantes.

Soient Vj, Fy respectivement les populations de la ville et des faubourgs I'année fixée au
départ, Vi, F1 respectivement les populations de la ville et des faubourgs un an apres. Plus
généralement, soient Vi, I}, respectivement les populations de la ville et des faubourgs apres k
années. On a donc

Vi=095V, + 0.03 Fo, Fy =0.05 Vp + 0.97 Fp.

Cela peut s’écrire sous forme matricielle de la maniére suivante
1% _ 0.95 0.03 Vo
I3 N 0.05 0.97 F )

0.95 0.03
r= ( 0.05 0.97 )

Si on note
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la répartition de la population apres deux années est

(5)=r(n)-=(%)

Comme dans I’exemple précédent, la matrice T" est appelée matrice de transition. Plus généralement,
apres k années, on a

On verra plus loin une méthode d’analyse de 1’évolution des puissances de la matrice de
transition (stochastique) 7.

1.6 Déterminants

Etant donné une matrice carrée, on lui associe un nombre complexe, appelé déterminant de
la matrice.

La définition du déterminant d’une matrice carrée est donnée par récurrence sur la dimension
de la matrice. Cela signifie que ’on donne la définition du déterminant d’une matrice quelconque
de dimension 2; ensuite on donne la définition du déterminant d’une matrice de dimension 3,
laquelle est basée sur les déterminants de matrices de dimension 2, etc.

Par souci de généralité, on donne aussi la définition du déterminant d’une matrice de dimen-
sion 1.

Si A est une matrice carrée, son déterminant est noté detA ou det(A) pour éviter toute
confusion si la matrice dont on prend le déterminant s’écrit de fagon plus complexe.

1.6.1 Définition

Si la matrice est de dimension 1, ¢’est-a-dire si A = (a) ol a € C, on définit le déterminant
de cette matrice par

det (a) = a.

Si la matrice est de dimension 2, c¢’est-a-dire si

alors

d aix a2 \
et = a11a22 — A12021.
as1 A

Si la matrice est de dimension 3, c¢’est-a-dire si

ail a2 ais
A= Ga21 G22 az3

a3l asz2 as3

alors
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ail a2 a13
det | a1 a2 ao3
a3l asz2 as3

a Qa Qa a a Qa
= a1 det 2 2 — aqy det 21 2 + a3 det 2 2 .
az2 ass az1 ass azlr as2

Appelons cofacteur de I’élément i,j d’une matrice carrée (c’est-a-dire de ’élément qui se
trouve sur la ligne numéro i et la colonne numéro j), le déterminant du tableau carré obtenu
en supprimant la ligne et la colonne qui contiennent cet élément, multiplié par (—1)*7. Par
définition, le déterminant de A est donc la somme des produits des éléments de la premiere ligne
par les cofacteurs correspondants :

aj; a2 a3
det as1 a9 G923
aszr azz2 ass

= (a11 % cofacteur de aj1) + (a12 X cofacteur de ajz) + (a3 X cofacteur de aj3).

L’expression est la méme pour le déterminant d’une matrice de dimension deux, bien sur seule-
ment avec une somme de deux termes.

Ainsi, de proche en proche sur la dimension de la matrice, on définit le déterminant pour
une matrice de dimension n :

le déterminant de A est la somme des produits des éléments de la premiére ligne par les
cofacteurs correspondants.

On appelle ordre d’un déterminant la dimension de la matrice carrée qui sert a le définir.
Pour les déterminants, on utilise aussi souvent la notation suivante : si

a a
A= 11 412
az1 a2

alors
ail a2 ail a2
det A = det = .
az1 a2 az1 a2
De méme en dimension 3 : si
ail a2 a3
A= | a1 a2 a3
asyp as2 ass
alors
ail a2 a3 ail a2 a3
det A = det a1 Q922 as3 = | a21 G222 Q93
asy as2 ass asy as2 ass

1.6.2 Propriétés
Une premiere propriété fort utile dans le calcul des déterminants est la suivante. Elle est
admise ici.

Propriété(s) 1.6.1 (Premiere loi des mineurs). Le déterminant d’une matrice carrée est égal
a la somme des produits des éléments d’une rangée (quelconque) par les cofacteurs corres-
pondants.
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Cette propriété signifie donc que, si l'on effectue le méme <« développement > que celui qui
a été fait dans la définition, mais en suivant une ligne quelconque ou une colonne quelconque,
on trouve la méme valeur. Cette propriété est tres utile par exemple lorsque la matrice a des
éléments nuls situés sur une méme rangée.

Ainsi par exemple le déterminant de la matrice

A=

W N =
.
+
[\

se calcule rapidement lorsqu’on le développe selon la troisieme colonne. En effet, comme deux
éléments de cette colonne sont nuls, le calcul nécessite seulement le calcul d'un déterminant
d’ordre 2 :

—1 ;
detA = — (—=1)!*3 det(% Z+.2>
2 3 —1
—1 )
- g L2
2 3 3
-1, 2 7
AL
_ L,
3 6

Voici deux autres propriétés. Nous les admettrons également.

Propriété(s) 1.6.2. 1. Propriété de linéarité : si une colonne C' (resp. une ligne L) d’une
matrice carrée A est une combinaison linéaire (c’est-a-dire une somme de multiples) de
vecteurs colonnes (resp. vecteurs lignes) alors le déterminant de A est égal a la somme
des multiples des déterminants des matrices obtenues en remplacant C' (resp. L) par les
vecteurs colonnes (resp. lignes) intervenant dans la combinaison linéaire.

2. Le déterminant d’une matrice change de signe lorsqu’on permute deux rangées paralléles
dans la matrice.

En conséquence de ce qui précede, les propriétés suivantes se démontrent tout de suite,
comme expliqué au cours.

Propriété(s) 1.6.3. 1. Le déterminant d’une matrice qui a deux rangées paralléles égales
est nul.

. Si, a une rangée d’une matrice, on ajoute une combinaison linéaire d’autres rangées
2. S, d’ trice, t b [ d’aut
paralléles, on définit une nouvelle matrice qui a le méme déterminant que celui de la
matrice de départ.

Donnons quelques exemples illustratifs. Si

A - [ s +7rbi1 a2
sagr +71bar age /)’

la premiere colonne de A est égale a

S<a11 >+T<b11 )
as1 bo1
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Donc, vu la premiere propriété, on a

detAzsdet( @ a1 > +rdet< bu a1 )
as1  a99 ba1 a2

Un cas tres utile est celui ou on ne fait que multiplier une rangée par un nombre :
ail a2 a3

rdet ag1 a2 as3
aszr asz2 ass

rail a2 ais ail raiz ais ail a2 Trais
= det rasr a2 a23 = det a21 Tagy a3 = det a21 agy Tass
raz; a3z2 433 asz1r Taszz ass asy a32 Taz3
rail raiz rais an a12 a13 ai a12 a13
= det any a9 a3 = det rasy Traz2 1ags = det a1 a9 ans
asi as2 ass aszi as2 ass razy Trasz 1a33

Il faut donc bien remarquer que quand on multiplie le déterminant d’une matrice A par un
nombre, on obtient le déterminant d’une matrice obtenue & partir de A en multipliant unique-
ment une rangée de A par le nombre (*).

On a aussi
rai; raiz ras a1l Q12 a3
det (rA) =det | rag1 rage ras | = r3det | as1 ase ass
rasy Tas rass a3l a2 ass

et, si la matrice est de dimension 2
det (rA) = r? det A.

Ce résultat est a comparer et a ne pas confondre avec ce qui précede (*). Il est incorrect de dire
que rdet(A) = det(rA)!

Ces propriétés permettent aussi de simplifier grandement le calcul de déterminants; elles
sont spécialement utiles lorsqu’on demande une factorisation. Ainsi par exemple

1 a d 1 a a?
det 1 b b2 = det| 0 b—a b*—a?
1 ¢ 2 0 c—a &—a?

. 2 92
_ det<b a b2 a2>

c—a ¢Cc —a

S G

b—a) (c—a) det( 1 ZC)IZ>
(c—a)[(c+a)—(b+a)

Il
—~ o~ —~~

La propriété qui suit, jointe a la premiére loi des mineurs, sera d’une grande
utilité dans 1’étude de I’inversion des matrices carrées.
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Propriété(s) 1.6.4 (Seconde loi des mineurs). La somme des produits des éléments d’une ran-
gée d’une matrice carrée par les cofacteurs des éléments correspondants d’une rangée paralléle

est nulle.

Résultat admis.[d

Ilustrons cette propriété sur deux exemples. Soit la matrice

R
A=|i+2 5 1
3.1 4

Calculons la somme des produits des éléments de la troisieme ligne par les cofacteurs de la
deuxieme ligne. De méme, calculons la somme des produits des éléments de la deuxieme colonne
par les cofacteurs des éléments de la premiere colonne.

Les cofacteurs des éléments de la deuxieme ligne sont

) —2 1 3

facteur d — (12 T o (2 42) =2

cofacteur de ag; (—1) 1o 2+ 2
cofacteur de agy = (—1)>2 L —i2 ' =6+~
3 i 2

cofacteur de ags = (—1)>T3 ;) i =—(1-3i) =—-1+ 3.

La somme des produits des éléments de la troisieme ligne par les cofacteurs correspondants de
la deuxieme ligne est donc

a3y X cofacteur de a9y + azg X cofacteur de age + agsz X cofacteur de ass

-3 ) ) .
9 T 1 3
= —5‘1‘64‘5—5—5—0

1 .
5 1
cofacteur de a;; = (1) 2 ‘ 'y
1 3 4
;. —2 -1 3
cofacteur de ay; = (—1)*™! ‘ Sl==(—=+2)=-2
I 3 2 2
341 ¢ —2 .
cofacteur de ag; = (—1) N A 1.
2

La somme des produits des éléments de la deuxieme colonne par les cofacteurs des élements de
la premiere colonne est donc

a2 X cofacteur de a1y + age X cofacteur de as; + ags X cofacteur de aszq
1 3
) - -1 —— 1 + 1
z><<4 > <2)+ x (i+1)
1 3
i 4it1=0.
1 1 1 +1+

+1><
a 2
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Enongons maintenant en une seule fois les deux lois des mineurs. Soit une matrice
carrée A de dimension n. La matrice des cofacteurs de A, notée A, est la matrice
carrée de méme dimension que A définie par (A) 1. €gale le cofacteur de I’élément
(A)k,; quels que soient k,l =1,...n. Les deux lois des mineurs s’écrivent alors (c’est
évident par définition du produit matriciel)

AA = det(A)1 = AA

On montre aussi directement (par calcul) la propriété suivante concernant le déterminant
d’une matrice diagonale.

Propriété(s) 1.6.5. Si
A =diag(ay,ag,...,a,)

alors
det A =aias...a,.

En particulier,

det (1) = 1.
Ce résultat s’écrit, en dimension 2 :
al 0 — a1ao:
0 as — a1daz,
en dimension 3 :
al 0 0
0 a9 0 = a1a203;
0 0 ag
en dimension 4
ap 0 0 O
0 az 0 O | G drana
0 0 ag 0 | 1G20304.
0 0 0 ay

La propriété précédente peut étre généralisée au cas de matrices triangulaires inférieures
(resp. supérieures), c’est-a-dire au cas de matrices dont les éléments situés au-dessus (resp. en
dessous) de la diagonale principale sont tous nuls. Le déterminant d’une matrice de ce type est
encore égal au produit des éléments diagonaux. Pour la dimension 3 et une matrice triangulaire
supérieure, ce résultat s’écrit

a1l a2 a13
0 a2 a3 | = ajiaxnass.
0 0 ass

Enfin vis-a-vis du produit de deux matrices carrées de méme dimension, on a la propriété
suivante.

Propriété(s) 1.6.6. Si A, B sont deur matrices carrées de méme dimension, on a

det (AB) = det (A) det (B).
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Résultat admis. [J

Attention, il importe de vérifier les hypothéses. De fait, il se peut que AB soit une matrice
carrée sans que A, B le soient (si A est de type p X ¢, la matrice AB est définie et est carrée si
et seulement si B est du type ¢ x p). La propriété précédente n’est plus correcte dans ce cas.

Terminons par énoncer et démontrer partiellement un résultat extrémement utile concernant
I'annulation d’un déterminant.

Propriété(s) 1.6.7. Soit A une matrice carrée de dimension n. Alors le déterminant de A
est nul si et seulement si l'une des colonnes (resp. des lignes) est une combinaison linéaire des
autres.

Preuve. D’une part si 'une des colonnes (resp. des lignes) est une combinaison linéaire des
autres, alors il est clair que le déterminant est nul, par application de la propriété de linéarité
et de celle qui affirme qu’un déterminant ayant deux rangées paralleles égales est nul.

La réciproque est admise, a savoir que si le déterminant d’une matrice carrée est nul, alors
une colonne (resp. une ligne) est nécessairement une combinaison linéaire des autres.[

1.7 Inversion des matrices carrées

Le nombre 1 joue le réle de neutre dans la multiplication entre complexes :ona lz = z1 = z
pour tout complexe z. Dans le cas des matrices carrées de méme dimension, la matrice identité
joue aussi le role de neutre pour la multiplication entre matrices : on a A1 = 1A = A pour toute
matrice carrée A.

Dans le cadre de la théorie des nombres complexes, on s’est posé la question de savoir si,
étant donné un complexe z, il existe un autre complexe 2’ tel que

27 =22=1.

La réponse est oui si z n’est pas nul. Le complexe 2z’ qui réalise ces égalités est de plus unique
et est appelé l'inverse du complexe z.

Il est naturel de se poser la méme question au sein des matrices carrées de méme dimension :
étant donné une matrice carrée A, existe-t-il une matrice carrée A’ de méme dimension que A,
telle que

AA =1et A/AA =17

Remarquons ici que le produit matriciel n’étant pas commutatif, le fait d’avoir AA’ = 1 n’im-
plique pas, & priori, que A’A = 1 comme c’est le cas pour les nombres complexes.
On adopte alors de fagon naturelle la définition suivante.

Définition 1.7.1. Soit A une matrice carrée de dimension n. On appelle matrice inverse de A
une matrice carrée A’ de dimension n qui vérifie les deux égalités suivantes

AA =1=AA.
Si, étant donné A, il existe une telle matrice A’, on dit simplement que A admet un inverse.

Recherchons alors sous quelle(s) condition(s) une matrice admet une matrice inverse, si cette
matrice inverse est unique et, si possible, quelle est sa forme explicite.

Nous obtenons immédiatement une condition nécessaire a ’existence d’une matrice inverse,
comme le montre la propriété ci-dessous.
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Propriété(s) 1.7.2. Si A admet un inverse alors son déterminant est non nul.

Preuve. Soit une matrice A telle que AA’ = 1. En prenant le déterminant, on obtient
det (AA") =1 = det (A) det (A")
donc det (A) # 0. O

En fait, les lois des mineurs permettent de montrer que cette condition nécessaire a ’exis-
tence d'un inverse (a savoir det (A) # 0) est aussi suffisante. Reprenons en effet la matrice
des cofacteurs des éléments d’une matrice A, notée A (cf section consacrée aux déterminants).
Comme expliqué précédemment, les deux lois des mineurs peuvent s’écrire

AA = (detA)1 et AA = (detA) 1
Il s’ensuit le résultat ci-dessous.
Propriété(s) 1.7.3. Si A est une matrice carrée dont le déterminant n’est pas nul, alors la

matrice
/ 1 e

= det A'/4

vérifie

AA =1 et AA=1.

Et qu’en est-il de 'unicité 7 Montrons que si la matrice A admet une matrice inverse (et
méme moins, cf résultat ci-dessous), alors cette matrice inverse est unique et est
1 ~
A.
det A

Propriété(s) 1.7.4. Soit A une matrice carrée.
Si B est une matrice carrée de méme dimension que A telle que

BA=1 (resp. AB =1),

alors
det A#0
et 1
B= A.
det AA

Preuve. Par la propriété du déterminant du produit de deux matrices carrées de méme
dimension, on a

1 =detl =det(BA) =det(B) det(A) (resp. 1 =detl =det(AB) = det(A) det(B)),

donc le déterminant de A n’est pas nul.

Notons
1 ~

C=qaat

On a
B=B1=B(AC)=(BA)C=1C=C

(resp. B =1B=(CA)B=C(AB)=C1=_C).
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O

Vu le résultat d’unicité, on utilise alors la notation suivante : si A est une matrice carrée de
déterminant non nul, on pose

Cette matrice est appelée

linverse de la matrice A.

Une matrice dont le déterminant est non nul (resp. nul) est dite non singuliére (resp. sin-
guliere) ou encore inversible (resp. non inversible).

Voici quelques propriétés de I'inverse d’une matrice. Elles se démontrent directement.

Propriété(s) 1.7.5. a) Les matrices A, A, A et A* sont simultanément inversibles et on a

(A=A, (A) = A7, (47 = (a7

b) Si \ est un nombre complexe non nul et A est inversible alors AA est inversible et

1
—1_ 4 4
(AA) 7)\A .

c) Si A et B sont inversibles et de méme dimension, alors AB est inversible et
(AB)"' =B tA™L

d) Une matrice diagonale est inversible si et seulement si ses éléments diagonaux sont non

nuls. De plus

1 1
diag(ay,...,an) "t = diag (, cee ) :
al (47%%

En particulier, 171 = 1.
e) L’inverse d’une matrice est toujours inversible. On a

det A71 = ! et (AH7l=A

~ det A

f) Si AB = AC (ou BA = CA) et si A est inversible, alors B = C.

Preuve. Tout se démontre directement en repassant a la définition. Prenons quelques cas.
a) Les déterminants de ces matrices sont simultanément nuls. Les inverses proposés conviennent.
Par exemple, dans le cas de la matrice transposée, on a

—_—~—

ATA = AA-1 =1,

c) De fait, (B"'A"Y)AB = B '1B =1.
e) En effet, det(A=1'A) = det (A™1) det (A) = det 1 = 1; de plus, AA~! = 1 donne (A~1)~! =
A.

f) Cela revient en effet & multiplier & gauche (ou & droite) la relation de départ par A=, O
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1.8 Systemes d’équations linéaires

1.8.1 Cas des systemes carrés

Lorsque la matrice A du systéme d’équations

b1

br,

est carrée et inversible, le systeme admet une solution unique donnée par

X = A 'B.

Si la dimension de la matrice est n, on trouve rapidement la valeur des inconnues : quel que soit
j=1,...,n,0na
_ det(AV))
YT T det(A)

ot AY) est la matrice dont la colonne numéro j est le vecteur des termes indépendants B et
dont les autres colonnes sont celles de A. 1l est aisé de se convaincre de cela car il suffit de se
rappeler la forme de l'inverse, a savoir la matrice A des cofacteurs de A transposée divisée par
le déterminant de A. On a en effet

zj = (A7'B),

1 n

En se rappelant que la matrice AU) est la matrice dont la colonne numéro j est le vecteur des
termes indépendants B et dont les autres colonnes sont celles de A, son déterminant, calculé a
partir de la colonne j (application de la premiere loi des mineurs), est

NE

(A)k,j b

i

1

On trouve donc finalement
B det(AY))
YT Tget(A)
Dans le cas ou la matrice n’est pas inversible, le systeme est soit incompatible, soit équivalent
a un systéme constitué de moins d’équations. La théorie générale sort du cadre de ce cours. Seuls
des exemples seront utilisés, principalement dans le cadre de la recherche de vecteurs propres
(cf une section de la suite de ce chapitre).

1.8.2 Cas des systemes non carrés

Des méthodes standards de résolution doivent normalement étre déja étre connues et inter-
viennent dans divers exercices. La théorie générale n’est pas difficile mais, faute de temps, il
n’est pas possible d’en donner les argumentations théoriques dans le cadre de ce cours.
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1.9 Vecteurs propres, valeurs propres, diagonalisation

Ces notions (vecteurs et valeurs propres, diagonalisation) ne s’étudient que dans le cadre de
matrices carrées.

1.9.1 Manipulations de matrices-vecteurs

Sont présentées ici quelques manipulations de calcul matriciel qui seront bien utiles dans la
suite pour une meilleure et plus rapide compréhension des développements.

Soit une matrice carrée A de dimension n dont les colonnes sont notées C1,...,C), et soit
un vecteur colonne X de n éléments. La matrice AX est de format n x 1, ¢’est donc un vecteur
colonne avec n éléments. Etant donné la définition du produit matriciel (< ligne par colonne ),
le jéeme élément de AX est donc obtenu en faisant la somme des produits des éléments de la
ligne j de A par les éléments de X. Comme les éléments de la ligne j de A sont les éléments j
de ses colonnes, pour obtenir AX, on fait donc la combinaison linéaire des colonnes de A avec
les éléments de X comme coefficients. Autrement dit, on a

AX = Z x C.
k=1

Autre formulation : si

ailr a2 ... Gip
a1 ago ... QAonp
A =
apl Ap2 ... Qapn
et
1
)
X = ,
Tn
I’élément j du vecteur AX est
n
E Ak T
k=1
le vecteur AX est donc
a1k a1k
" asg, " asg,
AX = g . T = E Tk . ;
k=1 : k=1 :
Ank Ank

c’est-a-dire

AX = ER: v Ch.
k=1

1.9.2 Définitions et premieres propriétés

Dans de nombreuses situations (axes principaux d’inertie en mécanique du solide, matrices
de dispersion en statistique, réduction de systemes d’équations différentielles pour les molécules
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vibrantes, . .. ), on rencontre le probléme suivant : étant donné une matrice carrée A, déterminer
les complexes A et les vecteurs non nuls X tels que

AX = 2X.

Définition 1.9.1. Un complexe X pour lequel il existe un vecteur non nul X tel que AX = A\X
s’appelle une valeur propre de A. L’ensemble des valeurs propres de A est appelé le spectre de
A.

Un vecteur non nul X vérifiant AX = AX est appelé vecteur propre de A de valeur propre

A

Il est important de noter qu’il est indispensable de spécifier ci-dessus < vecteur non nul > car
il est clair que la relation AX = AX est vérifiée pour X = 0 et n’importe quel complexe A.
Si A est une matrice carrée, un simple calcul de déterminant (appliquer la définition !) montre
que la fonction
A= det(A — A1)

est un polynome en la variable A\ de degré n si A est de dimension n, dont le coefficient de A™
est (—1)" et dont le terme indépendant est det(A).

Cela étant, voici une propriété extrémement utile pour la recherche des valeurs propres.
Comme il s’agit en fait d’un résultat faisant intervenir une notion d’équivalence (ici < si et
seulement si »), ce résultat donne une alternative pour une autre définition de la notion de
valeur propre.

Théoréme 1.9.2. Les valeurs propres de A sont les zéros du polynome
A= P(A) =det (A —AL).

Ce polynome est appelé polynome caractéristique de A et "équation P(N\) = 0 est appelée
équation caractéristique de A.

Preuve. Si Ay est une valeur propre de la matrice A, il existe un vecteur colonne non nul X
tel que
AXy = XX

ou encore

(A= X1) X =0.

Si le déterminant de A — A9l était non nul, on aurait, en appliquant l'inverse de la matrice
A — Xl aux deux membres de ’égalité

0= (A - )\01)71(14 — )\01)X0 = Xy,

ce qui est contradictoire. On a donc obtenu que le complexe Ag est effectivement un zéro du
polynéme A — P(\) = det (A — A1).

Démontrons & présent que si le complexe Ay vérifie det (A — A\pl) = 0 alors c’est une valeur
propre de A. Notons C1,...C), les colonnes de A. Etant donné 'annulation du déterminant de
la matrice A — A\gl, I'une des colonnes de cette derniere est combinaison linéaire des autres : il
existe k € {1,...,n} et des complexes ¢; (j € {1,...,n}\ k) tels que

Ch—XNEr = Y ¢ (Cj—NEj)
=1, j#k
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ou Ej est le vecteur colonne dont tous les éléments sont nuls sauf le numéro [, qui vaut 1. Cette
relation peut encore s’écrire

—c1
n n —Ck-1
Ck - Z CjCj = )\oEk — )\0 Z CjEj = )\0 1
J=1, j#k J=1, j#k —Ck+1
—cp,

En définissant le vecteur non nul X par

-

—Ck—1

—Ck+1

—Cp,

on obtient finalement
AX = X

avec X # 0 et on conclut. [J

Rappelons le théoreme fondamental de l'algebre : un polynome a coefficients et variable
complexes de degré n possede exactement n zéros, comptés avec leur multiplicité. Une matrice
carrée de dimension n possede donc toujours exactement n valeurs propres, comptées avec leur
multiplicité.

Notons que si A est une matrice diagonale, ou méme une matrice triangulaire inférieure ou
supérieure, le résultat précédent peut étre précisé, comme le montre la propriété ci-dessous.

Propriété(s) 1.9.3. Si les éléments de la matrice carrée A sous (ou au-dessus de) la diagonale
sont tous nuls, alors les valeurs propres de cette matrice sont les éléments diagonaux.

Preuve. C’est immédiat en utilisant le fait que les valeurs propres d’une matrice carrée sont les
zéros du polynoéme caractéristique de cette matrice. En effet, le calcul du déterminant de A — A1
est direct en utilisant la définition, vu la présence de nombreux zéros : si les ar, kK =1,...n
désignent les éléments diagonaux de A de dimension n, on a

det(A—ALl) = (a1 —A)...(an— ).
U

Terminons cette partie par des propriétés des vecteurs propres relatifs & une méme valeur
propre, puis a des valeurs propres différentes.

Propriété(s) 1.9.4. Siles vecteurs X1, Xo, ..., X  sont des vecteurs propres relatifs a la méme
valeur propre Ao de la matrice A, alors, pour tous complexes cq,...,cy, le vecteur

J
X:C1X1+...+CJXJ:ZCij,
j=1
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s’il n’est pas nul, est aussi un vecteur propre de A relatif a la valeur propre \g.

Preuve. Vu les propriétés du produit matriciel, on a
AX:A(C1X1+...+CJXJ):Cl AX1 + ...+ cy AXJ;

comme les vecteurs X; (j = 1,...,J) sont tous des vecteurs propres relatifs a la valeur propre
Ag, On a
AX; = XX, pourtout j=1,...,J.

Il s’ensuit que

AX = q AXq1 + ...+ ¢cj AXy
cihg X1 + ... 4+ cjho X
A (X1 + ... +esXy)
= XoX.

O

Propriété(s) 1.9.5. Silesn valeurs propres d’une matrice de dimension n sont toutes différentes,
alors, quels que soient les vecteurs propres X1, ..., X, relatifs a ces valeurs propres distinctes, la
matrice dont les colonnes sont ces vecteurs est une matrice inversible (c’est-a-dire une matrice
dont le déterminant n’est pas nul).

Preuve. Procédons par récurrence sur n > 2. On utilise la propriété qui affirme que le
déterminant d’une matrice est nul si et seulement si I'une des colonnes de la matrice est combi-
naison linéaire des autres.

Soient A1, A9 les valeurs propres distinctes de A et X1, X9 des vecteurs propres associés. Si
det(X7, X2) = 0, alors par exemple X; = r X3, avec r € Cy. On obtient alors

AXl = )\1X1 = A(’I“XQ) = T)\QXQ = )\2X1,

ce qui implique (A1 — A2) X7 = 0, ce qui est absurde puisque A\ # A2 et X7 # 0.

Supposons alors que la propriété soit vraie en dimension n et démontrons-la en dimension
n + 1. Notons encore A\ et Xj (k= 1,...,n + 1) respectivement les valeurs propres distinctes
de A et des vecteurs propres associés. Si le déterminant formé par ces colonnes est nul, alors il
existe k € {1,...,n + 1} et des complexes r; (j =1,...,n+ 1, j # k) tels que

n+1

Xk == Z ’l“ij;

J=Lj#k

comme Xj, n’est pas nul, I'un des r; au moins est non nul. On obtient alors, en appliquant la
matrice A — A\p1 aux deux membres de ’égalité précédente,

n+1 n+1
(A-MDXp =0 = > rm(A-NDX; = > iy — )X,
j=15#k j=1,j#k

Cela étant, comme \; — A\r # 0 quel que soit j # k et comme l'un des r; n’est pas nul, on
en déduit que I'un des n vecteurs X; (7 € {1,...,n+ 1} \ {k}) est combinaison linéaire des
n — 1 autres. Le déterminant formé par ces vecteurs est donc nul, ce qui contredit I’hypothese
de récurrence. [
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1.9.3 Exemples

1) Les valeurs propres de la matrice A
01
10

sont 1 et —1.
En effet, le polynéme caractéristique de A est

det(Af)\l):‘ ’1’\ _1/\ ‘:,\271:(,\71) A +1).

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 1. On doit trouver les vecteurs
*=(3)
y

(A—11)X = (A—1)X =0;

comme
-1 o —xty
m_gx,(l _1)X,(x_y),

on a

non nuls tels que

A-1)X=0 & z—-y=0 <& X:x(}).

Il s’ensuit que ’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont les vecteurs

XZC(}), c € Cy.

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre —1. On doit trouver les vecteurs
(7))
y

(A— (-D1)X = (A+1)X =0

comme
- 1 1 [ Tty
m+nx_(l 1>X_(x+y)

on a

non nuls tels que

(A+1D)X =0 & z+y=0 < Xzy(’ll)A

Il s’ensuit que I’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre —1 sont les vecteurs
-1
X=c 1 , c€Cyp.

2) Les valeurs propres de la matrice A

sont 7 et —i.
En effet, le polynéme caractéristique de A est

det(A—Al):‘ 70 ’:)\2+1:)\2—z‘2:()\—i) (A +9).
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Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre ¢. On doit trouver les vecteurs
(V)
y
(A—il)X = 0;
. _f -1 -1 _f —iz—y
aemx= (5 T )x=( 7))

(A-il)X =0 & z—iy=0 < X:y(i).

non nuls tels que

comme

on a

Il s’ensuit que ’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre i sont les vecteurs

X:C<i), c € Cg.

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre —i. On doit trouver les vecteurs
(7))
y

(A= (—)1)X = (A+i1)X = 0;

. (i -1 [ iz—y
armx= (1 )x=( 00,

(A+il)X =0 & z+iy=0 < X:y(’f).

non nuls tels que

comme

on a

Il s’ensuit que I’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre —i sont les vecteurs

X:C(_lz>, c € Cp.

3) Les valeurs propres de la matrice A
01
00

sont 0,0, c’est-a-dire que cette matrice possede la valeur propre double 0.
En effet, le polynéme caractéristique de A est

-2 1

det(Af)\l):' PO

B

Cherchons les vecteurs propres associés a cette valeur propre. On doit trouver les vecteurs
*=(3)
y

(A—01)X = AX = 0;

ax= (1),

AX=0 <& y=0.

non nuls tels que

comme

on a
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L’ensemble des vecteurs propres recherchés est ’ensemble des vecteurs qui s’écrivent

(1) (1) ec

4) Les valeurs propres de la matrice A

O O O
O ==
o O O

sont 0,0, 1, c’est-a-dire que cette matrice possede la valeur propre double 0 et la valeur propre
simple 1.

En effet, le polynoéme caractéristique de A est

-2 1 0
det(A—X)=| 0 1-Xx 0 |=A2(1-N.
0 0 =

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 0. On doit trouver les vecteurs

()

(A—01)X = AX = 0;

0

AX = 0

0
T 1 0

AX =0 & y=0 & X= 0 =z| O +z[ O .
z 0 1

Il s’ensuit que I’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 0 sont les vecteurs

non nuls tels que

comme

on a

1 0
X=xz| 0 |J+2z| 0 |, =« z¢€C, non simultanément nuls.
0 1

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 1. On doit trouver les vecteurs

non nuls tels que

comme

on a
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Il s’ensuit que I’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont les vecteurs

1
X=xz| 1], zeCy.
0
5) Les valeurs propres de la matrice A
1 10
010
0 01

sont 1,1, 1, c’est-a-dire que cette matrice possede la valeur propre triple 1.
En effet, le polynéme caractéristique de A est
1-x 1 0

0 1-A 0
0 0 1-A

det (A — A1) = =(1-N>3

Cherchons les vecteurs propres associés a cette valeur propre 1. On doit trouver les vecteurs

non nuls tels que

comme
01 0 v
A-1Dx=[o0 0 0o |x=[o0 ],
00 0 0

on a
T 1 0
A-1D)X=0 & y=0 < X=| 0 |==| 0 |+=z[ 0 |].
z 0 1

Il s’ensuit que ’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont les vecteurs

1 0
X=2| 0 |J+2z| 0], =x,z€C non simultanément nuls.
0 1

6) Les valeurs propres de la matrice A

7T —4 8
-2 3 -2
-5 4 -6
sont —1,2, 3.
En effet, le polynéme caractéristique de A est
7T—A —4 8
det (A — A1) = -2  3-A -2
-5 4 —6—A

La valeur de ce déterminant ne change pas si on remplace la premiére colonne par la somme de la premiére colonne et de
l’opposé de la troisieme; on a donc
—-1-x —4 8

det (A — A1) = 0 3-X -2
142X 4 —6-A
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on effectue alors une mise en évidence (du facteur 1 + A) puis on remplace la troisieme ligne par la somme de la premiere

et de la troisieme : on obtient

-1 -4 8
det(A—X) = (1+A)]| 0 3-x -2

1 4 —6— A\

—1 —4 8

= (14+MN| 0 3-x -2

= —(1+A) (2= B-N.

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre —1. On doit trouver les vecteurs

6

(A— (-D)1)X = (A+1)X =0

non nuls tels que

comme

8 —4 8 8x — 4y + 8z
A+1)X=| -2 4 =2 |X=| 2z+4+4y—2z |,
-5 4 =5 —bx + 4y — 5z

on a (on fait disparaitre facilement le terme en y)

6z +62=0 ttz=0 T 1
A+1D)X =0 < 3x+32=0 & { _0_ & X = 0 =x 0
2c —y+22=0 v= -z -1

Il s’ensuit que ’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre —1 sont les vecteurs

X=x 0 , x € Cy.
-1

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 2. On doit trouver les vecteurs

()

non nuls tels que

(A-21)X =0
comme
5 —4 8 Sx — 4y + 8z
(A-21)X = -2 1 -2 X = —2x+y— 2z
-5 4 —8 -5z + 4y — 8z

on a (les premiere et troisitme équations sont les mémes)

0
_ 5r —4y+82=0 =3z =0 T = _
(A-2D)X =0 < { —2x+y—22=0 < { —2z+y—22=0 < {y:2z e X=z ?

Il s’ensuit que ’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 2 sont les vecteurs

0
X =z 2 , z € Cyp.
1
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Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 3. On doit trouver les vecteurs
x
X=1y
z
(A-31)X =0;

4 -4 8 4x — 4y + 8z
(A-31)X = -2 0 -2 |X= —2x — 2z
-5 4 -9 -5z + 4y — 9z

on a (on fait disparaitre le terme en y)

4r — 4y +82=0 Ly +2:=0 _ -1
(A-31)X =0 & —2¢-2:=0 & {”C yreE= & {Z:iz & X=z 1 |.

non nuls tels que

comme

—x—2z=0 r=7z
Il s’ensuit que I’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 3 sont les vecteurs

—1
X==z 1 , z € Cyp.
1

7) Les valeurs propres de la matrice

L:<1}4 g)

sont 2 et —1.
En effet, le polynéme caractéristique de L est
1-Xx 8 2
det (L — A1) = 14— =1=-XN(N—-2=XX-2A-2=A-2)(A+1).

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 2. On doit trouver les vecteurs
(V)
y
(L —21)X = 0;
(-1 8 _ [ —z+8y
(L-2)X = ( /4 -2 )X_ ( z/4—2y )

(L-2D)X =0 & z=8 <& X:x(?).

non nuls tels que

comme

on a

Il s’ensuit que ’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 2 sont les vecteurs

XZC(?), c € Cg.

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre —1. On doit trouver les vecteurs
(V)
y

non nuls tels que
(L-(-1))X =(L+1)X =0;
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comme
_ 2 8 _( 2z+38y
(L+1)X*(1/4 1)X*(m/4+y)’

(L+1)X =0 & z=-4y & X:y(_14).

on a

Il s’ensuit que ’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre —1 sont les vecteurs

X:C<_14>, c € Cp.

8) Les valeurs propres de la matrice stochastique vue précédemment, a savoir la matrice

o _ (0.95 0,03
0,05 0,97
sont 1 et 0,92.
Simplifions les calculs en posant a = 0,95, b = 0,03. On a alors

a b
Tﬁ(l—a 1—b)

‘:)\27(a+1fb))\+a(1fb)fb(1fa):)\2f(afb+l))\+afb.

donc

det (T — A1) = ‘iii 172’7/\
Cela étant, le réalisant (discriminant) du polynéme A — A% — (a — b+ 1)\ + a — b est égal &

(a—b+1)2—4(a—b) = (a—b)?+2a—-b)—4(a—b)+1 = (a—b)?—2a—-b)+1 = (a—b—1)2.
Comme a — b — 1 est négatif, on obtient finalement que les valeurs propres cherchées sont les réels

a—b+1 4+ (1+b—a) a—b+1 — (1+b—a)
5 =1 et 2 = a

—b = 0,92

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 1. On doit trouver les vecteurs
*=(3)
Yy
(T—1)X =0;
_(a—1 b _f (a—Dz+by
(T_l)Xi(lfa fb>X7((lfa):tfby ’

T-1)X=0 & (l-az=by < X:“:((lfla)/b)'

I1 s’ensuit que I'ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont les vecteurs

b 0,03
X—c( l—a) = c( 0.05 ), ce Co.

Cherchons les vecteurs propres associés a la valeur propre 0,92 = a—b. On doit trouver les vecteurs
(V)
y

(T - (a—b)1)X = 0;

non nuls tels que

comme

on a

non nuls tels que

comme

(T-(a_b)l)xz(lfa lfa)x,
o T-@-bLX=0 & z=y & X:x(})

Il s’ensuit que ’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre a — b = 0,92 sont les

vecteurs
X =c < } ) , ce€Cp.
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1.9.4 Retour aux matrices stochastiques

Maintenant que ’on sait ce que sont valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice
carrée, on revient au traitement du probleme posé précédemment, modélisé par des matrices
stochastiques.

Rappelons et complétons tout d’abord les définitions.

Définition 1.9.6. — Une matrice stochastique est une matrice carrée dont les éléments

sont des réels positifs et dont la somme des éléments de chaque colonne est égale a 1.

— Un vecteur de probabilité est un vecteur dont les éléments sont des réels positifs et de
somme €égale a 1. Une matrice stochastique est donc une matrice dont les colonnes sont
des vecteurs de probabilité.

— Une matrice stochastique est dite réguliere lorsque 'une de ses puissances posséde des
éléments qui sont tous strictement positifs>.

— Si T est une matrice stochastique et Xy un vecteur de probabilité, la chaine de Markov
associée est la suite de vecteurs

Xo, X1 =TXy, Xo=TX, =T?X,, ...

Propriété(s) 1.9.7 (Matrices stochastiques). 1. SiT est une matrice stochastique et X un
vecteur de probabilité, alors le vecteur T X est encore un vecteur de probabilité.

2. Si T est une matrice stochastique et si k est un naturel, alors T* est encore une matrice
stochastique.

3. Une matrice stochastique posséde toujours la valeur propre 1 et toutes les valeurs propres
sont de module inférieur ou égal a 1.

Preuve. Supposons que les matrices (et les vecteurs) soient de dimension n.
1) Quel que soit j € {1,...,n}, on a (T'X); = > ;. 1(T);x(X)r donc les éléments de TX
sont des réels positifs. De plus, leur somme vaut 1 car on a

n n

(T)jk(Xk =D (X [ D M | =D (X =1

j=1 j=1k=1 k=1 j=1 k=1

2) Procédons par récurrence. On suppose que T' est une matrice stochastique. Montrons alors
que si k est un naturel tel que la matrice T% soit stochastique, alors la matrice T#*! Iest aussi.
On pourra alors conclure.

De fait, si on désigne par Ci,...,C), les colonnes de T*, la matrice T**! est

c’est-a-dire que les colonnes de TFF! apparaissent comme résultant du produit de la matrice
stochastique T et des vecteurs de probabilité C4,...,C,. Vu ce qui précede, il s’agit donc de
vecteurs de probabilité et on conclut.

3) Si X est le vecteur colonne dont tous les éléments sont égaux a 1, alors on a TX = X ,
par définition des matrices stochastiques. Le nombre 1 est donc valeur propre de f, donc de T’
puisque ces matrices possedent les mémes valeurs propres.

Soit maintenant une valeur propre quelconque A de T' et soit un vecteur propre X de T relatif

3. On va démontrer que toute puissance d’une matrice stochastique est encore une matrice stochastique.
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a celle-ci. Si k € {1,...,n} est tel que |(X)r| =sup{|(X);| : 1 <j <n} alors [(X)g| # 0 et

n

1 1|5 1 7
M = 190 = g (X)) = oy [ D0
1

IN

IA
(]
G1
K
[
—_

O

Propriété(s) 1.9.8 (Chaines de Markov). 1. Ezemple des matrices de dimension 2. Soit
T une matrice stochastique, a savoir

a b
T—<1—a 1—b>
avec a,b € [0,1]. Alors

(1) les valeurs propres de T' sont les réels 1 et a — b,

(2) sia—b # 1, il existe un unique vecteur de probabilité qui soit un vecteur propre relatif
a la valeur propre 1,

(8) si la — b| < 1, pour toute condition initiale X (vecteur de probabilité), la suite T*X
(k € No) converge vers l'unique vecteur de probabilité qui soit un vecteur propre relatif d
la valeur propre 1.

2. Soit T une matrice stochastique réguliére. Alors
(1) la valeur propre 1 est de multiplicité 1 et il existe un unique vecteur de probabilité qui
soit un vecteur propre de valeur propre 1,
(2) pour toute condition initiale X (vecteur de probabilité), la suite T*X (k € Ng)
converge vers l'unique vecteur de probabilité qui soit un vecteur propre de valeur propre
1.

Preuve. 1) Vu la définition, toute matrice stochastique peut effectivement s’écrire de maniere
annonceée.
(1) Par un calcul direct, on obtient

a— A b
det(T'— A1) = det(l—a 1_{)_)\)

a— A b
= th(1—a+a—A 1—b—A+b)
a— A\ b
= th<1—A 1—A>
a—M\ b
= (1—)\)det< 1 1>
= (1= ((a=b)-1),

d’ou la conclusion du premier point.
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2) Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 1 sont les vecteurs non nuls v tels
prop prop y

(1= %) ()=

(a—1)z+by=0.

que

ou encore tels que

Comme les coefficients a — 1 et b ne sont pas simultanément nuls, il s’agit donc des vecteurs

()(sts) ree

Si un tel vecteur est de probabilité, alors on a rb+r(1—a) =1 donc r =1/(1—a+b), donc on a
I'unicité. Par ailleurs, le vecteur propre obtenu en prenant cette valeur de r est bien un vecteur
de probabilité. Donc on conclut pour le point (2).

(3) Désignons par Xy le vecteur propre de probabilité relatif a la valeur propre 1 et désignons
par Y un vecteur propre relatif a la valeur propre a — b. Si X est un vecteur quelconque de
probabilité, alors il existe des complexes c, ¢’ tels que

X =cXo+ Y.
On applique alors successivement la matrice T aux deux membres de ’égalité et on obtient ainsi
TEX = cXo+ d(a — b)*Y

quel que soit le naturel k. Comme |a — b| < 1, on en déduit que la suite T*X (k € Ng) converge
vers c¢Xg. Pour conclure, il reste donc & montrer que ¢ = 1. De fait, si on désigne par «a, 3 les
éléments de Y et par xg, yo les élements de X, comme T*X est un vecteur de probabilité quel
que soit k, on a

clzo+yo) +(a—b)*(a+B) =1, k € Ny.

Comme la suite (a —b)* (k € Ng) converge vers 0 et comme xg +yo = 1, on en déduit que ¢ = 1
et on conclut.

2) Admis. O

Cela étant, reprenons ’exemple introductif (mouvement de population ville-faubourg).

La modélisation détermine une matrice stochastique. Les calculs faits précédemment (cf
exemples de recherche de valeurs propres et de vecteurs propres) on conduit a trouver que les
vecteurs propres de valeur propre 1 sont les vecteurs

b 0,03
X_C<1—a> = c<0705>, c € Cp.

Parmi ces vecteurs, celui qui est de probabilité est celui ot ¢ = 1/(0,0340,05) = 1/0, 08 vecteur.

On obtient donc
¥ 0.03/0,08 B 3000/8000 \ [ 0,375
- 0,05/0,08 N 5000/8000 0,625 )7
Ainsi, a partir d'une population de départ quelconque de 1 000 000 d’habitants, on évolue vers

une population de

375 000 habitants en ville et 625 000 habitants dans les faubourgs.



1.9. VECTEURS PROPRES, VALEURS PROPRES, DIAGONALISATION 33

1.9.5 La diagonalisation des matrices carrées

Définition 1.9.9. Une matrice A est diagonalisable s’il existe une matrice inversible S de méme
dimension telle que la matrice S~ AS soit une matrice diagonale.

Définition 1.9.10. Si la matrice inversible S est telle que S~'AS est une matrice diagonale,
on dit que S diagonalise A.
Diagonaliser A consiste ¢ déterminer S et la matrice diagonale correspondante S™1AS.

En fait, quand on sait que A est diagonalisable, trouver les éléments diagonaux de S~'AS
est simple, comme on va s’en rendre compte tout de suite. Construire S n’est pas difficile non
plus mais nécessite davantage de calculs.

Cependant, il n’est pas possible de diagonaliser toutes les matrices, comme nous allons le
voir.

Identifions les éléments diagonaux de la matrice S~'AS lorsque celle-ci est diagonale.

Propriété(s) 1.9.11. Si S est une matrice inversible telle que S~ AS est une matrice diagonale,
alors les éléments diagonaux de cette matrice diagonale sont les valeurs propres de A.

Preuve. On sait que les valeurs propres d’une matrice B sont les zéros du polynéome A —
det(B — A1) et que les valeurs propres d’'une matrice diagonale sont les éléments diagonaux de
celle-ci. Pour prouver le résultat annoncé, il suffit donc de montrer que les matrices A et S~tAS
ont le méme polyndéme caractéristique.

De fait, on a

det (STTAS — A1) = det (STTAS — AS'19)
= det (S71(4 - A1)9)
= det (S71) det(A — A1) det(S9),

la derniere égalité étant obtenue par le fait que le déterminant d’un produit de matrices carrées
de méme dimension est égal au produit des déterminants des matrices. Ensuite, encore a cause
de cette propriété et du fait que S71S =1, on a 1 = det(S~!) det(S) donc finalement

det (ST'AS — A1) = det (S7!) det(A — A1) det(S) = det(A — AL).
O

Venons-en maintenant a une autre propriété de la diagonalisation, laquelle va fournir un
critere de diagonalisibilité.

Commencons par établir une propriété de manipulation de certaines égalités matricielles,
lesquelles seront bien utiles pour obtenir la caractérisation de la diagonalisabilité d’une matrice
carrée.

Propriété(s) 1.9.12. Soit une matrice carrée A de dimension n. Notons Ay, ..., A, ses valeurs
propres et X1, ..., X, des vecteurs propres associés a celles-ci, respectivement. Si .S est la matrice
carrée de dimension n dont les colonnes sont respectivement X1, ..., X, alors on a l’égalité

AS = Sdiag(Mi, ..., ).

Preuve. D’une part, par définition du produit matriciel, AS est la matrice dont les colonnes
sont AXq,...,AX,, ou encore \1Xq,..., A\, X, puisque X est vecteur propre de valeur propre
Ak quel que soit k € {1,...,n}.
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D’autre part, par définition du produit matriciel encore, la matrice S diag(A1, ..., A,) a pour
vecteurs-colonnes les vecteurs

0
0
S M A 2 la ligne numéro k,
0
0
c’est-a-dire les vecteurs \p Xy (K =1,...,n).
Les matrices AS et Sdiag(Ai,...,\,) ayant les mémes colonnes, elles sont égales. [

Propriété(s) 1.9.13. Si S est une matrice inversible telle que S~ AS est une matrice diagonale,
alors les colonnes de S sont des vecteurs propres de la matrice A.

Si S est une matrice dont les colonnes sont des vecteurs propres de A et qui est inversible,
alors la matrice S~YAS est une matrice diagonale.

Preuve. Si
STLAS = diag(\i,..., \),

on a aussi

AS = Sdiag(\, ..., \),

ce qui montre que les colonnes de S sont des vecteurs propres de A vu la forme des colonnes de
la matrice du membre de droite de 1’égalité.

Réciproquement, si S est une matrice dont les colonnes Xi,..., X, sont des vecteurs non
nuls tels que AX; = A\ X} pour tout k =1,...,n, alors on a

AS = Sdiag(A1,..., ).
Des lors, si S est inversible, on obtient bien que S~'AS est une matrice diagonale. [J

De ce qui précede on déduit alors le critere suivant.

Propriété(s) 1.9.14. Une matrice de dimension n est diagonalisable si et seulement s’il existe
des vecteurs propres X1,..., X, tels que la matrice formée par ceuzx-ci soit inversible.

Il est utile de se rappeler ici la propriété 1.9.5, laquelle implique alors qu’une matrice dont
les valeurs propres sont distinctes est toujours diagonalisable.

Voici en détail ce qui se passe pour les matrices de dimension 2.

Deux cas peuvent se présenter. Dans le cas ol les valeurs propres de la matrice sont distinctes,
la matrice est diagonalisable. Dans le cas ou on a une valeur propre double, la matrice est
diagonalisable si et seulement si elle admet deux vecteurs propres qui ne sont pas multiples I'un
de 'autre.

Et voici en détail ce qui se passe pour les matrices de dimension 3.

Ici, on a davantage de situations différentes.
(1) Dans le cas ou les valeurs propres de la matrice sont distinctes, la matrice est diagonalisable.
(2) Dans le cas ou une valeur propre est double, la matrice est diagonalisable si et seulement
si elle admet deux vecteurs propres relatifs a la valeur propre double qui ne sont pas multiples
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I'un de l'autre.

(3) Dans le cas ou la matrice admet une valeur propre triple, la matrice est diagonalisable si et
seulement si elle admet trois vecteurs propres relatifs a la valeur propre triple qui forment une
matrice inversible lorsqu’on les place sur les colonnes de cette derniéere.

1.9.6 Exemples

Reprenons les exemples de matrices donnés précédemment. Pour chaque cas, on demande si
la matrice est diagonalisable et si la réponse est oui, on demande de la diagonaliser.

(Vo)

a comme valeurs propres les nombres 1 et —1. Les deux valeurs propres étant simples, cette matrice est diagonalisable.

Les vecteurs
X1 = Xo =
1 1 ) 2 1

sont respectivement des vecteurs propres de valeur propre 1 et —1. La matrice

s=(1 1)

1) La matrice A

est telle que

2) La matrice A
0 -1
1 0

a comme valeurs propres les complexes i et —i. La matrice est donc diagonalisable car elle est de dimension 2 et posséde

deux valeurs propres distinctes.
7 —1
w=(1) = (0)

Les vecteurs
sont respectivement des vecteurs propres de valeur propre ¢ et —i. La matrice

est telle que

3) La matrice A

0 1
0 0
a la valeur propre double 0.
L’ensemble des vecteurs propres de valeur propre 0 sont les vecteurs qui s’écrivent

x(2)=e(1). sece
(o)

deux vecteurs propres sont donc toujours multiples 'un de I'autre. Il s’ensuit que la matrice A n’est pas diagonalisable.

Ils sont tous multiples du vecteur

4) La matrice A
0 1 0
0 1 0
0 0 O

a les valeurs propres 0 et 1 (valeur propre double 0 et valeur propre simple 1).
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L’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre double 0 sont les vecteurs

1 0
X==z 0 +z[ O ,  x,z € C,non simultanément nuls.
0 1

En particulier, les vecteurs

1 0
0 1, 0
0 1
sont des vecteurs qui ne sont pas multiples 'un de 'autre.
Le vecteur
1
X = 1
0
est un vecteur propre relatif a la valeur propre simple 1.
Il s’ensuit que la matrice de départ est diagonalisable et que
1 1 0
S = 1 0 O
0 0 1
est inversible et telle que
1 0 0
s7tas=| 0 0 o0
0 0 O

5) La matrice A

S O =
O o=
= o O

a 1 comme valeur propre (valeur propre triple).

L’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont les vecteurs

1 0
X=z| O +2z| 0 |, =z,z€C non simultanément nuls.
0 1

Trois vecteurs propres forment donc toujours une matrice dont le déterminant est nul. La matrice de départ n’est donc pas
diagonalisable.

6) Les valeurs propres de la matrice A

T -4 8
-2 3 =2
-5 4 -6

sont —1,2, 3. Ces valeurs propres étant toutes distinctes, la matrice est diagonalisable.
Les vecteurs

1 0 -1
X1 = 0 , Xo= 2 , X3= 1
—1 1

sont respectivement des vecteurs propres associés aux valeurs propres —1, 2, 3. Il s’ensuit que

1 0o -1
S =(X1,X2,X3) = 0o 2 1
-1 1 1
est inversible et telle que
-1 0 0
S7tAs=| 0 2 0
0o 0 3

1.10 Application : découplage d’équations différentielles

Nous allons expliquer comment la diagonalisation peut étre utile dans la résolution d’équations
différentielles couplées (Exemple des modes normaux de vibration).
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1.10.1 Introduction

Considérons 3 masses vibrantes situées sur I'axe X (on peut voir cette situation comme celle
de trois atomes vibrant entre eux). On repére les masses par leur déplacement z1,x2,x3 par
rapport a leur position d’équilibre. La physique indique que ce sytéme est régi par les équations
différentielles suivantes (t=variable temporelle, m, M, k constantes strictement positives)

DQCL‘l = —ﬁ(xl — I‘Q)
D2wy = —E(xy—m1) — E(wy — 23)
Dzl‘g = *%(%3 — 332).
k k

o o m e

- - o

x x X

1 2 3

Le but est de déterminer la maniére dont les masses vibrent entre elles, ¢’est-a-dire la forme
des solutions x(t), z2(t), x3(t), t étant la variable temporelle.

1.10.2 Résolution

Le systeme précédent peut s’écrire sous la forme

_k K 0
T M M T
2 — k  _2k Kk
D xI9 = m m m T2 . (1.1)
x k  _k T
3 0 A7 7 3
Posons
_k Kk 0
M M
A= k _2 Kk
- m m m
k k
0 & —wm

Essayons de diagonaliser cette matrice (cela conduira & un découplage des équations).

En remplacant d’abord la premiere colonne par la somme des trois colonnes, puis en faisant
une mise en évidence et enfin en remplacant les deuxiéme et troisiéme lignes par la différence
entre ces lignes et la premiere, on obtient

N S !
k 2k k _ 2k k
mo Tm A w = | A A W
k k k k
0 — k) O A
k
1k 0
_ 2k k
= —A|1 —Z_y Ok
k k
k
7 0
_ 2k k k
= MO0 —F-w-A n
0 —k A
k
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Les valeurs propres de cette matrice sont donc

k k 2k
"M M om’
Comme ces valeurs propres sont distinctes, la matrice est diagonalisable.
Les vecteurs propres X relatifs & la valeur propre 0 vérifient

_k E 0
M M
k 2k k _
m Tmom | X=0
k k
O o —m
Si
x
X = Y
z
cette équation est équivalente au systeme
T=y
r—2y+2z=0
y==z

ou encore au systéme
x=y
Y=z
Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 0 s’écrivent donc

1
c| 1 ]|, ¢=constante # 0.
1

Les vecteurs propres X relatifs a la valeur propre —k/M vérifient

0 £ 0
k 2k k k —
m Tm T om | X=0
0 X 0
Si
T
X=1|y
z

cette équation est équivalente au systeme

y=0
Err(-Z 4+ EBy+Ea=0

ou encore au systeme

—
[SEIN
I
I
8
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Les vecteurs propres s’écrivent donc

c 0 , ¢ = constante # 0.
-1

Les vecteurs propres X relatifs a la valeur propre —k M — 2k m vérifient

2k k
m 0
k k k _
m M om | X=0
0 £ 2k
M m
Si
i
X = Y
z

cette équation est équivalente au systeme

%:ﬂ+ﬁy:0
Eot Ey+LEz=0
Ey+ =0

ou encore au systéme

{ r=z
y=—2w
Les vecteurs propres s’écrivent donc
1
c Qé\f , ¢ = constante # 0.
1
On a donc
0 O 0
_ o1 _ k
A=85"AS=| 0 —4; 7}{02]C
0 0 -
avec
1 1 1
_ —2M
S=11 0 -
1 -1 1
Si on pose

Y3 z3

le systeme (1.1) est alors équivalent au systéme

Y1 r1
yo | =S| a2

39
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lequel s’écrit encore

D*y; = 0
Dzw _ _%kw 2%
D%ys = —(37 + 37)ys-

On constate donc que les équations sont maintenant découplées et que chacune d’entre elles
se résout aisément (puisque c’est une équation différentielle linéaire a coefficients constants
homogene d’ordre 2).

Résolution de D?y; = 0.
L’ensemble des solutions réelles de cette équation est I’ensemble des fonctions qui s’écrivent

yl(t)=T1t+T2, teR
ou 71,72 € R sont des constantes réelles arbitraires.

Résolution de D2y, = —ﬁyg.

On a

k k
Dy = ——ys & D’y + = 0.

M?&
L’ensemble des solutions de cette équation est ’ensemble des fonctions qui s’écrivent

ya(t) = cre'Vv KIME 4 pe™tVE/ME 4 c R

ou ci,co € C sont des constantes complexes arbitraires; ’ensemble des solutions réelles est
I’ensemble des fonctions qui s’écrivent

ya(t) = ricos(\/k/M1t) +rosin(/k/Mt), teR
ou r1,r2 € R sont des constantes réelles arbitraires.

Résolution de D?ys = — (& + 2&)ys.
On a

ko 2k ko 2k
D?ys=— | — + = & D? — 4+ =) ys=0.
ys <M+m>y3 y3+<M+m>y3

Ce cas est analogue au précédent. L’ensemble des solutions réelles est I’ensemble des fonctions
qui s’écrivent
y3(t) = r1cos(\/ k/M + 2k/mt) + rosin(\/k/M + 2k/mt), te€R

ou r1,r2 € R sont des constantes arbitraires.
Finalement, les solutions x1, z9, z3 sont données par

x1 Y1
T2 = S| »
z3 Y3
11 1 n
_ —oM
1 -1 1 Ys
1 1 1
= | 1 |+y| 0O |+ys| —2M/m
1 -1 1

ou y; ne fait intervenir que la fréquence nulle, y, ne fait intervenir que la fréquence \/k/M
et y3 ne fait intervenir que la fréquence /k/M + 2k/m. Ces fréquences sont appelées modes
normaux de vibration.
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1.10.3 Conclusion

Le mouvement des trois masses, déterminé par le vecteur de fonctions (du temps)

T
T2
T3

apparait donc comme une superposition de trois « mouvements fondamentaux >, chacun faisant
intervenir un mode normal :

1 1 1
(@)yr [ 1 ) y2{ O (c)ys | —2M/m
1 -1 1

qui correspondent respectivement aux mouvements suivants

(a) x1 =z =23 :
les masses bougent sans vibration entre elles

(b) x1 = —x3, 22 =0
immobilité de la masse centrale et mouvement opposé des masses extrémes

(¢) x1 = x3, ®og = —2M/m x3 :
méme mouvement pour les masses extrémes et mouvement opposé pour la masse centrale.
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Chapitre 2

Fonctions de plusieurs variables

2.1 Introduction, définitions, représentations

Jusqu’a présent, nous avons considéré des fonctions d’une variable réelle. Nous allons a
présent introduire et étudier les fonctions qui dépendent non plus d’une seule, mais de plusieurs
variables réelles. Dans un premier temps, nous n’envisagerons que le cas ou ces fonctions sont a
valeurs réelles et dépendent de deux ou trois variables réelles.

2.1.1 Définitions, représentations
Définitions et premiers exemples

Définition 2.1.1. Une fonction de deux variables réelles a valeurs réelles est une loi qui a tout
point d’un sous-ensemble de R? (c’est-a-dire du plan) associe un nombre réel. On écrit

f i+ A=R (z,y)~ f(z,y).

L’ensemble des points du plan o f est défini est appelé domaine de définition de f (et est noté
dom(f)) et ensemble des valeurs de f, c’est-a-dire l'ensemble de R {f(z,y) : (x,y) € dom(f)},
est appelé image de f.

Une fonction de trois variables réelles a valeurs réelles est une loi qui a tout point d’un sous
ensemble de R® (c’est-a-dire de I’espace) associe un nombre réel. On écrit

[+ A=R (z,y,2) = f(z,y,2).

L’ensemble des points de l'espace ot f est défini est appelé domaine de définition de f (et est noté
dom(f)) et ’ensemble des valeurs de f, c’est-a-dire l'ensemble { f(x,y,2z) : (x,y,z) € dom(f)},
est appelé image de f.

Voici quelques exemples de fonctions de plusieurs variables rencontrées de facon usuelle.
— Aire d’un rectangle de cotés x,y :

A(z,y) = zy
— Volume d’un parallélépipede de base rectangulaire (de cotés x,y et de hauteur z) :
Viz,y,z) =zyz

— Dans un repére orthonormé, la distance entre un point P de coordonnées (x,y,z) et
I'origine des axes s’exprime par

d(w,y,2) = [OP|| = Vaz+y7+ 22

43
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— Force gravitationnelle exercée par le soleil (supposé étre a 'origine des axes) sur une
masse unitaire située au point de coordonnées (z,y, z) :

Cc

F(x7yaz):x2+y2+zg

(c est une constante strictement positive).
Représenter une fonction d’une variable réelle a valeurs réelles, c’est représenter son graphe,
a savoir l’ensemble

{(z, f()) = @ € dom(f)}.

Pour cela, on utilise (le plus souvent) un repere orthonormé du plan et on représente les points
de coordonnées cartésiennes (z, f(x)) lorsque z varie dans le domaine de f.

La représentation graphique de f s’appelle une courbe. Il s’agit de la courbe d’équation
cartésienne y = f(x). On utilise le terme < courbe > car, par définition, une courbe est un
ensemble de points décrits a ’aide d’une seule variable réelle.

De fagon analogue, représenter une fonction de deux variables réelles, a valeurs réelles, c’est
représenter I’ensemble

{(@,y, f(z,9)) : (2,y) € dom(f)}.

Pour cela, on utilise un repere orthonormé de 1’espace et on représente les points de coordonnées
cartésiennes (x,y, f(x,y)) lorsque (z,y) varie dans le domaine de f.

La représentation graphique de f s’appelle une surface. Il s’agit de la surface d’équation
cartésienne z = f(x,y). On utilise le terme < surface > car, par définition, une surface est un
ensemble de points décrits a ’aide de deux variables réelles.

Si on désire suivre le méme processus, représenter une fonction de trois variables réelles &
valeurs réelles n’est plus possible : on devrait pouvoir représenter un ensemble de <« quadru-
plets > (z,y, z, f(z,y,2))! Pour avoir une idée du comportement des valeurs de la fonction, on
en considere alors des surfaces de niveau, lesquelles sont définies dans ce qui suit.
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Courbes de niveau

Pour donner une idée de f, fonction de deux variables réelles, pour en utiliser certains
éléments, en d’autres termes pour examiner des propriétés de la surface qui représente f, on
introduit la notion de courbe de niveau.

Si f est une fonction de deux variables et si r appartient a 'image de f, ’ensemble

{(z,y) € dom(f) : f(z,y) =1}

s’appelle une courbe de niveau de f. Le terme courbe est encore employé ici car il s’agit de
points qui sont décrits a I'aide d’une seule variable réelle.

Sur une carte, ce que 1’on appelle <« courbe de niveau > est I’ensemble des points de la carte
qui sont situés & une méme altitude. Si f(z,y) désigne laltitude au point de coordonnées (z,y),
si h est une constante positive (une altitude donnée), il s’agit bien de ’ensemble des points
ou f(x,y) = h, ce qui justifie 'appellation. De méme, les isothermes d’une région (resp. les
isobares), sont des courbes de niveau : ce sont les points (du sol, par exemple) qui ont une méme
température (resp. pression atmosphérique).

Voici la représentation graphique d’une fonction de deux variables et des représentations de
courbes de niveau (la représentation des courbes avec divers niveaux de gris est la méme que
celle de la voisine mais les niveaux de gris permettent d’augmenter I'information : plus la valeur
de la fonction est grande, plus le gris est clair). Sur les premieéres courbes, la différence entre les
divers niveaux représentés est constante ; ce n’est pas le cas sur les secondes.
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Remarquons que la représentation graphique d’une fonction f d’une variable est une courbe
de niveau. En effet, si on pose g(z,y) =y — f(x), on a

g(r,y) =0 & y=f(v)

donc la représentation de f est une courbe de niveau de g(z,y) =y — f(z).

Exemples

Dans ce qui suit, les représentations a trois dimensions sont toujours faites dans un syteme
du type représenté ci-dessous. Nous avons omis les axes afin de ne pas alourdir les figures.

z

1) Représentation graphique de (z,y) — f(x,y) = cos(y) et de courbes de niveau (avec
méme différence entre les niveaux).

T

2) Représentation graphique de (z,y) — f(x,y) = In(z% + y?) et de courbes de niveau (avec
méme différence entre les niveaux).

Surfaces de niveau

Pour donner une idée de f, fonction de trois variables réelles, on introduit la notion de surface
de niveau.
Si f est une fonction de trois variables et si r appartient a I'image de f, 'ensemble

{(z,y,2) e dom(f) = f(x,y,2) =1}

s’appelle une surface de niveau de f. Le terme surface est encore employé ici car il s’agit de points
qui sont décrits a ’aide de deux variables réelles. Pour donner une idée de la représentation d’une
surface de niveau, on effectue souvent I'intersection de cette surface avec des plans orthogonaux
aux axes X, Y, Z. Ces intersections sont appelées traces de la surface sur les plans.
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Par exemple, si f(z,y,2) désigne la température au point de coordonnées (z,y,z) d'une
région de lespace, la surface de niveau d’équation f(x,y,z) = c est la surface sur laquelle la
température est constante et vaut c; elle est appelée surface isotherme. De méme, si V(z,y, 2)
désigne le potentiel (électrique) au point de coordonnées (x, y, z), la surface de niveau d’équation
V(z,y, z) = c est appelée surface équipotentielle.

Remarquons que la représentation graphique d’une fonction f de deux variables est une
surface de niveau. En effet, si on pose g(z,y,2) = z — f(x,y) alors

9(z,y,2) =0 & z=f(z,y);

des lors la représentation graphique de f est une surface de niveau de g(z,y,2) = z — f(z,y).

Surfaces quadriques

Dans 'espace, les surfaces de niveau d’une fonction polynomiale du second degré (en toutes
les variables)

f(x,y,2) = an12® + azy® + azsz® + a197y + a1372 + aszyz + bz + bay + bzz + ¢

ot les a;j, b;, c sont des réels tels que les a;; ne soient pas tous nuls s’appellent surfaces quadriques.

Tout comme dans le cas des coniques du plan, on montre qu'un changement de repere adéquat
permet de ramener 1’équation cartésienne f(z,y,z) = 0 & une forme canonique (en fait il s’agit
de changer de repere de telle sorte que la matrice qui représente la quadrique ait une forme
diagonale ; dans ce cas, dans 1’équation cartésienne obtenue, il n’y a plus de terme du second
degré faisant intervenir deux variables distinctes). Les différents types d’équations canoniques
figurent dans la liste exhaustive suivante. On classe alors les quadriques en quadriques du type
elliptique, hyperbolique, parabolique; si I’on excepte les cas ou la quadrique dégénere en plans,
il existe 9 types de quadriques.

Une aide a la représentation d’une quadrique consiste a considérer les traces de cette surface
dans des plans orthogonaux aux axes (c’est-a-dire les intersections de la surface avec des plans
orthogonaux aux axes) !.

— | Ellipsoide | : surface d’équation

1,2 y2 22

ou a, b, c sont des réels strictement positifs.

1. 1l s’agit en fait aussi de courbes de niveaux (mais les différents niveaux ne se prennent plus uniquement
selon Z, mais aussi selon X,Y.
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La trace de cette surface sur un plan orthogonal & I’'un des axes de coordonnées est vide
ou est une ellipse. Par exemple, si z = r avec r €] — ¢, [ alors la trace correspondante a
pour équation i—; + zg_j =1- 2—; ; ceci est bien I’équation d’une ellipse.

Lorsque a = b = ¢, l'ellipsoide est une sphere de rayon a (ensemble des points qui sont
situés a une distance a de lorigine).

— | Paraboloide elliptique | : surface d’équation

oua>0,b>0,p€Ry.

La trace sur un plan orthogonal a I’axe Z est vide ou est une ellipse. La trace sur un plan
orthogonal a 'axe X (ou Y') est une parabole.

— | Cylindre elliptique‘ : surface d’équation

562 y2
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La trace sur un plan orthogonal a I’axe Z est une ellipse. La trace sur un plan orthogonal
a l'axe X (ou Y) est vide ou formée de deux droites paralleles.

— | Hyperboloide a une nappe | : surface d’équation cartésienne

22 . 2 22
a2 b2 2

ol a, b, c sont des réels strictement positifs. 4

La trace sur un plan orthogonal a I’axe Z est une ellipse ; la trace sur un plan orthogonal
a l'axe X (ou & l'axe Y') est une hyperbole.

— | Hyperboloide a deux nappes‘ : surface d’équation cartésienne

22 2 2
a2 b2 2

ou a, b, c sont des réels strictement positifs. , Z

/

La trace sur un plan orthogonal & 'axe Z est vide ou une ellipse; la trace sur un plan
orthogonal a 'axe X (ou & l’axe Y') est une hyperbole.

— : surface d’équation

2 2 2
X
72+y7_27:()
a b2 2

ou a, b, c sont des réels strictement positifs.
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La trace sur un plan orthogonal a I'axe Z ne passant pas par 'origine est une ellipse; la
trace sur le plan d’équation z = 0 est 'origine. La trace sur un plan orthogonal a I'axe
X (ouY) est formée par deux droites sécantes si le plan passe par l'origine et est une
hyperbole dans les autres cas.

— ‘Parabolo’ide hyperbolique | : surface d’équation cartésienne

oua,b>0etpeRy.

La trace sur un plan orthogonal & ’axe Z ne passant pas par l'origine est une hyperbole;
la trace sur le plan d’équation z = 0 est formée par 'union de deux droites sécantes. La
trace sur un plan orthogonal & 'axe X (ou Y') est une parabole.

— | Cylindre hyperbolique | : surface d’équation cartésienne

2 2
a b2

ou a, b sont des réels strictement positifs.
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La trace sur un plan orthogonal & I’axe Z est une hyperbole. La trace sur un plan ortho-
gonal a 'axe X (ou Y') est vide ou formée de deux droites paralleles a 'axe Z.

— | Cylindre parabolique‘ : surface d’équation cartésienne

z? = py

ou p est un réel non nul.

VA

La trace sur un plan orthogonal & ’axe Z est une parabole. La trace sur un plan orthogonal
a l’axe X est une droite. La trace sur un plan orthogonal a 'axe Y est vide ou formée de
deux droites paralleles a 'axe Z.

Remarque sur les termes <« elliptique, hyperbolique, parabolique > : le terme elliptique (resp.
hyperbolique) est employé lorsque, dans ’équation canonique, les coefficients devant les termes
du second degré sont de méme signe (resp. de signes différents). Le terme parabolique est utilisé
lorsque, dans ’équation canonique, subsiste un terme du premier degré. Le terme cylindrique
est utilisé lorsque, dans ’équation canonique, une variable est manquante.

2.1.2 Opérations entre fonctions

Comme dans le cadre des fonctions d’une variable réelle, on définit la somme, le produit, le
quotient de deux fonctions de plusieurs variables a valeurs réelles (ou complexes).

Quant a la composition de fonctions (terme plus général que < fonction de fonction >), elle
se définit aussi de maniere analogue. Accordons une attention particuliére a ce point car il est
important lorsque ’on parle de < dérivée partielle, dérivée totale, regle de dérivation en chaine
(< chain rule ») >. Les cours de sciences font abondamment appel & ce genre de technique.

Par exemple, si f est de domaine A C R?, si fi, fo sont & valeurs réelles et définies dans



52 CHAPITRE 2. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

B C R? alors la fonction composée définie explicitement par

F(u,v) = f (fi(u,v), f2(u,v))

est définie dans

{(u,v) €B : (fl(ua U)va(uvv)) € A}

M. 5)

De méme si f est de domaine A C R3, si fi, fo, f3 sont & valeurs réelles et définies dans
B C R alors la fonction composée définie explicitement par

F(t) = f(fi(t), f2(2), f3(2))

est définie dans

{te B : (fi(t), fa(1), f3(t)) € A}.

2.2 Limites, continuité, dérivation

2.2.1 Limites, continuité

La notion de limite s’introduit de maniéere analogue au cas d’une variable.

Les propriétés concernant les combinaisons linéaires, produits, quotients, fonctions composées
sont analogues a celles rencontrées dans le cadre des fonctions d’une variable réelle, de méme
que les propriétés concernant les inégalités (notamment le théoréme de 1’étau).

La continuité s’introduit aussi de la méme maniere que dans le cas des fonctions d’une
variable. Les propriétés sont aussi analogues (opérations entre fonctions : combinaisons linéaires,
produits, quotients, fonctions composées).

Définition 2.2.1. Soit f une fonction définie sur une partie A de R? et soit (z9,y0) € A. On
dit que la fonction est continue au point (xg,yo) si

lim  f(x,y) existe.
(z,y)—=(x0,y0)

Dans ce cas, elle vaut nécessairement f(xg, yo).
On dit que f est continu sur A si cette fonction est continue en tout point de A.

Si f est une fonction définie sur A, [’ensemble des points de A ou elle est continue s appelle
le domaine de continuité de f.

L’ensemble des fonctions continues sur A est noté

Co(A).
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2.2.2 Dérivation
DEFINITIONS

Comme dans le cas des fonctions d’une variable, on travaille dans des ensembles particuliers,
appelés ouverts (se rappeler la raison de ceci?!) : une partie 2 de R? est appelée un ouvert si
tout point de Q2 est le centre d’un rectangle qui reste inclus dans €.

Définition 2.2.2. Soit f une fonction définie sur un ouvert Q de R? et soit (xg, o) € Q.

a) La fonction f est dérivable par rapport a sa premiére variable x en (xo,yo) si la limite

i f(xo + h,y0) — f(x0,90)
h—0 h

existe et est finie. Dans ce cas, cette limite est appelée dérivée partielle de f par rapport a x au
point (xo,yo) et est notée

D, f(zo,y0) ou encore a—f(q:o, yo)  ou encore D1 f(z0,Yy0).
T

Remarquons que les expressions

f(zo + h,y0) — f (w0, 0)

I
hlg(lj h
et
lim f(z,90) — f(z0,0)
T—XTQ r — X

signifient exactement la méme chose (elles ne different que par les notations utilisées).

b) La fonction f est dérivable par rapport a sa deuziéme variable y en (xg,yo) si la limite

im f(zo,y0 +h) — f(xo,y0)
h—0 h

existe et est finie. Dans ce cas, cette limite est appelée dérivée partielle de f par rapport a y au
point (xo,yo) et est notée

0
Dy f(xo,y0) ou encore 8—f(;1:0,y0) ou encore Do f(xo,yo)-
Y

Comme ci-dessus, notons que les expressions

lim f(wo,y0 +h) — f(x0,v0)
h—0 h

et
i f(zo,y) — f(x0,y0)

Y—Yo Y —1Yo

signifient exactement la méme chose (elles ne difféerent que par les notations utilisées).

¢) la fonction f est dérivable sur (ou dans) Q2 si elle est dérivable par rapport a x et par
rapport a y en tout point de (.

2. La définition de la dérivabilité en un point zo demande de considérer la valeur de la fonction en xzo + h (h
réel positif ou négatif, proche de 0); il est donc indispensable que 'on puisse évaluer la fonction en ces points, ce
qui n’est possible que si xp est dans un intervalle ouvert
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Définition 2.2.3. Soit f défini sur A C R?. Le domaine de dérivabilité de f est le plus grand
ouvert inclus dans A tel que f soit dérivable en tout point de cet ouvert.
Si Q est un ouvert de R?, la notation

C1(Q)

désigne l’ensemble des fonctions dérivables dans §2 dont les dérivées partielles sont continues
dans Q. Un élément de cet ensemble s’appelle une fonction continiment dérivable dans (sur) 2.

Bien sur ces définitions se généralisent de fagon tout a fait naturelle pour les fonctions de
plus de deux variables!

Notons aussi que pour bien lever toute ambiguité, on utilise fréquemment des parentheses
supplémentaires : par exemple la valeur de la dérivée de f par rapport a sa premiere variable
au point (s,t) sera notée

(le)(sat)'

PROPRIETES

Les propriétés relatives aux combinaisons linéaires, produits, quotients sont analogues a
celles rencontrées dans le cadre des fonctions d’une variable réelle. La propriété concernant
la dérivabilité et ’expression des dérivées partielles des fonctions composées est un peu plus
complexe. Nous admettrons ce résultat sans démonstration.

Proposition 2.2.4. a) Soient

- f une fonction de deux variables réelles continiment dérivable sur un ouvert U de R?,
- f1, fo deux fonctions d’une variable réelle dérivables sur un ouvert J de R.

Alors la fonction définie par

F(t) = f(f1(2), f2(2))
est dérivable sur I = {t € J: (fi(t), f2(t)) € U} et on a

DF(t) = Dif(X,Y)Dfi(t) + D2f(X,Y)Dfa(t)

avect € I et X = fi(t), Y = fa(t).
b) Soient
- f une fonction de deux variables réelles continiment dérivable sur un ouvert U de R?,
- f1, f2 deux fonctions de deux variables réelles dérivables sur un ouvert V de RZ.
Alors la fonction définie par

F($7y) = f(fl(l',y), f2($,y))
est dérivable sur Q = {(z,y) € V : (fi(x,y), f2(z,y)) € U} et on a

DiF(z,y) = Dif(X,Y)Difi(z,y) + D2f(X,Y) Difo(z,y)

DyF(x,y) = D1f(X,Y)Dafi(z,y) + D2f (X,Y) Dafo(z,y)

avec (x,y) € Q et X = fi(z,y), Y = fa(z, ).
¢) Soient
- f une fonction d’une variable réelle dérivable sur un ouvert I de R,
- g une fonction de deuz variables réelles dérivable sur l'ouvert V de R2.
Alors la fonction définie par

F(x,y) = f(9(z,y))
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est dérivable sur Q = {(z,y) € V : g(x,y) € I} et on a

DZF($7y) = Df(X)DQQ('rvy)

avec (x,y) € Q et X = g(z,y).
d) On a bien sur des résultats analogues pour des fonctions du type f(fi,...,[fn) avec f
fonction de n variables et f1,..., fn fonctions de p variables, a valeurs réelles.

Remarque. Pour avoir la dérivabilité de la fonction composée ET D’expression explicite des
dérivées présentées dans le résultat précédent, il importe de bien vérifier les hypotheéses.

e Il faut remarquer la différence d’hypothese. En effet, lorsque la fonction f est une fonction
d’une variable réelle, on obtient un résultat beaucoup plus fort : la dérivabilité de la fonction
composée est obtenue en supposant f seulement dérivable alors qu’on suppose f contintment
dérivable dans le cas ou il s’agit d’une fonction de plusieurs variables. Ceci n’est pas une faiblesse
de la démonstration (des exemples attestent).

e De méme, il se peut que la fonction composée soit dérivable mais qu’on ne puisse pas utiliser
la < formule » de dérivation des fonctions composées pour trouver la dérivée, des exemples
lattestent.

Voici un exemple.

Soit la fonction F définie explicitement par F(t) = f (ln(t —1),Vt2 — 1) avec f continiment
dérivable dans U =]0,+o0[x]4, +oo[. On demande ot elle est dérivable et l’expression de sa
dérivée.

La fonction ¢ — In(¢t — 1) est dérivable sur |1, +o0[ et la fonction ¢ — vt? — 1 est dérivable
sur {t € R: t? > 1} =] — 0o, —1[U]1, +-00[. L’intersection des domaines de dérivabilité de ces
deux fonctions est donc |1, +o00[. Vu la proposition précédente, la fonction F' est donc dérivable
sur

{t €1, +oo[ : In(t — 1) €]0, oo et /2 — 1 €4, —l—oo[} .

On a In(t — 1) €]0, 400 si et seulement si t —1 > 1 et on a V2 — 1 €4, 400 si et seulement si
t2 — 1 > 16. Les deux conditions sur ¢ sont donc

t>2
t| > V17,

ce qui donne ¢t > +/17. La fonction F' est donc dérivable sur |v/17,4+o00[ et pour tout ¢ dans cet

intervalle, on a
D f(X,Y) tDyf(X,Y)

t—1 Vi —1

DF(t) =
avec X =1In(t — 1) et Y = V12 — 1.

2.2.3 Lien entre dérivabilité et continuité

Dans le cas des fonctions d’une variable réelle, on a démontré qu’une fonction dérivable est
toujours continue. Ce résultat n’est plus vrai dans le cas des fonctions de plusieurs variables
réelles (des exemples permettent de le montrer). Néanmoins on démontre que si une fonction
est contintiment dérivable sur un ouvert Q de R? alors cette fonction y est continue.
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2.2.4 Dérivées multiples

Comme dans le cas des fonctions d’une variable réelle, on peut se demander si les dérivées
d’ordre 1 (c’est-a-dire les dérivées partielles) sont encore dérivables. Comme on est dans le cadre
de plusieurs variables, plusieurs dérivées secondes vont apparaitre. Par exemple, si f est une
fonction dérivable de deux variables réelles, on se pose la question de savoir si les fonctions (de
deux variables réelles)

D1f7 D2f

sont encore dérivables. Si c’est le cas, on introduit alors les fonctions dérivées d’ordre deux
D\D1f = Dif, DsDif, DaDsf = D3f, DiDaf.

Dans beaucoup de cas, on a D1Dyf = Do D1 f mais pas toujours! Néanmoins on démontre
que cette égalité est correcte si la fonction est deux fois contintiment dérivable.

On introduit de manieére analogue les dérivées d’ordre p pour tout naturel p.

On a aussi la propriété suivante : Si, dans les énoncés de la Proposition (2.2.4 ), les fonctions
sont q fois continument dérivables, alors la fonction composée est aussi q fois contindment
dérivable.

2.2.5 Des opérateurs de dérivation fort utiles

En physique (notamment), les opérateurs de dérivation appelés

gradient, divergence, rotationnel

apparaissent a de multiples endroits, comme outils de modélisation de divers phénomenes (flux au
travers de parois, équations de Maxwell en électromagnétisme, équation de la chaleur, des ondes,
...). Il Sagit d’opérateurs faisant intervenir des dérivées partielles et les équations impliquant
celles-ci sont des cas particuliers d’équations aux dérivées partielles, lesquelles sont aux fonctions
de plusieurs variables ce que sont les équations différentielles aux fonctions d’une variable réelle.

Donnons simplement ici la définition de I’opérateur gradient : si f est une fonction dérivable
dans un ouvert €2 de R™ alors le gradient de f est la fonction a valeurs vectorielles

gradf @ z€R"— (Dif(x),...,Dnf(x)).

Dans le cas de deux variables (n = 2), cas régulier (c’est-a-dire qu’on a la dérivabilité requise),
le gradient en un point est un vecteur orthogonal a la tangente a la courbe d’équation f(x,y) = 0
en ce point. Dans le cas de trois variables (n = 3), cas régulier (c’est-a-dire qu’on a la dérivabilité
requise) le gradient en un point est un vecteur orthogonal au plan tangent a la surface d’équation
f(x,y,z) = 0 en ce point. Lorsque n = 2 et que la courbe est le graphique d’une fonction g
(c’est-a-dire f(z,y) = y—g(x)), cela se justifie aisément : les composantes d’un vecteur directeur
de la tangente au point du graphique d’abscisse z est (1, Dg(z)) ; le gradient de f dans ce cas est
(D1f(x,y), Daf (z,y)) = (—Dg(x),1); et on a bien l'orthogonalité des vecteurs de composantes

(=Dg(x),1) et (1, Dg(x)).
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2.2.6 La dérivée directionnelle

En analyse mathématique, la notion de dérivée directionnelle permet de quantifier la varia-
tion locale d’une fonction dépendant de plusieurs variables, en un point donné et le long d’une
direction donnée dans I'espace de ces variables. Dans la version la plus simple, la dérivée direc-
tionnelle généralise la notion de dérivées partielles : on les retrouve en prenant comme directions
de dérivation les axes de coordonnées.

Voici la définition et une propriété qui relie cette dérivée aux dérivées partielles.

Définition 2.2.5. Cas de deux variables. Soit f une fonction définie dans un ouwvert de R?, soit
un point (xo,yo) de cet ouvert et soit un vecteur non nul de composantes (a,b). On dit que f
admet une dérivée dans la direction (a,b) au point (xo,yo) si la limite suivante existe et est finie

lim f(xo + ta,yo + tb) — f(xo, yo)‘
t—0 t

Si on pose u = (a,b), on utilise fréquemment la notation D, f(xo,yo) pour désigner la valeur de
cette limite et on Uappelle la dérivée directionnelle en (xg,y0) dans la direction u.

Cas de trois variables. Soit f une fonction définie dans un ouvert de R®, soit un point
(0, Y0, 20) de cet ouvert et soit un vecteur non nul de composantes (a,b,c). On dit que f admet
une dérivée dans la direction (a,b,c) au point (xo,yo, z0) si la limite suivante existe et est finie

lim f(zo + ta,yo + tb, zo + tc) — f(zo, Yo, 20)
t—0 t )

Si on pose u = (a,b,c), on utilise fréquemment la notation D, f(xo,yo,20) pour désigner la
valeur de cette limite et on l'appelle la dérivée directionnelle en (xg,yo, 20) dans la direction u.

On obtient alors tout de suite un lien entre cette notion et celle des dérivées partielles (qui
en sont bien sur un cas particulier comme on le voit en prenant les vecteurs (1,0), (0,1) dans
le cas de deux variables et (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) dans le cas de trois variables). Clairement,
c’est la dérivation des fonctions composées qui va intervenir ici.
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Proposition 2.2.6. Cas de deux variables. Si Q) est un ouvert de R? et si f € C1(2) alors la
dérivée directionnelle existe en tout point (x,y) de louvert en toute direction (a,b) et on a

Duf(xay) = le(x,y)a + D2f(x7y)b

Cas de trois variables. Si Q2 est un ouvert de R? et si f € C1(Q) alors la dérivée directionnelle
existe en tout point (x,y,z) de l'ouvert en toute direction (a,b,c) et on a

Duf(l'ayaz) = le(x,y,z)a + DQf(x7y7Z)b + Dgf(l',y,Z)C-

Preuve. C’est une application du théoreme de dérivation des fonctions composées. En effet
avec

F(t) = f(z+ta,y+1tb),

on a
: fr+t(l, +tb - Z,
= hmw
t—0 t
= DF(0)
= Dif(z,y)a + Daf(x,y)b.
Avec
F(t) = f(z+ta,y+1tb,z +tc),
on a
. flx+ta,y+tbz+tc) — f(x,y,2
= hmw
t—0 t
= DF(0)
= Dif(z,y,2)a + Daf(z,y,2)b + Ds3f(z,y,2)c.
O

Une question qui se pose de facon naturelle dans les modélisations, quand f représente une
grandeur, une quantité ..., est de savoir dans quelle direction cette grandeur, quantité croit ou
décroit le plus vite en un point donné. Autrement dit, on se demande quelle est la direction u
pour laquelle D, f(z,y) (resp. Dy f(z,y,2)) est la plus grande ou la plus petite (on examine en
fait la < vitesse > de variation de f dans une direction).

La propriété suivante® va permettre de répondre & la question.

Propriété(s) 2.2.7. Pour tous points (a,b), (z,y) de R%, on a

laz +by| < Va®+b% a2+ 2,

Iégalité ayant lieu si et seulement si (a,b) est multiple de (z,y) ou (x,y) est multiple de (a,b).
Pour tous points (a,b,c), (x,y,2) de R, on a

lax 4+ by 4+ cz| < Va2 + b2 +c2 /a2 +y2 + 22,

I’égalité ayant lieu si et seulement si (a,b,c) est multiple de (x,y,z) ou (x,y, z) est multiple de
(a,b,c).

3. Cette propriété est un cas particulier de ce que l'on appelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz, dont l'in-
terprétation est claire avec la définition géométrique du produit scalaire.
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Preuve. On l'obtient directement par le calcul.lJ

Revenons maintenant au cas qui nous occupe. Que ce soit dans le cas de deux ou trois
variables, en supposant que le gradient de f en (z,y) (resp. en (x,y,z)) n’est pas nul, les
expressions

Duf(xvy) :le(x,y)a + D2f($7y)b
Duf(xayaz) :le(x,y,z)a + DQf(xvwa)b + Dgf(l',y,Z)C

sont donc bien extrémales lorsque (a,b) (resp. (a,b,c)) est un multiple du gradient de f en
(x,7) (resp. (z,y,2)). Si a® + b% (vesp. a® + b% + %) vaut 1, les valeurs extrémales sont la norme
(longueur) du gradient de f en (x,y) (resp. en (z,y,2)) et son opposé.

2.3 Calcul intégral

Comme la grande majorité des cas d’applications concerne des fonctions continues et vu les
difficultés techniques que ’on rencontre dans le cas de fonctions non continues, dans ce chapitre
nous n’envisagerons que l'intégration de fonctions continues.

Dans le cadre des fonctions d’une variable réelle, on introduit la notion d’intégrale sur un
intervalle borné fermé comme limite de sommes de Riemann obtenues a partir de découpages de
Iintervalle. On étend ensuite cette notion au cas des autres intervalles.

Dans R? et R3, ces notions sont plus délicates & manipuler car les ensembles sur lesquels on
voudrait intégrer se présentent géométriquement de maniere beaucoup plus complexe.

Afin de ne pas alourdir la présentation, nous ne considérerons (dans un premier temps) que
le cas de fonctions de deux variables. Un développement analogue pourrait étre fait dans le cas
de fonctions de plus de deux variables mais les représentations géométriques et analytiques sont
alors beaucoup plus lourdes a manipuler.

2.3.1 Intégration sur des rectangles

Pour rappel, & une variable, on considére un découpage de [a,d] et, dans chacun des sous-
intervalles ainsi déterminés, on prend un réel. On construit de la sorte des « sommes de Rie-
mann .

1 T2 r3
—t—e— 89— —t+—
a = T T1 Tg =Ty b=x3 R

Sous-intervalles : [a, z1], [z1,x2], [z2,b],
réels dans les sous-intervalles : 1 € [a,x1], 72 € [x1,22], 73 € [22,D].

Somme de Riemann associée a ce découpage :

3
D Fr) (e — zp-1) = f(r) (@1 — a) + fra) (w2 — 1) + f(r3)(b — z2).
k=1
(Lorsque f est a valeurs positives, cette somme représente une somme d’aires de rectangles.) On

considere alors des suites de découpages dont la largeur tend vers 0 (cf le rappel consacré au
calcul intégral & une variable).
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Dans le cas de deux variables, on procede comme dans le cas d’une variable mais a partir
d’un rectangle R borné fermé [a, b] X [c,d]. On considére aussi des sous-rectangles, construits a
partir de découpages des intervalles [a, b] et [c, d], et dans chacun d’eux, on considére un point.

A
Y

dl

o(r5,95) (16, S6)
o (74, 54)
Y1t
o(ri, 51) *72:92) oy 03)
CL
a T To b X

Dans cet exemple, on a donc découpé le rectangle R en six sous-rectangles R;, Ra, R3, R4, Rs, Rg
dans lesquels on a choisi chaque fois un point. Si on désigne par Ay D'aire du rectangle Ry, la
somme de Riemann associée a ce découpage est

> F(rky sk) Ak

6
k=1

Lorsque la fonction f est a valeurs positives, cette somme représente une somme de volumes de
parallélépipedes.

On note d la borne supérieure des longueurs des diagonales des sous-rectangles.

Comme dans le cas d’une variable, on considére des suites de découpages. Lorsque l'on
construit une suite de découpages de R en rectangles telle que la suite associée d, (n € Np)
converge vers 0, on examine ici encore le comportement de la suite S, (n € Ny) des sommes
de Riemann. On peut démontrer que la suite S, (n € Ny) converge vers une limite

finie et que cette limite est indépendante de la suite de découpages qui a servi a la
définir.
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On dit que f est intégrable sur le rectangle R et que son intégrale sur le rectangle
R est la limite de la suite S,, (n € Ny). L’intégrale de f sur R est notée

//R f(z,y) dedy ou //Rf(:):,y) dydz.

Tout comme dans le cas d’une variable, vu l'interprétation géométrique de ces sommes, on
définit le volume du corps compris sous la surface d’équation z = f(z,y), (z,y) € R (ou f est

supposé a valeurs positives) par
V= // f(z,y)dxdy.
R

Une propriété tres utile pour le calcul des intégrales multiples est la suivante (elle permet de
se ramener & des calculs d’intégrales d’une variable). Nous 'admettrons sans démonstration.

Géométriquement, elle a une interprétation claire : le volume du corps situé < sous > la
surface d’équation z = f(x,y) est la superposition de 'aire des surfaces obtenues en coupant le
volume par une succession de plans orthogonaux a X (ou a Y).

Proposition 2.3.1. Soit f une fonction continue sur le rectangle A = [a,b] x [¢,d]. On a

J[ s arar = [ ([ 1) @) a
//Rf<x,y> dx dy = /cd (/:f(m,w dx) dy.

On dit que 'on peut permuter I'ordre d’intégration sans changer la valeur de I'intégrale.

et

Prenons un exemple : on demande de calculer I'intégrale de la fonction f définie explicitement
par f(x,y) = sin(x + y) sur le rectangle R = [0, 7/2] x [—m,0].
La fonction f est continue sur R? donc elle est intégrable sur le rectangle fermé borné. Cela
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étant, on a successivement

//R sin(z + y) dx dy /OW/2 (/_(; sin(z +y) dy) dx

= ([ prteosta 4 a0) o

/2
= —/0 (cos(:z:) — cos(z — 7r)> dx

w/2
= —2/ cos(z) dz
0

w/2
= —2/ Dsin(x) dx
0

= —2(sin(n/2) —sin(0)) = —2.

Propriété(s) 2.3.2. Cas des variables séparées : si R = [a,b] x [c,d] et si f(x,y) = fi(z) f2(y)
avec f1 continu sur [a,b] et fo continu sur [c,d], alors la fonction f est intégrable sur le rectangle

e /[ sty dxdy:(/fl dx) (/th(y)dy)-

Preuve. C’est direct par le calcul.l]

2.3.2 Description d’ensembles

Permuter 'ordre d’intégration dans le cas des rectangles ne pose aucun probleme puisque les
coordonnées varient dans des ensembles fixes. Par contre, dans le cas d’intégration sur un en-
semble plus général, il est clair que la permutation ne se fera pas sans un traitement préalable de
la description de ’ensemble. Cela demandera de pouvoir passer d’'une représentation géométrique
a une représentation ou description analytique (c’est-a-dire a ’aide des composantes), et vice-
versa.

Ainsi par exemple, ’ensemble hachuré dans la figure ci-dessous

a les descriptions analytiques suivantes

A= {(z,y)eR*:ze0,1]etye [Vz/2,Vz ]}

et

A = {(z,y) eR*:ye[0,1/2] et z € [y*,4y°]} U{(z,y) ER*:y € [1/2,1] et z € [y*1]}.
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Cela étant, I’ensemble décrit analytiquement par
A= {(z,y) eR*: 2 —y* >0, y >0}

se représente comme suit dans un repere orthonormé

On est ainsi aidé pour obtenir une définition plus précise de A, a savoir celle qui isole d’abord
les abscisses et donne ’ensemble de variation des ordonnées en fonction des abscisses, puis le
contraire. On obtient

A= {(x7y)€R2:fL'€Ret0§y§‘x’}

et
A = {(:Ir,y)€R2:Ogyetxg—y}U{(x,y)ERQ:OSyetacZy}.

2.3.3 Intégration sur certains ensembles bornés fermés

Une définition analogue de l'intégrale d’une fonction continue sur des ensembles qui sont
seulement bornés fermés peut aussi étre faite. Nous nous contenterons ici de donner des résultats
pratiques concernant I'intégration sur des ensembles particuliers mais qui recouvrent la plupart
des cas pratiques.

Définition 2.3.3. Soit A un sous-ensemble borné fermé du plan.
a) On dit que A est paralléle o Uaze Y s’il existe deux fonctions fi, fo continues sur un
intervalle [a,b] de R telles que f1 < fo sur [a,b] et telles que

A={(z,y) €R® : a<z <b, fi(r) <y < (o))

b) On dit que A est paralléle a lare X s’il existe deux fonctions gi,ge continues sur un
intervalle [c,d] de R telles que g1 < g2 sur [c,d] et telles que

A={(z,y) R : gi(y) <z < galy), c<y<d}.

Comment reconnaitre géométriquement de tels ensembles dans les cas usuels?
- Un ensemble est parallele & I'axe Y lorsque toute droite verticale intersecte sa frontiere au
plus deux fois, exception faite des droites verticales qui composent elles-mémes éventuellement
la frontiere,
- un ensemble est parallele a I'axe X lorsque toute droite horizontale intersecte sa frontiere au
plus deux fois, exception faite des droites horizontales qui composent elles-mémes éventuellement
la frontiere.



64 CHAPITRE 2. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

¥ >

A

Ensembles paralleles a 'axe X et a 'axe Y

Y“

AL

R Ensemble parallele a I’axe X
Ensemble parallele a I’axe Y mais pas 2 I'axe Y

mais pas a ’axe X

YA

-
Ll

X

Ensemble non parallele a ’axe X, non parallele a 'axe Y

Le résultat suivant donne une maniere de calculer les intégrales sur des ensembles de ce type.

Proposition 2.3.4. Soit f une fonction continue sur un ensemble A paralléle ¢ l'axe X ou a
Uaze Y. Alors f est intégrable sur A et on a

fag deay = [ ([ sy da
/], L

si A est paralléle a Uaxe Y et

|t dway = [ ’ ( /g g(j) f(w)da:) ay

si A est paralléle o Vaxe X.
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Remarquons que si A est a la fois parallele a 'axe Y et a 'axe X, on a

f(z,y) dedy = f(z,y)dy | dx
Il [ ([ o)
RAERE

On dit que 'on peut permuter l'ordre d’intégration sans changer la valeur de l’intégrale.

Par exemple, intégrons la fonction (z,y) — f(z,y) = y, continue sur R?, sur I’ensemble
suivant.

Cet ensemble est fermé et borné, a la fois parallele a I'axe X et Y. Posons

@) =0 (€ [F1,1]), fola) = { T Gecha

et
g1(y) =y—1(yel0,1]), ga(y) =1~y (y € [0,1]).

Les fonctions f1, fo sont continues sur [—1, 1] ; les fonctions g, g2 sont continues sur [0, 1]. On a
A={(z,y) eR*: =1<z <1, fix) <y < fo()} ={(z,9) eR*: 0<y <1, gi(y) <z < ga(y)}-

Des lors, comme f est continu sur A, on a

/Af(l’,y) drdy = / ( ydy) dx

- [ ( ) do v [(fvi) g
/ (z+
1
2
1
2

3

w\
l\.')\r—t
w\
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Calculons cette intégrale dans I'autre ordre. On a

92(y)
// f(z,y) dxdy / y dz | dy
A g91(y)

I
S~
2
TN TN

2.3.4 Intégration sur des ensembles non bornés fermés
Introduction

Ici, la définition de l'intégrabilité d’une fonction continue est plus délicate. Nous allons
I'introduire de telle sorte que le parallélisme avec ce qui se passe a une variable soit quelque peu
conserve.

Ici encore, considérons des fonctions continues sur des ensembles paralleles aux axes. Seule-
ment, ces ensembles ne sont plus nécessairement bornés fermés. Cela revient & dire que, dans
la définition introduite précédemment, l'intervalle [a, b] (ou [c,d]) est remplacé par un intervalle
quelconque de R; de méme, les inégalités faisant intervenir les fonctions continues fi, fo (ou
g1, g2) peuvent étre remplacées par des inégalités strictes. De plus, I'une des fonctions f1, fo, g1, g2
peut ne pas apparaitre.

Voici deux exemples. Le premier est un ensemble a la fois parallele a X et a Y. Si on le
considére comme parallele a Y, I'intervalle de variation de x est [0,4o0[ (au lieu de [a,b]), il
n’y a pas de fonction fy et la fonction f; est fi(x) = z. Si on le considére comme parallele a
X, lintervalle de variation de y est [0, +oo] (au lieu de [c,d]), la fonction g; est g1(y) = 0 et la
fonction g2 est g2(y) = y.

vA y=x YA
T
> >
X VX
A = {(=yeR*:0<a, z<y}
= {(z,y)eR*:0< =, fi(z) <y} A = {(z,y)eR*:0<z, 0<y<r}
= {(=zy) eR?*:0<y, 0<z <y} = [0,+00[x[0,7]

= {(z,y) eR?:0<y, g1(y) <z < g2(y)}
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Dans ce qui suit, nous utiliserons des ensembles paralleles aux axes. Afin de ne pas alourdir
les notations, nous utiliserons systématiquement la description a I’aide des fonctions f1, f2, g1, 92.
Bien entendu, dans le cas ou la description de A ne les fait pas apparaitre, il convient d’adapter
les bornes d’intégration dans les notations qui suivent (cela revient a utiliser 400 ou —00).

On voudrait conserver la propriété de l'intégrale qui dit que 'on peut permuter l'ordre
d’intégration sans altérer la limite; cette propriété se révele en effet d’'une grande utilité en
pratique.

Donnons un exemple montrant que, dans le contexte de 'intégrale d’une fonction continue
sur un ensemble qui n’est pas borné fermé et sans hypothese supplémentaire, on ne peut pas
toujours permuter les intégrales sans changer de valeur.

Soit la fonction

22 — 2

flz,y) = Crenk (z,y) € A =]0,1]x]0,1].

Cette fonction est continue sur A.
Remarquons d’abord que

—T

- 2
T2 42 _Dy$2+y27 (z,y) € RZ\{(0,0)}.

f(z,y) =D

2

Cela étant, d’'une part, pour y €]0,1] fixé, la fonction = (;2:;52)2 est continue sur [0, 1]

donc y est intégrable. On a

! ! —z —z ] -1
di= | Dy dw=|— | =",
/0 f(xvy) T /0 x$2+y2 X |:$2—f-y2:|x:0 1+y2a

cette fonction est intégrable sur [0, 1] et

1
—1 T
dy = —arctg(l) = ——.
/0 T2 g(1) 1

/01 (/Olf(x,y) dm) dy = _%.

D’autre part, pour = €]0,1] fixé, la fonction y — % est continue sur [0, 1] donc y est

Deés lors

intégrable. On a

1 1 y y y=1 1
/0 f(z,y) dy /0 yx2+y2 Y [532"‘3/2}110 1+ 22

cette fonction est intégrable sur [0, 1] et

1
1
/0 mdw = arctg(l) =

/01 ( /Olf(:c,y) dy> w=T

Cependant, on a le résultat suivant (admis sans démonstration).

13

Deés lors
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Propriété(s) 2.3.5. Soit f une fonction continue sur A, paralléle a l'axe Y et a l'axe X (ou
union d’ensembles de ce type).

Si
- pour tout x €)a,b[, la fonction |f(x,y)|, y €|fi(z), fo(x)], est intégrable sur|fi(x), fa(z)]
f2(x)
- et si la fonction / |f(z,y)|dy, x €]a,b], est intégrable sur |a,b|
f1(z)
alors 1
- pour tout y €le, d[, la fonction |f(z,y)|,  €]g1(y), g2(y)], est intégrable sur Uintevalle |g1(y), g2(y)[
92(y)
- la fonction / |f(x,y)|dx, y €]c,d[, est intégrable sur |c,d|
(
et on a nw
b fa(x) d 92(y)
A T R A W e e
a fi(z) c 91(y)
et
b fa(x) d 92(y)
/ / f(z,y) dy dw:/ / f(z,y) dz | dy
a Ji(x) c 91(y)
Définition

Nous adopterons la définition suivante.

Définition 2.3.6. Soit f une fonction continue sur A, paralléle a U'axe Y. On dit que f est
intégrable sur A lorsque
- pour tout = €a, b, la fonction |f(x,y)|, vy €]fi(x), fa(x)[, est intégrable sur | fi(z), fa(z)[

f2(2)
- et lorsque la fonction / |f(z,y)|dy, = €]a,b], est intégrable sur |a,bl.
fi(z)
L’intégrale de f sur A est alors

fa) dedy = [ ([t ay) e
/], [

La définition est analogue, avec les modifications naturelles, lorsque A est paralléle o l'aze
X.

On remarquera que si la fonction est a valeurs positives, le fait de pouvoir intégrer dans un
certain ordre entraine automatiquement 'intégrabilité de la fonction et I'égalité avec 'intégrale
calculée dans I'autre ordre.

On remarquera aussi que puisque le module du module d’un nombre est le module du nombre,
la définition donne le résultat suivant : si f est continu sur A alors elle est intégrable sur A si et
seulement si |f| est intégrable sur A.

Ainsi, étant donné la définition adoptée et la propriété précédente, on obtient celle-ci.

Propriété(s) 2.3.7. Soit f une fonction continue sur A, a la fois paralléle a l'aze X et a laze
Y. Si f est intégrable sur A alors

//Af(:c,y) dz dyZ/: </ff:)f(x,y) dy) dx:/cd (/glg:?)f(az,y) dx> dy.
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2.3.5 Intégration sur une union d’ensembles

Lorsqu’on doit intégrer une fonction continue sur A, avec A = A1 U Ay, out Ay et As sont
paralleles aux axes et ne se rencontrent que suivant leur frontiere, on utilise la propriété suivante
de l'intégrale :

//A f(z,y) dedy = /Alf(x,y) dzdy + /AQf(:c,y) dxdy.

2.3.6 Intégration par changement de variables
Cas général

Dans le cadre des fonctions de plusieurs variables, il existe également un résultat d’intégration
par changement de variables. Il s’énonce comme suit et sera admis sans démonstration. Signalons
également que les ensembles ne sont plus nécessairement paralléles aux axes.

Théoréme 2.3.8. Soient deux fonctions g1, ga qui sont contintiment dérivables sur un ouvert

A inclus dans R? et établissent une bijection entre A et A’ (ouvert et inclus aussi dans R?) telle

que la bijection inverse soit aussi formée par deux fonctions continiiment dérivables sur A’.
Alors la fonction continue (2',y") — f(2',y’) est intégrable sur A’ si et seulement si la fonc-

tion (z,y) — f (gl(ﬂfvy),gz(ﬂ%y)) |D1g1(,y) Daga(z,y) — D1g2(z,y) D2gi1(x,y)| est intégrable
sur A. Dans ce cas

/ . f@'y) da’ dy
=[] 1 (s (e.0) Pros(e.) Daga(o.9) = Digali) Dags ()] de

La fonction
(z,y) = D1gi(x,y) Daga(x,y) — Diga(x,y) Dagi(x,y)
s’appelle

le jacobien

du changement de variables.
Remarquons que le résultat concernant 'intégration par changement de variables dans le cas
des fonctions d’une variable est un cas particulier de ce théoreme.

Changement de variables polaires

Un cas particulier tres utile de changement de variables est celui qui fait intervenir les
coordonnées polaires.
Rappelons que tout (z',%') € R%, (z',9/) # (0,0) peut s’écrire de maniére unique sous la
forme 4
2 =rcos, y =rsind

our>0etdel02nr] Sionnote z=r,y=_>0, on peut définir

g1(r,0) =rcosf, ga(r,0) =rsind.

4. On a également la propriété suivante : soient zf,yy € R. Tout (z,y") € R?, (z,y) # (x0,%0) peut s’écrire
de maniére unique sous la forme ' — z( = rcosf, y' —yo =rsinf our >0 et 0 € [0, 27
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Ces fonctions sont contintiment dérivables sur R2. Elles établissent une bijection entre I’ensemble
10, +00[x [0, 27[ et R\ {(0,0)} et s’inversent selon

arctan(y/x) sizx >0,y >0
arctan(y/x) +7m stz <0,y €R
r=+vz?4+y? 6= arctan(y/z)+2r sixz >0,y <0
/2 siz=0,y>0
3m/2 sizx=0,y<0

On montre que ces deux fonctions sont aussi continiment dérivables sur |0, +o0[x]0, 27].
Par exemple, si
A" =10, +00[x]0, +o0],

A =0, +00[x]0, 7/2].

De méme si
A ={@y)eR® : 2/ >0,¢/ >0,a”+y? <1}

on a

A =]0,1]x]0,7/2].

vy A v

Calculons le jacobien de ce changement de variables. On a
D,g1(r,0) = Dy(rcosf) = cost, Dggi(r,0) = Dy(rcosf) = —rsiné

et
Dy,go(r,0) = Dy(rsinf) =sinf, Dyga(r,0) = Dy(rsinf) = rcos 6

donc
D,.g1 Dggo — D,go Dgg1 = rcos? 0 + rsin®6 = r.

Il s’ensuit que la formule de changement de variables s’écrit dans ce cas

/A/f($,y) doe dy = //Af(rcosﬂ,rsin@ r dr df

ot A C R? et A CJ0, +00[x]0, 27].

2.3.7 Applications

+o0o 5
Calcul de / e dx|avec a >0
0

Lorsque a > 0, la fonction f(z) = e—az?

. _ 2
7 = limy_y_ oo 26" = 0.

est intégrable sur R : elle y est en effet continue et
limg 4 oo x2e”
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Cette fonction a une importance considérable notamment en probabilités-statistiques. Dans
ce cadre, & une constante pres, elle s’appelle la densité de probabilité gaussienne (c’est la densité
de probabilité d’une variable aléatoire dite normale). Voici la représentation graphique de f(x) =
eixQ, z €R (La représentation est uniquement effectuée sur [—2, 2] pour que la figure soit un peu esthétique ; les valeurs

de cette fonction sont tres petites par rapport & 1 déja pour des valeurs de « telles que |z| > 2).

A

Notons [, l'intégrale demandée. Pour la calculer, considérons la fonction de deux variables
donnée explicitement par

F(z,y) = e 9@ = f(z) f(y).

En utilisant le changement de variables polaires, on a

// F(z,y) do dy = I* = // e~y dr df
A !/

A =)0, +00[x]0, +00[ A’ =]0, +00[x]0, g[.

avec

L’intégrale de droite se calcule aisément :

) w/2 400 9
// e rdrdd = / 1do (/ re " dr)
/ 0 0

400
™ -1 2 —T 27 too
= — — Dye™ ™ dr = — [e*‘”ﬂ}
2 /0 2a " 4a 0
o7
- da’
Ainsi, puisque I, > 0, on obtient
1 /n
I, = —/—.
“ 2V a

x

—+00 L3
Calcul de / il
0

Cette intégrale ressemble aux intégrales de Fresnel qui interviennent dans la diffraction®.
Elle a été introduite spécifiquement notamment par Dirichlet et d’autres pour des calculs inter-
venant dans la recherche des solutions d’équations liées a 1’électromagnétisme, & des phénomenes
de pression, ...

5. Intégrales de Fresnel : \/% foz2 C‘\’/szt dt = \/gfoz cos(t?) dt et \/% fozz Si\/nzt dt = \/gfoz sin(t?) dt.
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Notons aussi que cette intégrale intervient dans la théorie des transformations de Fourier
(sinz/x est, a une constante multiplicative pres, la transformée de Fourier de la fonction ca-
ractéristique de 'intervalle [—1, 1]).

Nous voulons établir que la limite

tging

dx

lim
t—+o0 0 €T

existe, est finie et calculer sa valeur.
Remarquons d’abord que, pour tout ¢ > 0, la fonction est continue sur ]0,¢] et admet
une limite finie en 0. Elle est donc intégrable sur U'intervalle |0, ¢]. Notons

t .
s
I = / =7 da.
0 X
1 too
—/ e " ds.
0
On a donc, pour ¢t > 0 :

t o3 t +00
I :/ ST g = / sinz </ e””ds) dzx. (2.1)
o 7T 0 0

Pour t > 0, on consideére alors la fonction

sinx
T

Cela étant, pour tout = > 0, on a

8 |

|sinz| e **, s €]0,4+00], z €]0,t].

On a N
o sinz
/ |sinx| e™* ds = sinz]
0 i
et z — 20 ogt yune fonction intégrable sur 10,t]. 11 s’ensuit (cf résultat énoncé auparavant)

que, dans (2.1), on peut permuter ’ordre 'intégration sans changer de valeur. On obtient donc

t +o00 +o0 t
I :/ sin x (/ e_zsds) dx :/ (/ sin:ne_mdx) ds.
0 0 0 0

Calculons l'intégrale par rapport a x (par des méthodes réelles). On a
t t
/ sinze " dx = —/ Dy cosze ™™ dx
0 0

t
= —[coswe "Il — s/ cosxe % dx
0

t
= —coste 41 — s/ D, sinze™™* dx
0

t

= —coste ¥4+1 — s([sina: exs]i:é—i—s/

sin xe ** dx)
0

t
= —coste ¥ +1 — ssinte ¥ — 32/ sinze "% dx
0
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donc .
1
/ sinze™™ dr = —— (1 — cos te” st — ssinte ).
0 1 + s
Des lors,
oo ¢ ¢
I, = —— (1 —coste " — ssinte™*") ds
¢ /0 1+ 52( )
+o0 1 +o0 efst +oo Sefst
= / ds — cost/ ds — sint/ —— ds.
0 1 + 82 0 1 + 82 0 1 + 82
On a

Too T

| o = ety = 5
“+o0o —st “+o0o 1
cost/ 672 ds g/ e Stds = -
0 1 + S 0 t

+oo —st +o0
se 1
sint/ ds §/ e stds = =
0 0 t
on obtient que

1+ s2
“+00 e*St +o0 Sefst
lim cost/ ——ds| =0, lim sint/ ——ds| =0
t—+00 0 1+ s2 t—+o0 0 1+ s2

donc finalement

de plus, comme

et

2.3.8 Intégrales triples
Cas général

De maniere analogue a ce qui vient de se faire pour les intégrales doubles, on peut introduire
aussi les intégrales triples. Les propriétés sont similaires. L’intégration se ramene a calculer
successivement trois intégrales & une variable (on parle d’intégrale simple quand on traite une
intégrale d’une fonction d’une variable) au lieu de deux dans le cas de deux variables.

Soit R le rectangle du plan X, Y délimité par les droites d’équations x = 2, x = %, y=0,y=m
et soit C' le parallélépipede situé entre les plans d’équation z = 0, z = 2 sur R. Calculer

/// za sin(zy) dedydz.
C
z

2]

1 4

52
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L’ensemble d’intégration C' s’écrit

[e=]

C={(wy?) €R*: 2<2< 2, 0Sy<m 0<2<2h=[2, 2] x 0,7 x [0,2],

On a donc

///C zz sin(zy) drdydz

z2=0

T 5/2 E
dx / 2z sin(zy)dy = / dx / 2Dy (— cos(zy))dy
0 2 0

Il

N

[ V)
S .
3]

O\=|
U
<

—

|,
8
@
5
=8
8
)

| S

n

Il

(V]

Il
o

5/ . 5/2
/; dr [— cos(xy)]zzo = 2/2 dxz(1 — cos(xm))

5/2
:| =2 (§—lsin(5—w)—2+lsin(27r))
s 2 s

Il
o
—
8
|
I
@,
5
S
3
8
N
2o

Volume d’un corps

Nous avons introduit précédemment la notion de volume d’un corps limité par une surface
d’équation z = f(z,y) (x,y) € R (f étant a valeurs positives, R étant un rectangle) par

V= //Rf(a;,y) dzx dy.

Cette notion s’étend a des fonctions qui sont définies sur des ensembles qui ne sont plus des
rectangles. De plus, si on remarque que le corps dont on veut calculer le volume se décrit par

C={(z,y,2) €R® : 0<2< f(z,y)}

lintégrale donnant le volume s’écrit

V://Rf(as,y) drdy = //R (/Of(m’y) 1dz> drdy = ///C1 ddyd:.

Définition 2.3.9. Soit C' un corps borné fermé de l’espace. Le volume de C est

V= /// 1 dxdydz.
C

Cette définition recouvre les cas particuliers de calculs de volumes que nous avons introduits
dans le cadre de 'intégrale de fonctions d’une variable. Pour le voir, il suffit en fait de décrire
analytiquement le corps, c’est-a-dire de trouver C, puis de ramener l'intégrale triple a une
intégrale simple en effectuant le calcul de deux des intégrales simples.

Changement de variables polaires dans R®

Dans ’espace (muni d’un repére orthonormé), on introduit également les coordonnées sphériques
(ou coordonnées polaires dans ’espace).
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P(x.y,z)

Si (z,y, z) désignent les coordonnées cartésiennes d’un point P de I'espace différent de l'origine,
les coordonnées sphériques de ce point sont les réels (r, ¢, 0) avec r > 0,¢ € [0,27[,0 € [0, 7]
tels que

x = rcospsind
y = rsinpsinfd
z = rcosf.

Ici encore, on définit un jacobien. La formule de changement de variables dans les intégrales
s’écrit alors

/// flx,y, z) dedydz = // f(rcospsin®, rsin@sin @, rcos ) 72 sin @ drdedd
A Al

ot I'on suppose que 1'un des intégrands existe et ot A et A’ sont respectivement les expressions
d’une partie de I'espace décrite avec les coordonnées cartésiennes d’une part et les coordonnées
sphériques d’autre part.

Ainsi par exemple, calculons

/// 22 dadydz
C

ou C' est la région de ’espace comprise entre les spheres centrées a 'origine de rayon 1 et 2.

Les descriptions en coordonnées cartésiennes et en coordonnées sphériques de C' sont succes-
sivement

A = {(z,y,2) €R® : 1 <a?+92+22< 4}
A = {(re.0) : 1<r<2¢e(0,2a[,0 € [0,7]}.
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On a donc

/// 22 dxdydz
A
= /// (rcos8)? r?sin @ drdpdd
™ 2 2m
= / cos? 0sin 6 do / rt dr / 1 dy
0 1 0

1 o572
= |:C083(9:| [r] 2
3 0 514

124
5 .



Chapitre 3

Approximations polynomiales et
séries

3.1 Approximation de fonctions par des polynoémes, dévelop-
pements limités

Dans cette section, nous allons voir comment on peut estimer les valeurs d’une fonction au
voisinage d’un point a l'aide de polynomes.

Remarquons que nous avons déja a notre disposition les approximations linéaires, c’est-a-
dire les approximations a ’aide d’un polynéme de degré plus petit ou égal a 1. En effet, si f est
dérivable en z(, par définition on a

i L) =10

.%'0)
T—XTQ r — X

donc
lim f(x) = f(z0) — (. — 20) D f(20)

T—rT0 r — X0

=0.

Ainsi le le polynome
z — P(z —x0) = f(20) + (z — 20) D f(z0)

vérifie
L I@) = Pla— )

T—T0 Tr — X

=0.

On obtient donc qu’au voisinage de g, les valeurs de f sont proches de celles de P(z — xp), le
facteur correctif (c’est-a-dire R(z) = f(z) — P(x — x9), appelé reste) vérifiant

lim @) _ g,
T—x0 X — X

Cela signifie que |R(z)| est trés petit devant |z — x| lorsque x est proche de xg.

3.1.1 Définitions

Définition 3.1.1. Soit un intervalle I =]a,b| contenant le point xq et soit une fonction f définie
sur I. Soit aussi P un polynome de degré inférieur ou égal a n (n € N).

7
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On dit que le polynome x — P(x — xy) est une approximation polynomiale de f a lordre n
en xq lorsque’

lim f(z) = P(z — 20)
T—T0,TFET0 (.’I) — iL‘())n

=0. (%)
Le reste de l’approximation est la fonction
x+— R(x) = f(x) — P(x — x0).

On écrit aussi
f(x) = P(z — x0) + o((x — 0)")

ou le reste x — o((z —x)™) est une fonction qui, apres division par (z —xz()" tend vers 0 lorsque
z tend vers x.

L’interprétation de I’approximation & 'ordre n de f en xg est donc celle-ci : < lorsque = est
proche de g, f(x) est proche du polynéme P(x —x¢) >, le terme < proche > ayant une définition
claire (limite ci-dessus).

Ici, plusieurs remarques concernant la définition peuvent étre faites. Elles répondent a des
questions naturelles que I'on se pose en voyant la formulation de la définition. Ces remarques se
trouvent dans I’annexe et le lecteur curieux ne manquera pas d’y jeter un coup d’oeil.

3.1.2 Propriétés

Voici quelques propriétés des fonctions qui possedent une approximation.

Propriété(s) 3.1.2. Soit f une fonction définie sur |a,b[ et soit xo €]a,b].

1) Si f a une approzimation a l'ordre n en xg, alors f a une approximation a tout ordre
inférieur a n en xg.

2) Si f admet une approzimation a l'ordre n en xq, cette approximation est unique.

3) Si f est continu en xy et admet une approrimation a l'ordre 1 alors f est dérivable en xg
et Uapprorimation a 'ordre 1 est

x+— f(zo) + (x — xo) D f(z0).

4) Si f est continu en xo et admet une approzimation a l'ordre 2 en xzy, f n’est pas
nécessairement deux fois dérivable en xy.

Preuve. Les démonstrations figurent dans I’annexe.[]

3.1.3 Recherche de la forme de ’approximation.
FORME GENERALE QUAND LA FONCTION EST ASSEZ DERIVABLE

Les propriétés précédentes sont nécessaires a 1’existence d’une approximation. Mais bien sir,
c’est surtout le calcul, la forme explicite de cette approximation qui est utile!

Nous allons donner un résultat généralisant celui de l'introduction, c’est-a-dire le résultat
dans lequel nous avons vu qu’une fonction dérivable en un point possédait une approximation a
I'ordre 1 en ce point et que cette approximation était donnée par

x> f(xo) + (x — 20)D f(x0).

1. Sin € N, il est inutile d’imposer x # x¢ ; cela est implicitement demandé puisqu’on divise par une puissance
non nulle de x — zg.
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Théoréme 3.1.3 (Approximation taylorienne). Soit un naturel strictement positif n. Si f est
une fonction n fois dérivable dans ]a,b| alors, pour tout xo €]a,b[, on a?

— 4!
lim =0 =0.
T (x — xo)™
L’approzimation o lordre n de f en xg est donc
_ (z —20)® 5 (z —m0)" ),
v P(z =) = flwo) + (2 = 20) Df(wo) + ————D"f(wo) +... + ————D"f(z0)

ou encore

Preuve. Cas ou f est a valeurs réelles (application du théoréme de I'Hospital).
Sin =1, on a directement

iy, L= o)~ DS o) _ , ($l) = o)

T—x0 T — X T—T0 T — X0

> — Df(xg) = 0.

Si n = 2, on procede comme suit. Posons

2. Dif(z : T — 0)>
o) = 3" 20 (i = fao) + (@ — mo)Df (o) + T D2 (),

= 2
On a
. B _ . . 2 _
xlgglo (f(z) —g(x)) =0 et IIEBO (x — ) = 0.
Comme

i 2f@) = Dgla)

a—zo  D(x — x0)? z—z0 2(x — o)
_ Df(@)—Df(xo) 1.,
= -1 _-D
2 migclo r — X0 2 f(l'o)
=0
le théoreme de I’Hospital donne
o J@ =g

T—xQ (Q’j — [,Uo)Q

c’est-a-dire la these.

En toute généralité, pour n > 1, on procede comme précédemment mais en appliquant n —1
fois le théoreme de I’Hospital.

Si f est a valeurs complexes, on procede avec ses parties réelle et imaginaire pour arriver au
résultat. [

2. Si on fixe xo, il suffit en fait que la fonction soit n — 1 fois dérivable sur ]a,b[ et que D™~ ' f soit dérivable
en zo €la, b



80 CHAPITRE 3. APPROXIMATIONS POLYNOMIALES ET SERIES

CAS DES APPROXIMATIONS D’ORDRE 1 (APPROXIMATIONS DITES LINEAIRES)

Pour une fonction f vérifiant les hypotheses du résultat précédent avec n = 1, rappelons que
I'on dit que
x+— P(x —x0) = f(zo) + (x — 20) D f(x0)

est I’approximation linéaire de f en xg. Rappelons aussi que I’on a défini la tangente au graphique
de f en zy comme étant la droite d’équation cartésienne

y = f(zo) + (x — 20) D f(z0).

On a donc l'interprétation suivante : < les ordonnées des points de la tangente approchent les

valeurs de f a l'ordre 1 en zg >. Y

Graphique de f et de son approximation linéaire en zg

CAS DES APPROXIMATIONS D’ORDRE 2 (APPROXIMATIONS DITES QUADRATIQUES)

Pour une fonction f vérifiant les hypotheses du résultat précédent avec n = 2, on dit que

2
T —x
£ Pla — a0) = flzo) + (2 20)Df (x0) + Z 20 D2 (ay)
est I'approximation quadratique de f en xg. Le graphique de
(z —20)* o
9(z) = f(w0) + (& — 20)Df (z0) + D2 [ (z0),

lorsque D? f(zg) # 0, est une parabole d’axe parallele 4 Y passant par le point de coordonnées

(o, f(xp)). On a donc linterprétation suivante : < les ordonnées des points de la parabole
_ 2

d’équation cartésienne y = f(xg) + (x — x0)D f(z0) + wDQf(IL‘o) approchent les valeurs de

f alordre 2 en g >.

Graphique de f et de son approximation (en pointillés) & lordre 2 en xg = 2
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AUTRES ORDRES D’APPROXIMATION

Pour une fonction f vérifiant les hypotheéses du résultat précédent avec p > 2, on obtient
aussi < un polynome dont les valeurs approchent les valeurs de f a 'ordre p en zq >.

3.1.4 Exemples des fonctions sin et cos

A titre d’exemples d’approximations, recherchons les approximations a I’ordre n des fonctions
sin et cos en 0 pour n =0,1,2, 3.
Ces fonctions sont indéfiniment continiiment dérivables sur R. De plus, on a

Dsinz = cosz, D?sinz = —sinz, D3sinz = —cosz
et
Dcosz = —sinz, D?cosx = —cosz, D>cosz=sinx
donc
Dsin(0) =1, D?*sin(0) =0, D3sin(0) = —1
et

Dcos(0) =0, D?*cos(0)=—1, D3cos(0) = 0.

Il s’ensuit que

‘les approximations a ’ordre 0,1, 2,3 de sin‘

sont successivement

Py(z)=0(x€R), Pi(z)==z(x€R), Pz)==x(xeR), Pszx)=z-— %3 (x € R)

et que

lles approximations a l’ordre 0,1, 2,3 de cos‘

sont successivement

Py(x)=1(z€R), Pi(z)=1(z€R), P(zx)=1-% (z€R), Pyx)=1-% (z€eR).

Graphiques de sinz, (z € [—m,7]) (en pointillés) et de P(z) =z, (z € [—7, 7).
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-2

Graphiques de sinz, (z € [-,7]) (en pointillés) et de P(z) = = — x3/6, (x € [, 7]).
Plus généralement, on a

D?"sinz = (—1)"sinz, D> lsing = (—1)"cos
pour tout z € R et tout naturel n positif ou nul. L’approximation & ’ordre 2n + 1 de sin en 0
est donc un polyndme de degré 2n + 1, a savoir explicitement

n n
$2k+1 m2k+1

Py () = Z WD%H sin(0) = Z(_l)km

k=0 k=0

et 'approximation a I’ordre 2n de sin en 0 est un polynéme de degré 2n—1, a savoir explicitement

n—1 $2k+1 o n—1 L x2k+l
Po(z) =S -2 p*Hgn0) =S (=12 — P, ()
2n (%) kzo (2k + 1) sin(0) kzo( ) 2k + 1) 2 1)

On procede de méme avec la fonction cos. On a
D?"cosx = (—1)"cos , D leosz = (—1)"sinz
pour tout z € R et tout naturel n positif ou nul. L’approximation a I'ordre 2n de cos en 0 est
donc un polynome de degré 2n, a savoir explicitement

n 2k n 2k

Pou(z) =Y ék)!D% cos(0) = Y (~1)* (ﬁk)!

k=0 k=0

et ’approximation a ’ordre 2n+1 de cos en 0 est un polynome de degré 2n, a savoir explicitement

n 2k n 2k

Phvsa(o) = 3 Ty D% cos(0) = 3 (1) i = P

3.1.5 Estimation du reste

Le résultat qui suit est une généralisation du théoréme des accroissements finis ; il correspond
en effet a ce théoreme lorsque n = 1. C’est un rappel du cours de premiere année du premier
quadrimestre MATH2007.

Théoréme 3.1.4 (Développement limité de Taylor). Soient n un naturel strictement positif et
f une fonction réelle n fois dérivable sur |a,bl. Pour tous x,xo €|a,b], x # xq il existe un point
ug compris strictement entre xgy et x tel que

X

n—1 i n
@) = 3 = (e + E ),
=0
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Si z = x le résultat est encore vrai avec ug quelconque dans U'intervalle (en particulier égal
a .7)0).

Sous les hypotheses du résultat précédent (développement limité de Taylor), on obtient donc,
si x — Pp(x — o) désigne approximation & l'ordre n de f en zg :

(x — x0)"

f(@) = Po(z —x0) + (D" f(uo) — D" f(x0)) -

Le reste x — Ry, (x) = f(x) — P(x — zg) de approximation a 'ordre n s’exprime donc sous la
forme

n!

v Bow) = T (D7 flug) - D7 f(ay)

et peut étre estimé lorsqu’on connailt une estimation pour la dérivée d’ordre n de f.
Lorsque la fonction est n + 1 fois dérivable dans l'intervalle, le développement de Taylor,
utilisé avec n + 1, donne

(w _ xo)”+1
(n+1)!

(x — o)

F() = fao) + (@ = 20)Df (o) + ..+ T2V pr (e D" ()

donc le reste de 'approximation a 'ordre n est

(x — o)

(n+U!lef@ﬁ

x+— Ry(x) =

ce qui donne aussi lieu a des estimations.

Par exemple, pour la fonction sin,
- le reste de 'approximation a ’ordre 2n en 0 s’écrit explicitement

Pl p2nt1
" — D3 : — —1)»
Rop () @n 1 1] sin(ug) o 1)!( )" cos(up)
donc ot
T n
< .
(@) < Gy

- le reste de "approximation a ’ordre 2n + 1 en 0 s’écrit explicitement
£2n+2 220 +2

(2n + 2)! (2n + 2)!

comme les valeurs de la fonction sin sont petites au voisinage de 0, on s’attend a pouvoir estimer
le reste bien mieux qu’en |z|?"*?; comme I’approximation de sin & I'ordre 2n + 2 en 0 est la
meéme que 'approximation a ’ordre 2n + 1, en utilisant le développement de Taylor pour 2n + 3,
on obtient

D2n+2 (_1)n+1 Sin(UQ);

Ropt1(x) = sin(ug) =

$2n+3 It . x2n+3 il
R2n+1(x) = R2n+2($) = mD SIH(UO) = m(—l) COS(UO)
et ainsi | |2 s
|?n
R < — .
B (@] < 50

Revenons a un résultat cité précédemment (dans I’étude des extrema) et dont la preuve était
annoncée dans cette partie. Ce résultat figure aussi dans le cours MATH2007.
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Propriété(s) 3.1.5. Si f est deux fois continiment dérivable dans |a,b[, si zo €|a,b] et tel que
Df(xg) = 0, D2f(xg) > 0 (resp. Df(xg) = 0, D?f(x) < 0) alors x¢ est un minimum (resp.
mazximum) local strict de f dans |a,b|.

La réciproque de cette propriété est fausse.

Preuve. Supposons D? f(z0) > 0. D’une part, la continuité de D?f en xq implique l'existence
de 7 > 0 tel que D?f(z) > 0 pour tout = €]xg — r,zo + r[. D’autre part, en utilisant le
développement de Taylor, on obtient aussi que, pour tout x dans |zg — r,z¢ + 7|, il existe ug
compris entre xg et x tel que

x — x0)?
o) = £lao) + (& — 20)D (o) + T2 D2 p(ay)
donc tel que

(z — o)

2
f(x) = f(z0) = 5 D? f(up)

vu ’hypothese sur f. On obtient donc
f(z) > f(zo) Vo €z —r,x0+ 7], TF# 20

ce qui signifie que zy est un minimum local strict de f dans |a, b|.

Une preuve tout a fait analogue conduit au résultat concernant le maximum.

Pour se convaincre que la réciproque est fausse, il suffit de prendre ’exemple de la fonction
f(x)=2%0

3.1.6 Retour aux polynomes

Le cas ou la fonction f est ellee-méme un polynéme conduit a un résultat précis, que nous
énoncons et démontrons ci-dessous.

Proposition 3.1.6. Soit P : z — P(z) = ap + a1z + ... + a,z" un polynome de degré® n.
Pour tout naturel N plus grand ou €gal a n, ’approrimation polynomiale a l'ordre N en xq est
le polynome P lui-méme et on a

(x — )"

P(z) = P(zo) + (x — x0) DP(z0) + ... + D"P(z), = € R.

n!

Preuve. La fonction P est indéfiniment continiiment dérivable sur R. Etant donné les réels x
et xg, le développement limité de Taylor a 'ordre N + 1 fournit donc un réel u compris entre z
et xq tel que

_ N _ N+1
P(z) = P(xo) + (x — 20)DP(20) + ... + (x]\;io)DNP(xo) n %DNHP(@L) (+)
Par ailleurs, comme D! P est la fonction nulle lorsque k est strictement supérieur a n, on a
toujours

(DN*LP) (u) =0
et lorsque N > n, les derniers termes? de cette expression (*) sont nuls également.

On obtient donc

(z — o)

P(x) = P(x9) + (z — x0)DP(xo) + ... + py nD”P(xo), x €R.

3. on a donc a, # 0.
4. le nombre de ces termes dépend bien str de N
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O
Ce résultat permet de donner un critere pratique pour la recherche de la multiplicité des
zéros d’un polynome. Il s’agit du corollaire suivant.

Corollaire 3.1.7. Soit P un polynéme de degré m € Ng. Le réel xg est un zéro de P de
multiplicité o € Ng si et seulement si

DEP(20) =0, k=0,...,a—1, D“P(xq) # 0.

Preuve. Par définition, le réel xy est un zéro de multiplicité o de P s’il existe un polynome
Q tel que
P(x) = (z —x0)*Q(x), et Q(zp) #0.
Supposons que zq soit un zéro de multiplicité a pour P et calculons les dérivées successives
de P. Par la formule de Leibniz, on a

k
DFP(z) =Y ClDI(z — 20)* D" Q(x).
§=0
En prenant k € {0,...,a — 1} et en considérant cette relation en xg, on obtient
DFP(20) =0

car, si j < a—1, la dérivée d’ordre j de (z — ) comporte au moins un facteur (z — ), lequel
s’annule pour x = xg. Par contre, on a

D*P(xo) = a!Q(z0) # 0.

Supposons a présent que les dérivées de P en x( soient nulles jusqu’a 'ordre o — 1 et que la
dérivée d’ordre « en z¢ differe de 0. Vu le développement de Taylor pour P (cf 3.1.6), on a
(x — )"

DYP(zp) + ...+ TD”P(:EO) = (z — x0)"Q(x)

P(z) = (z —Ojﬁo)o‘
avec DCVP(xO)

ol

Q(zo) = # 0.

O

3.2 BREF résumé de la section précédente

3.2.1 Introduction

Une fonction est parfois difficile a utiliser en raison de la complexité de son expression. Quand
elle apparait dans la modélisation d’un phénomene physique, chimique ou biologique particulier
(force des marées, répartition de la température dans un corps ... ), on doit pourtant l'utiliser
pour prévoir et décrire les conséquences de ce phénomene.

On est alors dans l'obligation de faire des < approximations >. Celles-ci peuvent revétir
diverses formes. Ici, nous ne considérons que les approximations polynomiales, ¢’est-a-dire des
approximations des valeurs d’une fonction par des valeurs de polynoémes, bien plus aisés a ma-
nipuler. Il convient aussi de noter que les calculatrices les utilisent pour donner les valeurs des
fonctions trigonométriques, racines, exponentielle et logarithme.

Mais qui dit < approximation > se doit de définir ce qu’il entend par 1a! Etre < proche >,
qu’est-ce que cela signifie? Cela peut prendre tellement de significations! Il est donc essentiel
de donner une définition précise de ce que cela signifie dans le présent contexte.
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3.2.2 Définition et interprétation graphique

Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert I de R. Soient aussi un point xg de I et
un naturel strictement positif n. Une approzimation polynomiale de f a l'ordre n en xg est un
polynome x — P(x — xg) de degré inférieur ou égal a n tel que

i J@&) = Pl@—z0) _ o
T—T0 (J; — 1‘0)”

Si f est continu en x( alors ’égalité précédente est vérifiée avec le polynéme constant f(zg) et
on dit que f(z() est approximation polynomiale de f en xg a l'ordre 0.

L’annulation de la limite du membre de droite de 1’égalité précédente signifie que < la
différence entre les valeurs de f et de son approximation est d’autant plus petite que x est
proche de xq >.

Ainsi par exemple, f est dérivable en x( si et seulement si la limite

o £@) = f(@)

T—T0 Tr — X0

existe et est finie; cette limite, notée D f(z() est donc telle que

lim fz) = fzo) Df(zo) = 0,
T—T0 Tr — X0

c’est-a-dire

@)~ fw) — Df) @ —ag) T (f (w0) + D (@0) <xxo>>

T—T0 r — X T—T0 r — X0

= 0.

Le polynéme = — f(xo) + Df(xo) (x — x0) est donc une approximation polynomiale de la
fonction f a l'ordre 1 en zg. Sa représentation graphique est la droite d’équation cartésienne
y = f(zo)+ Df(zo)(x—xzo) (la tangente au graphique de f au point (xg, f(z¢))). Le numérateur
de la fraction qui apparait dans la limite ci-dessus est donc la différence entre ’ordonnée du
point du graphique de f et du point de cette droite qui ont tous les deux x comme abscisse.

(z, f(zo) + Df(x0)(z — 20))

X

Ol 2o T

Graphique de f et de son approximation linéaire en x
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3.2.3 Propriétés

Comme premieres propriétés essentielles de la notion d’approximation, citons les deux sui-
vantes.

(1) Si f admet une approximation polynomiale & 'ordre n en x( alors celle-ci est unique.

(2) Si n est un naturel strictement positif et si f est une fonction n fois dérivable sur un
intervalle ouvert I alors, pour tout g € I, 'approximation a ’ordre n de f en xg est le polynéme

mHPn(xfxo):ZM (z — x0).

i
=0 7

Rappelons que j! (j € Ng) est égal au produit des j premiers naturels non nuls et que 0! = 1
par convention.

3.2.4 Le reste d’'une approximation

Il est naturel de dire que le <« reste > d’une approximation doit refléter la < correction > a
apporter a cette approximation pour retrouver f. Ainsi dans le présent contexte, le reste de
Uapproximation de f a l'ordre n au point xq est la fonction

z = f(x) = Pa(2 — 20);

on désigne souvent cette fonction avec la notation R,,.

Un examen des valeurs du reste va donc fournir des informations sur la qualité de I'approxi-
mation : plus le reste est petit en valeur absolue, meilleure est 'approximation.

Par ailleurs un examen du signe du reste va fournir des indications quant aux positions
relatives des graphiques de la fonction et de ses approximations. En effet, comme on a

Ry(z) = f(z) — Pu(x — x0),

si Ry(z) > 0 (resp. R,(x) < 0) en tout x voisin de xp, alors le graphique de f est < au-
dessus > (resp. < en dessous ») de celui de 'approximation, et cela au voisinage de xg. Par
contre si le reste change de signe lorsque x < x et x > xg, alors le graphique de 'approximation
est au-dessus puis en dessous de celui de f, ou vice-versa.

Un résultat tres utile pour examiner les valeurs du reste est le suivant.

Sin € Ng et si f est une fonction n+ 1 fois dérivable sur un intervalle ouvert I de R, alors
pour tous x, xg € I, x # g, il existe un point u strictement compris entre xq et x tel que

- f(x ; x — x0)" Tt
f(z) = ZM(:U_%)J + WDn+1f(u)

(.%' _ xo)nJrl

s D ),

= Pn($—$o) +

Ce résultat s’appelle le développement limité de Taylor de f en xg a l'ordre n + 1.

Dans ces conditions, le reste R,, de I'approximation de f a 'ordre n en zg évalué en x s’écrit

explicitement
($ _ l’o)nJrl

Ro(z) = f(z) = Po(z —x0) = WDan(U)-



88 CHAPITRE 3. APPROXIMATIONS POLYNOMIALES ET SERIES

L’étude du signe du reste au voisinage de xg pour préciser les positions relatives des graphiques
peut ainsi se faire a partir de ’expresssion

T — n+1

3.3 Développements illimités-Séries

3.3.1 Introduction aux développements illimités

Tout ce qui précede concerne les développements limités de f, c’est-a-dire qu’on suppose
la fonction n fois dérivable sur un intervalle et 'on “approche” f par un polyndéme de degré
inférieur ou égal a n.

Que se passe-t-il si f € Cx(Ja,b]) et que 'on considére des approximations de degré de
plus en plus élevé? Vu le développement de Taylor, f admet une approximation a tous les
ordres. Etant donné z( €]a, b[, pour tout x €|a, b| et pour tout N € Np, il existe donc un point
u(xg,x, N) compris entre = et xg et tel que

),
fl@)=>" D" f(zo) + Bn(zo,2)

n=0

ou le reste Ry a 'ordre N s’écrit

_(z— )N ! N+1
Si
NLHEOO Rn(zg,z) =0 (%)
on a

f(w) = Jim (2_% D f(ao) + RN<xo,x>> = Jim _OH!OD"f(on)

ce qui se note habituellement

= (x —xo)™
f(z) = Z Tan(CUO)-
n=0
Les fonctions qui sont indéfiniment continiiment dérivables et admettent un tel développement
au voisinage de g sont dites analytiques en xg ; les fonctions qui sont indéfiniment contintiment
dérivables et admettent un tel développement au voisinage de tout xo €la, b[ sont dites analy-
tiques dans ]a, b[. Si la plupart des fonctions élémentaires sont de ce type, il est faux de dire que

toutes les fonctions sont analytiques®.

5. La fonction
-1
_ ) exp(Z)=ex siz>0
f(@) { 0 siz <0

appartient & Coo (R) et ses dérivées sont toutes nulles en 0. On ne peut donc pas avoir un tel développement au
voisinage de 0.
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3.3.2 Séries (définition)

Dans ce qui précede, on a déja considéré des < sommes infinies >, c’est-a-dire des expressions
du type 1+ + 2%+ 2%+ ..., qui sont plutét notées Y F°° 2™ ou :rnO:Omo ™ (moy € N fixé). 1l
faut étre prudent lors de la manipulation de telles expressions car en fait la notation sous-entend
un passage a la limite et on sait qu’une telle opération peut amener des surprises.

Une série n’est en fait rien d’autre qu’une suite particuliere.

Définition 3.3.1. Etant donné une suite de réels (ou de complexes) x,, (m € No), la série de terme
général x,, est la suite des sommes partielles

NE

T (M S NO).

m=1

Une série est dite convergente si la suite des sommes partielles converge vers une limite finie.
Cette limite est alors notée
+oo
PRED
m=1

et on dit que c’est la somme de la série.
Une série est dite divergente si la suite des sommes partielles ne converge pas vers une limite

finie.

Etant donné une suite de nombres z,, (m € Ny), la série de terme général x,, est donc la
suite

M
SM: Zwm (MEN());

m=1
il s’agit vraiment d’une suite tres particuliere car il y a des liens étroits entre ses différents
éléments. On a en effet
Suv+1=Sm + M+

quel que soit le naturel M.

Par définition, si la série de terme général z,,, converge, on a donc

M

+o0
lim Ty =  lim SM:E T
M —+oo M—+oco

m=1 m=1

Attention : bien souvent, on parle aussi de la série E;ozol Tm. Cela signifie que 'on doit
étudier la suite des sommes partielles Zi\le Tm (M € Np) et que, si cette suite converge vers
une limite finie, cette limite est notée :rnojl Ty, 11 faut donc bien prendre garde a 'utilisation
de cette notation : soit on parle de la limite, soit on parle de la suite des sommes partielles. Tout

cela doit étre clair dans le contexte.

Pour tout mgy € Ng, mg # 1, on peut aussi bien str considérer la suite des sommes partielles
Smo+m (M € N). La série que l'on étudie dans ce cas est la série

+oo
> o

m=mg
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. . o 400
De plus, la série Zm o Tm converge si et seulement si la série ) >z, converge, auquel cas
on a l’égalité suivante entre les limites

1+ +wmo 1+me*2xm

m=mgo

L’étude de la convergence des séries repose sur plusieurs résultats dont la démonstration sort
du cadre de ce cours. Nous ne citerons que ceux qui seront le plus utilisés ici.

3.3.3 Exemples

1) Considérons par exemple la série de terme général x,, = (—1)" en prenant m & partir
de 0. 11 s’agit de la suite

M
Sy =Y (1) (M eN)
m=0
c’est-a-dire de la suite de réels Sy, S1, So, ... suivante
So =(-1)°=1
=So+(-D)l=1-1=0
=S+ (-1)2=1
53—52+( 1P¥=1-1=0
54_53+( Di=0+1=1

Cette suite ne converge pas vers une limite finie, ni vers 'infini. La série est donc divergente.

2) Considérons la série de terme général x,,, = 1/2™ en prenant m a partir de 1. Il s’agit de
la suite

Mo
SM:ZTm(MeNO)
m=1
c’est-a-dire de la suite de réels
R
1 1 3
1
52—51+27:§+Z:Z
3 1 7
_ 1 _ _
S=ftam = tg=g
7 1 15
Sy=8S3+L =—+— ="
1=t =3t 5= 16

oINS L 1logy
M=5 om 9 1_1 oM
m=0 2
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pour tout M. Comme la suite 1/2M (M € Ng) converge vers 0 on en déduit que la série converge

et que 'on a
—+00

1
lim Sy = — = 1.
M—1>+oo Z 2m

m=1

3) Considérons la série de terme général z,, = 1/m en prenant m a partir de 1. Il s’agit de

la suite
M

SM:Z%(MENQ)

c’est-a-dire de la suite de réels

Si=1=1
1 1 3
e —:1 —_ = —
So S1+2 +2 5
1 3 1 11
53—52—1—5—54—5—7

Cette série ne converge pas : on a
lim Sy = +o0.
M —+00 M +
Démontrons ce résultat .
Démontrons d’abord que 'on a > In(z+1) Va > —1. De fait, la fonction f : z — In(x+1)
est indéfiniment contintiment dérivable sur | — 1, +oo[; par le développement limité de Taylor a
l'ordre 2 en 0, pour tout = > —1 il existe donc u compris entre 0 et = tel que

2 22 1

f(r) = In(x+1) = f(0) + zDf(0) + %D2f(u) - 2 (1+u)?

Comme
@ 1 oy
2 (1+w)? —
on obtient finalement
S|

fl) = In(x+1) = =z — %m <z

Utilisons ce résultat pour toutes les valeurs x = 1/m (m € Np) : on a donc
1 1
— >In(—+1)=In(m+1)—Inm, Ym € Np.
m m

Il s’ensuit que

1
Sy = E - > E (In(m+1) —lnm) >In(M +1), VM € No.

m=1 =1

6. Une autre démonstration consiste a montrer que Sy; > 1+ % pour tout j € No ; voir par exemple Calculus,
R. Ellis and D. Gulick, 1994, p. 572
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Deés lors

4) Considérons la série de terme général z,, = (—1)"/m en prenant m a partir de 1. Il s’agit
de la suite

M m
Su=)_ S, (M € No)

m
m=1
c’est-a-dire de la suite de réels
—1)!

P
(—1)2 1 1
= L 4=
S2 =51t *3 2

_ (-1)* 1
S3 =53 + 7 =3

Contrairement & la série précédente, les éléments successifs de la suite Sy (M € Np) sont
obtenus en ajoutant, puis retranchant un nombre positif de plus en plus petit. Ce comportement
est typique des séries dites < alternées ». On a en fait

+oo m—1
—1
7( ) =1In2.
m

—

m=

On démontre cela (fait aussi dans le cours MATH2007 au début de I'intégration sur des intervalles
non fermés bornés) en utilisant encore les développements limités de Taylor de f : x +— In(x+1),
a tous les ordres, puis en prenant ceux-ci en £ = 1; on peut ainsi voir directement que le reste
tend vers 0 si le nombre de termes augmente et on en déduit la somme annoncée.

3.3.4 Conditions de convergence

Propriété(s) 3.3.2. Si la série E;(fl Tm converge, alors la suite formée par le terme général,
c’est-a-dire la suite x,, (m € Ng), converge vers 0. La réciproque est fausse.

Preuve. Notons [ la limite de la série. Soit Syr = Z%ﬂ Tm (M € Np) la suite des sommes
partielles. On a
r1 =251, v = Sv — Sm-1, M > 2.

Comme les suites Sy (M € No, M > 2) et Spyy—1 (M € Ng, M > 2) convergent vers [, la suite
xy = Sy — Syp—1, M > 2 converge vers 0.

La réciproque est fausse comme le montre I'exemple de la série Z:;O:ol % appelée série har-
monique

Trouver la limite d’une série n’est pas chose aisée. Cependant, il existe des criteres permettant
de savoir si, oui ou non, une série est convergente. Nous renvoyons a ’annexe pour le critére de
Cauchy qui n’est rien d’autre que le critere de Cauchy pour les suites.

Proposition 3.3.3. 1) Critére de comparaison. Si la série de terme général |z,,| converge
et si le réel strictement positif R est tel que |ym| < R|zy| Ym, alors la série de terme général
Ym est aussi une série convergente.
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2) Critere des séries alternées. Si ry, (m € Ng) est une suite de réels qui décroit vers 0,
alors la série de terme général (—1)™ry, est une série convergente. De plus, pour tout p € N,

on a
—+00

Z (=1)"rm

m=p

< 7p.

Preuve. Les preuves figurent dans I’annexe.[]
Remarquons que la premiere propriété énoncée ci-dessus indique également que si la série
+ |2m| converge, alors la série > a,,, converge également.

Les notions de série absolument convergente et semi-convergente, de méme que les criteres
pratiques de convergence des séries ne seront pas abordés dans un premier temps. Nous renvoyons
a l'annexe pour une premiere information sur ces sujets.

3.3.5 Cas de référence

Deux exemples de séries sont fondamentaux. L’étude de la convergence de beaucoup d’autres
les utilise. C’est la raison pour laquelle on parle de <« cas de référence > en parlant de ces deux
exemples.

Le premier cas fondamental est celui de la série géométrique. Cette série (on devrait plutot
parler de «< séries > au pluriel car on la définit pour tout réel ou complexe) est définie de la
maniere suivante : pour q € R, il s’agit de la série de terme général ¢, c’est-a-dire de la suite

des sommes partielles
M

Cette série est notée

Le second cas fondamental est celui de la série de Riemann. Cette série (on devrait plutot
parler de < séries’ > au pluriel car on la définit pour tout réel ou complexe) est définie de la
maniere suivante : pour a € R, il s’agit de la série de terme général #, c’est-a-dire de la suite
des sommes partielles

Cette série est notée

Le résultat régissant la convergence de ces séries est le suivant.

Théoréme 3.3.4. 1) La série géométrique de terme général ¢™ converge si et seulement si
q €] — 1,1[. De plus, on a

+00 1
quzf g€l -1,1]
m=0 q

et méme

400 1
Z qm:qMﬁ ge]—-1,1[, MeN
m=M
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2) La série de Riemann de terme général 1/m® converge si et seulement si o > 1.

Preuve. 1) Si ¢ = 1, la suite des sommes partielles de la série géométrique est la suite
Sy =M +1 (M € N). Cette suite ne converge pas vers une limite finie.

Si g # 1, la suite des sommes partielles de la série géométrique est la suite formée a partir
de la somme des premiers termes d’une progression géométrique de raison ¢. On a donc

1 — M+1
Su=-—%  MenN.
1—g¢q

Ainsi, la suite Sp; (M € N) converge vers une limite finie si et seulement si la suite g™ 1 (M € N)
converge vers une limite finie. L’étude de la convergence de cette suite a été effectuée dans le
chapitre 2 (partim A) (lors de I’étude d’exemples fondamentaux de suites). On reprend les
résultats établis & ce moment-la : la suite ¢M*! (M € N), converge vers une limite finie si et
seulement si ¢ €] — 1,1]. Comme nous sommes dans le cas ¢ # 1, on conclut.

2) Ce résultat se démontre en utilisant le fait que la fonction z — 1/s% est intégrable en 400
si et seulement si o > 1. La démonstration est détaillée au tableau & ’occasion d’un cours U

3.3.6 Quelques exemples

— La série > 2™ ne converge pas.

— La série Znt(’:ol 37 converge (est méme absolument convergente).

— La série 3. (—1)™/m? converge (est méme absolument convergente).
— La série 3> 1/(m + 1) ne converge pas.

— La série Y% (—1)™/(m + 1) converge.

— La série 3% 1/(m? + 1) converge (est méme absolument convergente).
— La série Y% \/m/(m + 1) ne converge pas.

— La série Y% (—1)™/m™ converge (est absolument convergente).

— La série % (—2)™/m! converge (est absolument convergente).

3.4 Séries de puissances

Dans le cas des développements illimités de Taylor, les séries qui apparaissent sont parti-
culieres en ce sens qu’elles s’écrivent sous la forme

+oc0
Z am(z — o)™
m=0

ol am,, (m € N), est une suite de réels (ou de complexes) et ot z,29 € R (ou € C). Une telle
série s’appelle une série de puissances de = — z. Si on fixe xg et la suite a,, (m € N), il s’agit en
fait d’une fonction de x dont on doit déterminer le domaine, c’est-a-dire I’ensemble des x pour
lesquels la série converge.
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Pour I’étude des séries de puissances, on a le résultat fort utile suivant, que nous ne démontrons
pas ici.

Théoréme 3.4.1. On consideére la série de puissances
E amx™.
m=0

Supposons que la série converge pour tout x €] — R, R[ ot R est un réel strictement positif. Alors
la fonction

+oo
r€]—R,R[— S(z)= Z amx™
m=0

est indéfiniment continiment dérivable dans l'intervalle | — R, R| et y est dérivable terme a terme
c’est-a-dire

DS(z) = D(ap+ a1z + asx® + asx® + ...
= Dag+ a1 Dz + asDz? + asDx® + ... = a1 + 2a0x + 3azz® + . ..
et ainsi de suite pour les dérivées d’ordre supérieur.

Il est important de bien comprendre ce que cela veut dire :il ne s’agit en aucune maniere
de dériver une somme finie puisque des limites interviennent. Ce résultat exprime en fait que
I’on peut permuter deux limites, a savoir la limite d’une suite de sommes partielles et la limite
qui se trouve dans la notion de dérivée. L’égalité qui figure dans le résultat précédent s’écrit de

fagon plus précise (et cela évite les erreurs éventuelles dues a la mauvaise compréhension de la
présence de points de suspension ici)

DS(x) = D lim > apa”

Le théoreme précédent peut étre aussi énoncé pour une série de puissances de x — g, & savoir

o0
Z am(z — o)™
m=0

au lieu de la série de puissances de =
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3.5 Fonction exponentielle (définie par une série)

Nous allons & présent définir la fonction exponentielle et en démontrer les propriétés fonda-
mentales. Normalement, en suivant un processus déductif, nous aurions dii commencer par la
pour définir plusieurs des fonctions élémentaires (In, sin, cos). Cependant, vu la grande utilité
des fonctions élémentaires et de leurs propriétés dans les cours de sciences abordés des le début
de I’année, nous avons préféré présenter la matiere de cette maniere-ci.

3.5.1 Définition
Définition 3.5.1. La fonction exponentielle est la fonction définie sur R par
m

+oox
exp(z) = ZW’ z€R

m=0
On définit de la méme maniere la fonction exp(z), avec z nombre complexe quelconque.

Montrons que cette définition a un sens, c’est-a-dire que la série

00 2m
m!
m=0
est une série convergente ” quel que soit le réel x.
Soit « € R. 1l existe M € Ny tel que |z| < M. Il s’ensuit que, pour m > M, on a

-M
N N I lel _fel 2l (2] N <cf 1= "
m! 1 "M M+1 T m -1 M \M+1 - M+1

ou C' est une constante strictement positive qui ne dépend pas de m (cette constante ne dépend

|z|
M+1

que de z et de M). Comme A}Lll € [0, 1], 'expression (

géométrique convergente. D’ou la conclusion.

m
) est le terme général d’une série

3.5.2 Propriétés fondamentales

Nous sommes a présent en mesure de démontrer les propriétés fondamentales de la fonction
exponentielle, annoncées dans le cours MATH2007.

Théoréme 3.5.2. 1. La fonction exp est indéfiniment continiment dérivable sur R et® on
a
DFexp(z) = exp(z), z €R, ke N; exp(0) = 1.

2. On a la premiére estimation
2 <exp(l) <3.

3. Plus précisément, on a l’estimation

e =exp(l) = 2.71828182. ..

7. On peut directement aussi appliquer le critere du quotient. Nous avons utilisé ici une méthode directe car
elle permet de donner une justification méme si les critéres pratiques n’ont pas été abordés au cours.

8. C’est en fait I'unique fonction dérivable sur R qui vérifie ces conditions. La preuve de I'unicité est un cas
particulier de la preuve régissant la structure des solutions des équations différentielles linéaires a coefficients
constants d’ordre 1.
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4. Pour tous x,y € R, on a
exp(z + y) = exp(z). exp(y).

5. Pour tout x € R, on a
exp(z) > 0.

6. On a lim,_,,exp(z) = +oo et limy,,_exp(z) = 0. Plus généralement, pour tout
peN, ona
lim exp(z)
rz—+oo P

=400, et lim 2Pexp(x)=0
T—r—00

(< a Uinfini, la fonction exponentielle domine toute puissance antagoniste de x > ).

Preuve. 1) On vient de voir que cette fonction est effectivement définie sur R. Elle est en
outre dérivable sur R et dérivable terme a terme, par utilisation du théoréme 3.4.1. On a donc

+oo ma™—1 +oo m
Dy exp(x) = Z = Z —
m=1 : m=0 ’

pour tout x € R. Les autres dérivées s’obtiennent alors directement. De plus, comme 0™ = 0
pour tout m € N, on a exp(0) = 1.
2) Pour tout m € Nym > 2, onam! =m.(m—1)...2>2...2 =2m"1 Ainsi,

+oo 1 +oo
il —(m-1) _
2§exp(1)§2+zm!§2+22 =3.
m=2 m=2

3) est démontré dans I’annexe.
4) Soit y € R. Considérons la fonction de

f(z) = exp(x +y) exp(—m).

Cette fonction est définie et dérivable sur R car la fonction exponentielle est définie et dérivable
sur R. De plus,

D,f(x) = Dyexp(x+y) exp(—z) + exp(z+y) D,exp(—x)
= exp(z +y) exp(—z) — exp(z +y) exp(—z)
= 0.

Il existe donc une constante r (constante par rapport a z mais qui dépend de y puisque f en
dépend) telle que
f(x) = exp(z +y) exp(—z) =7, VxR

En prenant cette égalité pour = 0, on obtient r = exp(y). En conclusion, on a obtenu
exp(z +y) exp(—x) =exp(y) Vz,y €R. (%)
En prenant alors cette égalité pour y = 0, on trouve
exp(z) exp(—z) =1 VreR;
il s’ensuit alors que (*) devient

exp(r +y) = exp(z) exp(y) Vz,y €R.
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5) Pour tout z € R, on a

vt = (3 + ) = (o (2))

ce qui montre que exp(z) > 0. Par ailleurs, on a exp(z) exp(—x) = exp(x — z) = exp(0) = 1,
quel que soit z; deés lors exp(x) # 0 quel que soit .
6) Soit p € N. Pour > 0, on a

( ) +oo M $p+1
exp(x) = _— >
| |
L=om! — (p+1)
donc
exp(x) r o
P (p+ 1
il s’ensuit que
lim exp(z) = 400
r—+oo P
Siz#0,0na
p 1 p_ 1
2" exp(@) = s ~ (U s
P (—z)P
comme
e ORT) L ely)
T——00 (—x)p y——o00 yp
on obtient
lim 2P exp(x)=0.
T——00
O

Remarques 1) Le nombre réel exp(1) est noté e. On démontre que c’est un nombre irrationnel.
Comme la fonction exponentielle vérifie exp(x + y) = exp(z) exp(y), (z,y € R) on a, pour tout
naturel m

m

exp(m) =exp(l+ ...+ 1) =exp(l) exp(1l) ...exp(l) = ee...e =€,

mfacteurs mfacteurs

la fonction exponentielle est donc tout naturellement également notée

exp(z) =e*, z€R.

2) A partir des propriétés 1), 5) et 6), on obtient bien stir que la fonction exp est une fonction
bijective de R sur ]0, +oo.

Voici la représentation graphique de la fonction exponentielle; la premieére représentation
est effectuée dans un repere orthonormé; on voit bien son comportement quand ’argument
augmente (comportement < exponentiel >!). La seconde représentation est effectuée dans un
repere orthogonal non normé.
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proximations en 0 respectivement a ’ordre 1,2, 3, c’est-a-dire des polynomes
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Voici la représentation graphique de la fonction exponentielle (en pointillés) et de ses ap-

Pi(z) =14z (x €R), PQ(:):):l—l—x%-% (x € R), Pg(.’L’)Zl—Fw‘F%‘F% (x € R).

,3“:/2

3.6 Exponentielle complexe

3.6.1 Définitions et propriétés

Terminons cette partie consacrée a la fonction exponentielle par une introduction a l'ex-

ponentielle complexe, & la définition des fonctions sin,cos (pas par un dessin!) et quelques

compléments concernant les nombres complexes.

Pour tout z € C, la série

converge absolument. La fonction ainsi définie dans C est notée

—+00
Lm

> i

m=0

e~.

exp(z) ou encore
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La fonction exponentielle de domaine R en est sa restriction. De nombreuses propriétés sont
encore vérifiées par cette fonction complexe MAIS plus question de parler de croissance, ni de
positivité,. . . car il s’agit d’une fonction définie dans C et a valeurs dans C.

Propriété(s) 3.6.1. 1) On a
exp(z + 2') = exp(2) exp(z’) Vz,2 €C.

2) On a
exp(z) = exp(z) VzeC.
3) On a
Dy exp(zot) = 29 exp(zot) Vt€R et 2y € C fixé.
4) On a

exp(z) =exp(?) ©3IkeZ : z=2 + 2ikr.
En particulier, pour z,x' € R, on a
exp(iz) = exp(iz’) © Ik eZ : x=1a"+ 2kn.
Preuve. Résultat admis.OJ

On utilise encore la notation
exp(z) =e*, z€C.
Définissons a présent les fonctions sin et cos sur R.
Définition 3.6.2. On définit
cosxz = R(e™), sinz =3(e™), zcR
On en déduit que

cosx +isinz = exp(iz) = e, cosx —isinx = e =
pour tout réel x.

De plus, comme Rz = 3‘52 et Sz = 22_5 pour tout complexe z, on déduit aussi de la définition

que
elﬁ? _"_ e*lﬁ? . ell’ _ e*’LI
cosr = ——— sinr = ————

2 21

On a les propriétés suivantes.
Propriété(s) 3.6.3. 1) Pour tout x € R, on a
e = 1.
2) cos? x +sin®x = 1 pour tout réel x.
3) On a (cosx + isinz)™ = cos(mx) + isin(mzx) pour tout naturel m et tout réel x.
4) Pour tout z € C tel que |z| =1, il existe x € [0, 27| unique tel que
z =€,

Preuve. 1) On a 2z = |z|? pour tout complexe z. Il s’ensuit que

|€iw|2 _ eix eﬂ _ eix e—ix _ ei:c—ix -1
d’ou la conclusion car le module d’un complexe est un réel positif ou nul.
2) On a ' ' '
1=1e7? = (R(e™))? + (3(e™))? = cos® z + sin® z.
3) On a ‘ ‘
(cosz +isinz)™ = (e”)m = """ = cos(mx) + isin(mz).

4) Résultat admis.[]
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3.6.2 Complexes et trigonométrie

1) Etant donné un complexe z de module 1, c’est-a-dire un point du plan situé sur le
cercle centré a l'origine et de rayon 1, on sait qu’il existe un réel unique = € [0,27] tel que
z = €. On montre aussi que la longueur de I'arc de cercle joignant le complexe 1 au complexe
z vaut x.

On obtient donc la représentation suivante.

2) La forme trigonométrique d’un nombre complexe consiste simplement & écrire celui-ci en
se servant des coordonnées polaires du point du plan qu’il détermine.
Etant donné z € C, z # 0, on sait qu’il existe une réel x € [0, 2x[, unique, tel que

i — LT
2|
En posant
r=|z|
on a
z = re'®;

c’est ce que 'on appelle la forme trigonométrique du complexe z. Les réels r et x constituent
également les coordonnées polaires du point P d’abscisse Rz et d’ordonnée Iz.

3) Interprétons a présent la multiplication de deuz complexes. Soient z, 2’ deux complexes

non nuls. On peut écrire

ir / 1 ix!

donc
; /
22 = pplet@te)

La multiplication de z par 2’ consiste donc en une multiplication par le réel v’ (qui s’interprete
comme la multiplication d’un vecteur par un réel) et en une rotation d’un angle z’.

Y
L _ longueur de U'arc entre z et 2’ : ra’
2z
z
longueur de U'arc : rz X

(0] r=|z|
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4) Grace a la forme trigonométrique des complexes, on peut aussi démontrer que, pour tout

complexe non nul z et tout naturel n > 1, il existe n complexes distincts zg, 21, ..., z,_1 tels que
zp = 2.
On dit que les complexes z (k=0,...,n — 1) sont les racines n-iémes du complexe z.

La preuve est constructive : si
z=re®  r>0,x€0,2n]

on obtient en effet ok
- T + 2kT
zp = re™, aj=——, k=0,...,n—-1
n

Les n racines n—iemes d’un complexe sont donc les sommets d’un polygone régulier a n cotés
inscrit dans un cercle centré a l'origine et de rayon /7 ; la mesure des angles entre les vecteurs

t 27 radian(s).

joignant 'origine & deux racines consécutives es
n

Voici trois exemples.

Les racines cubiques de 1 = e’V sont zg = 1, z1 = e'3, 29 = €3 . Leur représentation est la

suivante.

axe imaginaire
2 i
e .

i | \'\ AN
/ I I~ K
’,' ! ‘\A\A \\\
! I SN2 = 1
. : > ;
' o R ‘
| \ o7 axe réel
\ | - ’
o -

N

z2‘(\\_—__",,’

Représentation des racines cubiques de 1

Les racines quatriemes de 1 = € sont 290 = 1, 21 = €'2 =i, 2p = ™ = —1, 23 = e'2 = —i.
Leur représentation est la suivante.

axe imaginaire
i1 =1
,—~—T‘l‘*1~\
e 4 N S
e a N AN
P s N AN
. ./. N N
’ 7/ N \
Vl '\. \‘
z91 s iz =1
& 5 » ,
N B :
N g axe réel
SN S
X N R
N N\ 7 ’
AN N s e
SN IS
SN g
23

Représentation des racines quatriémes de 1

. .\ ; i ;31 ;5 ;Tn
Les racines quatriemes de —1 = €' sont 29 = €'1, 21 = €'1, z90 = €4, z3 = €"2. Leur

représentation est la suivante.
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axe imaginaire
i

e e .

. [N

/o [
P [
Vo © LT axe réel
\ | |

N P,

SR B
Z29 s T 23

Représentation des racines quatriemes de —1

3.7 BREF résumé des quatre sections précédentes

SERIES DE PUISSANCES ET FONCTION EXPONENTIELLE

Avertissement

Ce qui suit est l’essentiel de la matiére concernant les séries de puissances et la fonction
exponentielle. C’est un descriptif des divers points a connaitre pour ’examen et les répétitions.

Cette section se veut étre un guide de structuration pour 'apprentissage et I'étude et se réfere
au syllabus de cours.

Bon travail.

1. Développements illimités-Séries (section 3.3)

2. Séries de puissances (section 3.4 du syllabus); le théoreme 3.4.1 est un résultat admis.

3. Fonction exponentielle (section 3.5 du syllabus)

— Cette section définit la fonction exponentielle et donne des démonstrations de ses
propriétés fondamentales.

Cette fonction est définie (en tout réel x) par une série de puissances de la fagon

suivante
400 M
xm . xm
exp(z) = E — = lim E —.
m! M—+o0 m!
La premiere chose a faire est donc bien stir de démontrer la convergence de cette
série.

La preuve se base sur deux points clefs : l'utilisation du critére de comparaison et
I'utilisation des séries de référence de type géométrique.

Si z est un réel (mais on peut faire ce qui suit aussi s’il est complexe), le principe de
la preuve est donc de prendre le module du terme général (qui est donc ici 2™ /m!)
et de le majorer (& une constante multiplicative pres, qui ne dépend pas de m) par le
terme général d’une série convergente, qui sera ici de type géométrique.

Apres les explications qui précedent, voir le syllabus pour le détail des calculs.
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— Pour les propriétés fondamentales :
bien en connaitre les énoncés (théoreme 3.5.2) et comprendre les preuves (sauf preuve
du point 4, dans 'annexe).

Voici un petit guide pour faciliter votre lecture et votre compréhension.

Point 1. Comme indiqué, il s’agit d’'une simple utilisation du résultat concernant la
dérivabilité et 'expression des dérivées des séries de puissances (voir le contenu de la
section 3.2.7, cf aussi ci-dessus).

Point 4. La premiére étape consiste & fixer y et a considérer une fonction (de x) qui
va permettre de mener a bien la preuve; c’est le < truc > de départ.

Ensuite comme la dérivée de cette fonction est nulle, on utilise une des conséquences
du théoreme des accroissements finis (aller revoir dans le cours du Q1) qui dit que
lorsqu’une fonction dérivable dans un intervalle ouvert de R et a valeurs réelles a une
dérivée nulle, alors la fonction est constante dans cet intervalle.

Apres les explications qui précedent, voir le syllabus.

Point 5 . 1l s’agit d’une conséquence directe du point 4 et du fait que exp(x — z) =
exp(0) =1

4. Fonction exponentielle complexe (section 3.6 du syllabus)

En utilisant exactement le méme raisonnement que dans le cas réel, on montre que la

série
+oo Lm
exp(z) = Y —
m!
m=0

converge quel que soit le complexe z.

Alors, dans cette section, on définit les fonctions sinus et cosinus de fagon rigoureuse
(c’est-a-dire pas en se contentant d’un graphique). Voici ces définitions : pour tout réel
x, en prenant z = ¢x dans ’expression ci-dessus, on a

+00 /. \m
exp(ir) = Z (Z:g! :
m=0

La fonction cosinus et la fonction sinus sont alors définies par
cos(z) = R(exp(iz)) et sin(z) = I (exp(iz)), x €R.

Les résultats qui sont dans le syllabus sont & bien comprendre (pour pouvoir les utiliser).

3.8 Annexe

3.8.1 Approximations polynomiales
REMARQUES

1) Siz+— P(z) = anaN +...+ap,2"+...+arz+ag est un polynome de degré strictement

supérieur a n et vérifie
f(z) — P(x — )

lim =0
T—T0,TF£T0 (ZU — IL‘())n
alors le polynome x — Pj(x) = apz™ + ...+ a1z + ag vérifie
P —
i @) =Pl —z0)

T—T0,TFET0 (iU — .CE(])"
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En effet, on a

N
Pz — wg) — Py(x — |
lim (z — o) 1 — o) = g lim aj(iU —x0) " =0.
T—T0,TFT0 (x — 1’0)" i T—T0,TFT0

2) Si f est continu en zg alors

lim (f(z) = f(z0)) = lim (f(z)— f(zo)) = 0.

T—T0 T—T0,TFETQ
Il s’ensuit que f admet la constante f(xp) comme approximation & l'ordre 0 en xg.

3) Pour une fonction f et un point xyp du domaine de définition de f, la propriété

limg 50 24a0 f(z();fim = 0 n’implique pas nécessairement la continuité de f au point xg. Il
suffit en effet de considérer la fonction nulle pour tout x # 0 et qui vaut 1 en = = 0. Cette
fonction admet le polynéme 0 comme approximation a l'ordre n (pour tout n € N) en zy = 0
mais n’est pas continue en 0.

4) Si f est continu en z( alors, pour tout polynéme P, on a

lim — (f(z) = P(x —z)) = lim (f(z) = P(z —z0)) (= f(z0) — P(0)).

T—T0,TFET0 T—=T0

La restriction faite dans la définition (x # z¢ pour n = 0) peut donc étre omise. Dans ce cas,
on appelle donc approximation a ’ordre n de f en zg un polynéome P de degré inférieur ou égal

a n tel que
o f@ =P —w0) . f@) = Plo— )

=0.
T—T0,TFTQ (l’ - .1‘0)” T—T0 (1‘ — xo)”

PROPRIETES

Propriété(s) 3.8.1. Soit f une fonction définie sur ]a,b| et soit xy €]a,b].

1) Si f a une approximation a l'ordre n en xg, alors f a une approximation a tout ordre
inférieur a n en xg.

2) Si f admet une approzimation a 'ordre n en xq, cette approximation est unique.

3) Si f est continu en xy et admet une approximation a l'ordre 1 alors f est dérivable en xg
et Uapprorimation a ’ordre 1 est

x> f(xo) + (x — xo)D f(x0).

4) Si f est continu en xo et admet une approzimation & lordre 2 en wmg, f n’est pas
nécessairement deux fois dérivable en xy.

Preuve. 1) En effet, si P est un polynéme de degré inférieur ou égal a n tel que

f(x) = P(z — xo)

lim =0
T—T0,TFET0 (1‘ — l’o)n
alors, pour tout k € {0,...,n— 1}, on a
— P(r — — P —
i @ -P@-z) _ . (flz) = Pz~ ) (2 — z0)"*
T—T0,TFELQ (;U — xo)k T—T0,TFLQ ($ — xo)"

~ <ﬂw—P@~m> i (o gk

T—T0,TFETo (l‘ — :Eo)n T—X0,LF£TQ

=0
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On conclut alors en utilisant la premiere remarque ci-dessus.
2) Soit x — P(z) = ap+ a1z +...+ apz™ un polynéome de degré inférieur ou égal a n tel que

o 1@ = Pla—a0)

= 0.
T—T0 (,’p — (L‘O)"

Recherche du coefficient ag. Vu 1) avec k =0, on a

lim (f(z) — P(z —x0)) =0.

T—T0,TFET0
Il s’ensuit que

lim f(z)= lim (f(z)—P(r—=z0))+ lim P(x—x9)=ao.

T—T0,TFET0 T—T0,TF£T0 T—T0,TFET0

Le coefficient ag est donc unique.
Recherche du coefficient a;. Vu 1) avec k =1, on a

f(z) — P(z — )

lim =0.
T—T0,TFLQ T — X0
Il s’ensuit que
xT)—a z)— Plx—=x Plr—x9) —a
fm S@W ey, J@-Plezw) oy, Pe-w)za
T—xo,x#x0 T — T T—T0,TFELQ T — X0 T—T0,LFELQ T — X

Le coefficient a1 est donc unique.
On continue de cette maniere jusqu’au coefficient a,.

3) Soit P(x) = ax + b tel que z — P(x — x) soit 'approximation de f a lordre 1 en x.
Vu ce qui précede, la constante b et f(xo) sont des approximations a l’ordre 0 en xy. On a donc
nécessairement

b= f(zo).

Des lors, pour = €la,b[, = # xp, on a

f(z) = flwo) _ flo) —ale —x0) = flao) | alz—20) _ flz) —alz—m) = flz0)

T — X0 T — X0 T — X0 T — X0
o F@ = f@o) o f@) = Pl—x)

T—T0 Tr — X0 T—T0 T — X0

donc la limite

existe et est finie.

4) La fonction
w3sin(1/x) sixz #0
f(x)_{ 0 siz=0

est définie sur R et est continue sur R. Cette fonction est dérivable sur R mais n’est pas deux
fois dérivable sur R. On a en effet

2?sin(1/z) — xcos(1/z) six
Df(x>_{gm<1_/0> (1/a) siz#0

et cette fonction n’est pas dérivable en 0 car la limite
322 sin(1 — xcos(1
L 3a?sin(1/x) — z cos(1/2)

z—0 T

n’existe pas.
Cependant, la fonction f admet une approximation a I'ordre 2 en zg = 0 car

lim 7f(x)2— 0

= li in(1 =0.
Jim —— im xsin(1/z) =0

z—0
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3.8.2 Criteres de convergence pour les séries

Proposition 3.8.2 (Critere de Cauchy). La série de terme général x,, converge si et seulement
st Ve > 0, il existe M € Ng tel que

q
D m
m=p

En particulier, sila série de terme général |z,,| converge et si R > 0 est tel que |ym| < Rlzy| Ym,
alors la série de terme général y,, est aussi une série convergente.

<e Vg=p=>DM.

Preuve. Résultat qui se déduit du critere de Cauchy pour les suites car une série est une
suite particuliere.[]

Proposition 3.8.3. 1) Si la série de terme général |x,,| converge et si R > 0 est tel que
|ym| < R|xm| Ym, alors la série de terme général y, est aussi une série convergente.

2) Critére des séries alternées. Sir,, (m € Ng) est une suite de réels qui décroit vers 0, alors
la série de terme général (—1)™ry, est une série convergente. De plus, pour tout p € Ng, on a
+o0

S (1)

m=p

< 7rp.

Preuve. 1) 1l s’agit d’une application du critere de Cauchy car on a

q
2 um

m=p

q

q
<Y lyml SR foml
m=p m

=p

2) Ce résultat peut étre démontré en utilisant le critere de Cauchy. En effet, pour tous
pquN()vaqa on a

Z (=)™,

m=p
= (=1)P (rp—rpr1 +rpro —rpr3 + ...+ (=1)77Pry)
—— { (rp — pt1) + (rpy2 — Tp43) + (Tpya — Tpg5) + ... + (1q—1 —7¢) sl ¢ — p est impair
(rp = Tp41) + (rpy2 = 7p13) + (Tpra — rpys) +... 74 si ¢ — p est pair
donc

Z(_l)mrm

{ (rp —rps1) + (Tpr2 — rp43) + (Pppa — Tpg5) + ... + (1rg—1 — 1r¢) si g — p est impair

(rp —rps1) + (Tpr2 — rp43) + (Tppa — Tpg5) + ... + 14 si ¢ — p est pair

car la suite r,,(m € Ng) est décroissante. En regroupant encore les termes d’une autre maniere,
on a

q
> ()" =
m=p
{ rp+ (Tpt2 — Tpt1) + (Ppya — Tp43) + ...+ (rg —7g—1) si g — p est pair
Tp+ (Tpt2 — Tpt1) + (Tpra — Tp43) + ... — 1y si ¢ — p est impair
donc cette expression est égale a r, auquel on ajoute des termes tous négatifs. Il s’ensuit que
q
> (=1)rm| <1y
m=p

On peut alors conclure car la suite r,,, (m € Ng) converge vers 0. [J
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3.8.3 Criteres pratiques de convergence des séries

Définition 3.8.4. La série de terme général x,,, c’est-a-dire la série Z | Ty est dite
— absolument convergente si la série

“+oo
g |xm| converge.
m=1
— semi-convergente Si
+00 “+oo
g Ty, converge mais E || ne converge pas.
m=1 m=1

Vu ce qui précede, une série absolument convergente est convergente mais la réciproque est
fausse.

On démontre les résultats suivants, appelés critéres pratiques de convergence, a 'aide des
séries de référence (série géométrique et série de Riemann).

Proposition 3.8.5 (Criteres pratiques de convergence). Soit Z;fl T une série.
1) Criteére de la racine.
— i limyysi00 §/]Tm] = 0 € [0,1] alors la série S x,, est absolument convergente
(donc est convergente).

— Siona limm_H_OO R"/ [Tm| =0 > 1 oulimy, 100 V/|Tm| = +00 oulimy, 5100 V|wm| =17
alors la série E =) Tm diverge (car son terme général ne tend pas vers 0).
2) Critére du quotient. Supposons x,, # 0 pour tout m.
— Silimy, 4 o0 % =0 € [0,1] alors la série S, x,, est absolument convergente (donc
est convergente).

|‘;n+‘l‘ — ‘x‘;ﬂr‘ﬂ = 400 ou hmm—H—oo |Tmt1] _ 1+

ESE
alors la série diverge (car son terme général ne tend pas vers 0).

— Sion alimy,— 400 0 > 1 ou limy,— 400

3) Critére de Riemann.
— Sl existe a« > 1 tel que limy,— oo m®|xy,| existe et est finie alors la série Z | Ty est
absolument convergente (donc convergente).

— S limm_>+oo m|zy,| existe et vaut soit +oo soit un réel strictement positif, alors la série
*, |om| diverge (mais la série S|z, peut converger).
3.8.4 Une approximation de ¢

Propriété(s) 3.8.6. Pour tous x € R et M € Ng vérifiant M > 2(|x| —1), les sommes partielles
de la série définissant exp(x) sont telles que

rm |$|M+1
e
xple Z m!| M (M +1)V
m=0
En particulier pour x =1 on trouve
Mo - i 1 2
m! — m! (M +1)!
m=0 m=0

d’ot lestimation exp(l) = 2.718 (M = 6) ; plus précisément exp(1) = 2.71828182.. . ..
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Preuve. Pour tout M € N et tout réel x, on a

M M +o0 M
eXp(‘T) - ) = § ol
: m.

m=0 m=M-+1

M1 +oo Zm
= Mt (”;(m+M+1)...(M+2)>'

Des lors, si M + 2 > 2|z,

= x = T x = 1
= < — =1
TnZ::l(m+M+l)...(M+2) n;m+M+l M+ 2 _mz::2m
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Annexe A

Petit formulaire pour les
mathématiques et les sciences

A.1 L’alphabet grec

alpha « iota L rho 0

béta 15} kappa K sigma 0, %
gamma ~,T lambda A, A | tau T
delta d, A mu " upsilon v, T
epsilon €, € nu v phi o, 0, @
zéta, dzéta ( xi, ksi &, 2 | khi X

éta n omicron o psi P, ¥
théta 0,9,0 | pi m, Il | omega w, ()

A.2 Symboles usuels du langage mathématique

Notations habituelles pour les ensembles classiques de nombres

N | ensemble des naturels positifs ou nul

Ng | ensemble des naturels strictement positifs
Z | ensemble des nombres entiers

Zy | ensemble des nombres entiers non nuls

Q | ensemble des nombres rationnels

Qo | ensemble des nombres rationnels non nuls
R | ensemble des nombres réels

Ry | ensemble des nombres réels non nuls

C | ensemble des nombres complexes

Co | ensemble des nombres complexes non nuls

Notations relevant de la théorie des ensembles

Un ensemble est désigné soit explicitement, en notant ses éléments entre accolades, soit de
fagon générique en utilisant (le plus souvent) une lettre majuscule. Ainsi, ’ensemble dont les
éléments sont a,b, c,d, e est noté explicitement {a,b,c,d,e}. Lorsque I'ensemble contient une
infinité d’éléments, on adapte cette notation.

Dans ce qui suit, A, B désignent deux ensembles.

111
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Notation | Signification

a€ A a appartient a I’ensemble A ou a est un élément de A

ACB I’ensemble A est inclus dans ’ensemble B

c’est-a-dire tout élément de A est un élément de B

A=1B les ensembles A et B sont les mémes

c’est-a-dire tout élément de A est élément de B et tout élément de B est élément de A

c’est-a~-dire AC Bet BC A

ANB ensemble intersection de A et de B

c’est-a-dire I’ensemble des élements qui appartiennent & la fois a A et & B

AUB ensemble union de A et de B

c’est-a-dire I’ensemble des éléments qui appartiennent & A ou a B

c’est-a-dire ’ensemble des éléments qui appartiennent soit & A et pas a B,
soit & B et pas a4 A, soit a A et & B

0 ensemble vide

c’est-a-dire 'ensemble qui ne contient aucun élément

A\ B ensemble A moins B

c’est-a-dire I’ensemble des éléments de A qui n’appartiennent pas a B

Par exemple, I’ensemble des réels en lesquels la fonction cosinus s’annule est ’ensemble des
réels qui sont égaux a m/2 auquel on ajoute un multiple entier de 7 ; cet ensemble est noté

{g—l—lm, k:eZ}.

L’ensemble de définition de la fonction tangente, quotient de la fonction sinus par la fonction
cosinus, est ’ensemble des réels pour lesquels le cosinus ne s’annule pas; il s’agit donc de ’en-
semble

R\{g—i—lm, keZ}.
Notations relevant de la logique élémentaire

Soient P, () deux propositions

Notation Signification

P=qQ si la proposition P est vraie, alors la proposition () est vraie;

on dit aussi

- il suffit que la proposition P soit vraie pour que @ le soit aussi,

- il est mécessaire que la proposition Q) soit vraie pour que P soit vrai,
- pour que la proposition @) soit vraie, il est suffisant que P soit vrai
- pour que la proposition P soit vraie, il est nécessaire que (Q soit vrai

PsqQ P et @ sont des propositions équivalentes
c’est-a-dire P = Q et Q = P
v pour tout
Vre Aona .. pour tout (ou quel que soit) 1’élément 2 de I'ensemble A, on a ...
3 il existe
Jx € A tel que ... | il existe un élément x de ’ensemble A tel que ...

A.3 Rappels sur les triangles et les angles

Cas d’égalité des triangles

Deux triangles sont dits égaux s’ils sont “superposables” c’est-a-dire si on obtient I'un a partir
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de l’autre par un déplacement dans le plan (qui n’affecte pas leur rigidité) ou encore si on obtient
I'un a partir de 'autre par une translation suivie d’une rotation.

Deux triangles sont égaux dans chacun des cas suivants :

- ils ont un coté égal adjacent a deux angles égaux chacun a chacun

- ils ont un angle égal compris entre deux cotés égaux chacun a chacun
- ils ont les trois cotés égaux chacun a chacun.

Cas de stmilitude des triangles

Deux triangles sont dits semblables si on obtient I'un & partir de 'autre par une similitude. (En
géométrie, une similitude est une transformation qui conserve les rapports de distances.)

Deux triangles sont semblables dans chacun des cas suivants :
- ils ont deux angles égaux chacun a chacun

- ils ont un angle égal compris entre des cotés proportionnels
- ils ont les trois cotés proportionnels

ils ont leurs cotés paralleles chacun a chacun

ils ont leurs co6tés perpendiculaires chacun a chacun.

Cas d’égalité des angles

Considérons deux droites paralleles distinctes et une sécante.

rd

/7/\/’)/

a/
%

Les angles alternes internes ¢, b’ (resp. d, a') sont égaux.

Les angles alternes externes a, d’ (resp. b, ¢’) sont égaux.

Les angles opposés par le sommet b et ¢ (resp. a et d, b/ et ¢/, a’ et d') sont égaux.
Les angles correspondants a et a'(resp. b et b/, c et ¢/, d et d’) sont égaux.

Angles et cercle

Un angle inscrit dans un cercle a la mesure de la moitié de 'angle au centre qui intercepte le
meéme arc.
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A.4 Quelques relations fondamentales de trigonométrie
Les fonctions sinus et cosinus sont définies sur R et périodiques de période 27. On a
sine=0 < dkeZ:x=km, cossz@EkEZ::)::g—i—kﬂ.

Pour tout réel z qui n’annule pas le dénominateur, on a

COST

sin x
tanx = , cotanz = — .
CoS T sin x

On a les relations suivantes (et de nombreuses conséquences!) pour tous réels z,y

cos(—x) = cosx sin(—z) = —sinz
cos (5 —x) =sina cos(m —x) = —cosz et sin(mr —x) =sinz
cos(z +y) = cosz cosy — sinzsiny sin(z + y) = sinz cosy + cosx siny

Relations dans les triangles

On désigne par A, B, C les sommets d’un triangle et par a, b, ¢ les longueurs des cotés opposés
respectivement a ces sommets. Enfin, les mesures des angles (orientés positivement) de ce tri-
angle sont respectivement appelées «, 3, .

Triangle quelconque

On a les formules suivantes. C

a+pB+y=m7

a’? =b? 4 ¢ — 2bccos

b2 =a®+ ¢ — 2accos B

2 =a®+b>—2abcos v
a b c

sin @« sin 8 sin 7y

Triangle rectangle
Dans le cas particulier des triangles rectangles, les relations ci-dessus se simplifient de la
maniere suivante.

Le coté opposé a 'angle droit (ici o) se nomme hy- C

poténuse.

On a les formules suivantes : v a

a+ 4y =m avec un des angles égal a 7/2 b

b=a sinf =a cosy=c tan = c cotan 7y o 3

c=a siny=a cosf=0b tan v =05 cotan [
a2 = b2 + 2 A ¢ B
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Dans un triangle rectangle, la longueur d’un c6té de ’angle droit est égale a

- la longueur de ’hypoténuse multipliée par le sinus de ’angle opposé ou le cosinus de ’angle
adjacent

- la longueur de I'autre c6té multipliée par la tangente de 1’angle opposé ou la cotangente de
I’angle adjacent.

Dans un triangle rectangle, le carré de la longueur de ’hypoténuse est égal a la somme des carrés
des longueurs des deux autres cotés.

A.5 Aires et volumes

Aire d’un triangle =
la moitié du produit de la longueur d’'un coté (b) et de la hauteur correspondante (h) c’est-a-dire

bh
I
\
h
\
|

2
b

Aire d’un trapéze =
la moitié du produit de sa hauteur (h) par la somme des longueurs de ses bases (B et b) c’est-

(B+b)h
\
!
} h
\
x

a-dire 5
Aire d’un parallélogramme =
le produit de la longueur d’un c6té (b) par la hauteur correspondante (h) c’est-a-dire bh

b
B

-—-
\

h

Aire d’un losange =
la moitié du produit des longueurs de ses diagonales (D et d) c’est-a-dire

Dd
2
;
<
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Aire d’un disque de rayon de longueur r =

le produit de 7 par le carré de la longueur du rayon (r) c’est-a-dire 7r
Longueur de la circonférence (cercle) =

le double du produit de 7 par la longueur de son rayon (r) c¢’est-a-dire 27r

2

Aire d’une partie de disque de rayon r =

la moitié du produit de la mesure de I’angle en radian (#) par le carré de la longueur du rayon
(r) c’est-a-dire §r2.

Longueur d’une partie de circonférence (cercle) =

le produit de la mesure de I’angle en radian () par la longueur du rayon (r) c’est-a-dire 6r

Volume d’un parallélépipede (dont les arétes ont pour longueur a,b,c) = abe
Aire totale des 6 faces d’un parallélépipede = 2ab + 2ac + 2bc

Volume d’une boule dans ’espace (volume sphérique) de rayon r =
. . < q- 4
le produit du cube de la longueur du rayon (r) par quatre tiers de 7 c’est-a-dire g7
Aire d’une sphére =
le quadruple du produit du carré de la longueur du rayon (r) par 7 c’est-a-dire 4772

3
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Volume d’un corps cylindrique de rayon r et de hauteur h =

le produit de 'aire du disque par la hauteur (h) du cylindre c’est-a-dire 7r2h

Aire latérale d’un cylindre (surface cylindrique), sans compter les disques des bases =
le produit de la longueur du cercle par la hauteur (h) du cylindre c¢’est-a-dire 27rh

Volume d’un corps conique de hauteur h et dont la base a un rayon r =
le tiers du volume du cylindre de hauteur h et de base de méme rayon c’est-a-dire %WTzh
Aire latérale d’un cone, sans compter le disque de base = wrv/r2 + h?2
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A.6 Dérivées des fonctions élémentaires

Dans ce qui suit, z désigne une variable réelle, m désigne un naturel strictement positif et r
désigne un réel. Certaines dérivées peuvent étre obtenues a partir d’autres; il y a également de

nombreuses autres expressions que l'on peut obtenir a partir de celles-ci!

Expression fonction

Domaine de définition

Domaine de dérivabilité

r
T
sinx
cosS T

m

tanx

cotanx
exp T

arcsin x

arcos T

arctan x

arcotan x

Inx

T

X

et de continuité

R

R

R

R

R\ {5 +kr : keZ}
R\ {kr : keZ}
R

[_1’1]

[_171]

R

R

10, +o0]

0000

R\{Z+kr : keZ}

R\ {km :
R
]_131[

keZ}

]_171[

R

Expression dérivée




