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QUESTIONNAIRE

Théorie 1.

Quelle est la définition géométrique du produit vectoriel ?

Théorie 2.

Si deux fonctions sont dérivables dans un méme intervalle ouvert, alors leur produit est dérivable dans cet
intervalle. Démontrer cette propriété et donner I’expression de la dérivée du produit qui utilise la dérivée
des facteurs.

Théorie 3.

(a) Enoncer le théoréme des accroissements finis sur un ouvert en toute généralité.

(b) Appliquer ce théoréme au cas de la fonction z — In(—z).

(c) Tracer le graphique de cette fonction dans un repere orthonormé et donner une interprétation gra-
phique du théoreme.

Ezxercices

1. (a) Résoudre dans R
1— 222 — |z*|| = 0.

T T
(b) Sachant que I'inconnue réelle x appartient & I'intervalle {—57 5}, résoudre 1’équation suivante
cos(4x) — sin(2z) = 1.

(c) Apres avoir justifié si elle est définie, simplifier au maximum ’expression suivante

In (—\S/Ecos (4;)) _

(d) Déterminer le module et la partie imaginaire du complexe suivant et le représenter dans le plan
muni d’un repére orthonormé (« X = axe réel » et < Y= axe imaginaire >)
7;99

13
2. Si elles existent, déterminer les limites suivantes.

. V142t ) arcsin(v1 — z2)
(a) lim ——— (b) lim ———=
z——oco 3 —1 z—(—1)+ z+1

3. Si elles existent, déterminer la valeur des intégrales suivantes et simplifier votre réponse au maxi-
mum.

(a) [ 31 % do ) /0 1) e da



4. Décrire analytiquement l’ensemble A fermé hachuré
suivant en commencant par ’ensemble de variation
des ordonnées puis, a ordonnée fixée, l’ensemble
de variation des abscisses. (L’une des courbes
délimitant I’ensemble est une parabole et I'autre est

une ellipse.) 4

5. (a) Si la fonction f:z+— /22241 vérifie 'équation différentielle
f(x) D*f(x) + (Df(x))? = g(z), z€R,
que vaut g(x)?

(b) Déterminer ’ensemble des solutions de I’équation différentielle

2D?f(x) — 5D f(x) + 2f(x) = -

ell)
6. Rédiger une résolution du probleme suivant en justifiant le raisonnement.

William tond le gazon de son jardin en 90 minutes mais son voisin Jules peut le faire en une heure
avec sa tondeuse personnelle. Aujourd’hui, William tond depuis 10 minutes quand Jules vient [’ai-
der; ils finissent la tonte ensemble avec leur propre tondeuse. Combien de temps a-t-il fallu pour
que toute la pelouse soit tondue ?

CORRIGE

Théorie

Théorie 1.
Quelle est la définition géométrique du produit vectoriel 7

Pour une réponse < type >, voir cours (syllabus et cours enseigné).

Théorie 2.

Si deux fonctions sont dérivables dans un méme intervalle ouvert, alors leur produit est
dérivable dans cet intervalle. Démontrer cette propriété et donner ’expression de la dérivée
du produit qui utilise la dérivée des facteurs.

Pour une réponse < type >, voir cours (syllabus et cours enseigné).

Théorie 3.
(a) Enoncer le théoréme des accroissements finis sur un ouvert en toute généralité.

Pour une réponse < type >, voir cours (syllabus et cours enseigné).

(b) Appliquer ce théoréme au cas de la fonction x — In(—2x).



Réponse. Soit la fonction f : z — In(—z). Celle-ci est dérivable sur l'intervalle | — 0o, 0[. Vu le TAF, on
peut donc affirmer que pour tous a,b €] — 0o, 0[ tels que a # b, il existe u strictement compris entre a et

b vérifiant ’égalité suivante :
In(—b) — In(—a) 1
_— = D = —.

(c) Tracer le graphique de cette fonction dans un repére orthonormé et donner une in-
terprétation graphique du théoreme.

Réponse.

w
N

Interprétation graphique : Le TAF affirme que, pour toute droite d intersectant le graphique de f en deux
points d’abscisses a, b €] — 00, 0], il existe une tangente au graphique de f qui est parallele & d et dont le
point de tangence a une abscisse comprise entre a et b.

Ezxercices

1. (a) Résoudre dans R
1 —[22% — |2%|| = 0.
Solution. Comme z est un réel, z* est un réel positif. Des lors,
1—122% — 2| =0 & |22 — 2% =1.
Cette équation est équivalente a

202 —xt=1 ou 222 —z'=-1 & (2> -1)?=0 ou 2* —222 -1=0

2+ 22
QZTfZIiﬂ

& x =21 ou x:i\/l—&—ﬁ

puisque, 22 étant un réel positif, Péquation 22 = 1 — /2 n’a pas de solution réelle.

L’ensemble des solutions est donc {f\/ 14+v2,—-1,1,V1+ \@}

& x==£1 ou x

(b) Sachant que I’inconnue réelle z appartient & ’intervalle {—g, g} , résoudre 1’équation

suivante
cos(4x) — sin(2z) = 1.



Solution. 1’équation est définie pour = € R.
Comme 1 — cos(4z) = 2sin®(2z), ’équation donnée est équivalente a
—sin(2z) = 2sin?(2z) < sin(22)(2sin(2z) +1) =0
1
< sin(2x) =0 ou sin(2z) = —3
11
& dk€Z:2x=km ou <2x—7g+2k7r ou 2x—67T+2k7r>

k 11
= ElkeZ:x:?ﬂ ou <l‘—’i72r—|—kﬂ' ou x—127r—|—k7r>.

T T T  bm T T
Des lors, les soluti 5 11 11 [—— —}‘ —_ =, —— —.
es lors, les solutions dans l'intervalle 29 sont 2 120 1203

(c) Apres avoir justifié si elle est définie, simplifier au maximum 1’expression suivante
4
In (—\e‘/écos (;)) )

4 1
Solution. Comme dom(cos) = R et cos (;) =-—g.,ona

(e () = L -0

Puisque dom(In) =]0, +00[, 'expression est définie.
Des lors, vu que In(a/b) = In(a) — In(b), In(a™) = nln(a), Va,b €]0,+o0[, ¥n € N, on a

o (e () (@ (1) = Loy mr - Ly

(d) Déterminer le module et la partie imaginaire du complexe suivant et le représenter
dans le plan muni d’un repére orthonormé (<« X = axe réel » et « Y= axe imaginaire >»)

Z'99

1—vV3i

z =

99

Solution. Comme ¢°° = —i, on a

- —i(1+V3i) V3 —i

1-v3i  1+3 4

1 1
le module de ce nombre vaut \/(\/§/4)2 +(=1/4)2 = 5 et sa partie imaginaire vaut 1 Sa représentation
dans le plan muni d’un repere orthonormé est la suivante.




2. Si elles existent, déterminer les limites suivantes.

V14 ab ) arcsin(v'1 — z2)
(a) lim ——— () lim —————~
z——oco 3 —1 z—(—1)* z+1

6

Solution. (a) La fonction x est définie sur R \ {1}, ensemble non minoré.

3
x
La limite en —oco peut donc étre envisagée. On a

. v1+ a6 . ‘mg‘\/ 26+1 . \/ ;c6+1
lim ——— lim lim

-0 g3 —1 x—)oox?’lf— x—>oox3]_7—
1 1 . 1 . 1
Comme lim — =0et lim — =0 ,ona lim —+1=1let lim (1——]=1.
rT——0Q xG T—r—00 :L'S r——0Q :[,'6 r—r—00 ﬂfg
3
Par conséquent, la limite demandé vaut lim =—1.

T——00 x3

arcsin(v/'1 — z2)
z+1

A = {2€R:1-22>0, —1<V1-a2<letax#-1}
= {reR:-1<x<1,1-2*<letzx#-1}
= ]-1,1].

(b) La fonction x — est définie sur

Puisque tout intervalle ouvert comprenant —1 rencontre A N ] — 1,+o0o[ =] — 1, 1], le calcul de la
limite en (—1)" peut étre envisagé.

Puisque lim (1 —2%) =0%, lim /y=0" et lim arcsin(z)=0", on a

z—=(-1)* y—07F z—0+
lim arcsin(y/1 —22) =07
z——1*

vu le théoréme de la limite des fonctions de fonctions.

Comme en plus l1m) (x4 1) =0, levons I'indétermination “0/0” en appliquant le théoréme de
1)+

I’Hospital. Pour cela vérifions-en d’abord les hypotheses.

Dans V =] — 1,0[, considérons f; : x — arcsin(v1 —a2) et fo:z— x+ 1.
1) Ces deux fonctions sont dérivables dans V.

2) La dérivée de fy vaut 1 et est non nulle dans V.

3) De plus,

1 1 _
i PhG) o V1-(-e?) 2viser (~20) B 1
s(—1)*+ Dfo(x)  ao(-1)* 1 gH( 1 \/ V-2
i —x 1 i —x 1 . 1
= m ———= m ———= m ——

a=(—)F 2| V1 =22 =0T —2/1—22 (-1t /1 — 2

Des lors, par application du théoreme de I’Hospital, la limite demandée vaut +oo.

= +o0.

3. Sielles existent, déterminer la valeur des intégrales suivantes et simplifier votre réponse

au maximum.
3?21 Feo
d b —1) e d
@ [ G ®) [ @y




2

pop est continue sur R donc sur [—1, 3], ensemble fermé borné.
x
Elle est donc intégrable sur cet ensemble. On a

/3 221, /3 z?+1 2 J
LT A = N R RN
o 22+1 g \x2+1 2241
3
= [z —2arctg ()],

= 3—2arctg(3) + 1+ 2 arctg(—1)

= 4—2arctg(3) + 2 <_%>

Solution. (a) La fonction f : z —

= 4—2arctg(3) — g

(b) La fonction f : z — (z — 1) e™® est continue sur R; elle est donc continue sur lintervalle
[0, +00[. Comme elle n’est pas de signe constant sur cet ensemble, on peut décomposer I'intervalle
d’intégration en 'union du fermé borné [0, 1] (ol elle est intégrable) et du non borné [1, +oo[ (ot
elle est positive) ; on vérifie ensuite I'intégrabilité de la fonction en +oo en utilisant la définition sur
ce dernier intervalle. On peut aussi utiliser le critere en 6. Soit 6 =2 > 1; on a

Igrfm (z®|(z — 1)e™™]) = Igrfoo ((2® —2*)e ™) =0,

puisque 'exponentielle 'emporte sur toute puissance antagoniste. Comme cette limite existe et est
finie, la fonction est intégrable.

Sur R, on a

/(x‘l)‘f—zdx = —/<x—1) D(e™*) du
= —(@—-1)e™® — /—e—w dx
—(z—1)e™™ — /D(e—x) dr

~ —(z—1)e
~ —xe "
Des lors, par variation de primitive, on a
+oo r
/0 (z—1)e®de = [~a e_f”]ooo
= lim (fx 671) -0
T—+00

= 0’

puisque 'exponentielle ’emporte sur toute puissance antagoniste.

4. Décrire analytiquement ’ensemble A fermé
hachuré suivant en commencgant par D’en- 1
semble de variation des ordonnées puis, a
ordonnée fixée, ’ensemble de variation des
abscisses. (L’une des courbes délimitant

I’ensemble est une parabole et ’autre est une 7
ellipse.)




Solution. I’ensemble A est délimité par une ellipse d’équation
2

%—!—yQ:l@x:iZ 1—192

et une parabole d’équation

2
y=-7 ©r=12/7

L’ordonnée des points d’intersection de ces deux courbes vaut , puisqu’elle vérifie ’équation

1++5
2 b

Y+ =ley-y-1=0sy=

(avec A =144 =5) et est négative. Des lors, I’ensemble fermé hachuré est décrit analytiquement
par

A= {(x,y) €ER?:yc [1_2\/5,01 , € [-2¢/1— 2,—2@}.

. (a) Sila fonction f:xz+— /22241 vérifie ’équation différentielle

fa) D*f(z) + (Df(x))* = g(z), z€R,

que vaut g(x)?

Solution. Comme f est infiniment dérivable sur R, on a

4z 2x
Df(x) = = ,
J(@) 2v222 41 V22241
2v/222 + 1 — 2022 2(202 + 1 — 222 2
o D)= e 212 reR

272 + 1 (222 + 1)vV222 + 1 (222 + 1)v222 + 1

Il s’ensuit que

2 42
z)D*f(x) + (Df(x))* = V22241 +
fx) D f(z) + (D f(x)) 222 + )vVeZ 11 202 +1
_ P42
22241
= 2

La fonction g est donc définie explicitement par g : © — 2.

(b) Déterminer ’ensemble des solutions de ’équation différentielle

1—2z

ell)

2D?f(z) — 5D f(z) + 2f(x) =

Solution. L’équation donnée est une équation différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre
2 non homogene.
L’équation homogene associée est 2D? f(z) — 5D f(x) + 2f(z) = 0; le polyndome caractéristique est
2+ 222 —52+2 = (22—1)(2—2) et ses zéros sont 1/2 et 2. Il s’ensuit que les solutions de ’équation
homogene sont les fonctions

fu(z) = cre®/? + c2e?® xeR



ol c1, ¢ sont des constantes complexes arbitraires.

xz — . . .
Le second membre = (1—z) e " est une fonction continue sur R, donc on cherche une solution

particuliere définie sur R. Comme ce second membre est une exponentielle polynéme, produit d’un
polynéme de degré 1 et d’une exponentielle dont le coefficient —1 de 'argument n’est pas zéro du
polynéme caractéristique, il existe une solution de la forme fp(z) = (Az 4+ B) e™* ou A et B sont
des constantes a déterminer. Puisque

Dfp(z) = (A—Ax—B)e ™™ = (-Ax+A—B)e”
et D*fp(x) = (mA+Ax— A+ B)e™® = (Ar— 24+ B)e ¥,
ona
2D2 fp(x) — 5Dfp(x) + 2fp(x) = (1—2)

& 24x—2A4+B)e " —5(-Axr+A—B)e *+2Axr+B)e = (1—x)e ®
& 2(Ar—2A+B)-5(-Ar+A-B)+2Ax+B) = 1-x

9A +5A+24 =1
< | “44+2B—-5A+5B+2B=1
L [eAa=—1

—9A+9B =1
o [ A=-1)9

B=0

Ainsi, on obtient une solution particuliere

fr(z)=—

r
§e$,x€R.

Les solutions de 1’équation donnée sont donc les fonctions
_ z/2 2x r
f(x) = c1e™ = + cqe 9 ,r€eR

ol c1, ¢y sont des constantes complexes arbitraires.

. Rédiger une résolution du probleme suivant en justifiant le raisonnement.

William tond le gazon de son jardin en 90 minutes mais son voisin Jules peut le
faire en une heure avec sa tondeuse personnelle. Aujourd’hui, William tond depuis
10 minutes quand Jules vient l’aider ; ils finissent la tonte ensemble avec leur propre
tondeuse. Combien de temps a-t-il fallu pour que toute la pelouse soit tondue ?

Solution. Jules tond cette pelouse en 60 minutes. Comme William tond sa pelouse en 90 minutes,
1 8
apres 10 minutes, il aura tondu — de la surface. Il reste donc — de la surface de la pelouse a tondre.

Sit >0 (en minutes) est le temps durant lequel William et Jules tondent ensemble, on a la

8 t t 2t + 3t 160
=— 4+ - —— = — &5t = 160t = 32.
9 90 + 60 180 180

Par conséquent, il leur faut 32 minutes pour tondre ensemble le reste de la pelouse. Au final, il faut
donc (104-32) minutes, c¢’est-a-dire 42 minutes pour tondre toute cette pelouse.



