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QUESTIONNAIRE

Théorie 1.
Si a et B sont des réels vérifiant I'inégalité a? — 43 > 0, démontrer que le polynéme z + 22 +ax + 3
(on & désigne 'inconnue réelle) posséde exactement deux zéros réels.

Théorie 2.

(2.1) On donne une fonction continue sur l'intervalle [1, +oc[. Donner la définition de U'intégrabilité de
cette fonction sur 'intervalle considéré (on demande donc la définition, et non une condition suffisante
d’intégrabilité).

(2.2) Quelle est la condition nécessaire et suffisante sur le réel 6 pour que la fonction x — 1/ 2% soit
intégrable sur [1,4o00[?

(2.3) Utiliser la définition donnée en (2.1) pour démontrer que la condition donnée en (2.2) est bien
nécessaire et suffisante a 'intégrabilité de x — 1/x92 sur [1, +ool.

Théorie 3. (Réponse correcte : +1; réponse incorrecte : -0,25 ; pas de réponse : 0)

Pour chacune des questions suivantes, choisir parmi les différentes affirmations celle qui est correcte et
colorier complétement la case qui la précede sur cette feuille.

(3.1) Parmi les fonctions f suivantes, laquelle est injective ?
Of(x)=2>+1, z€R

O f(x) =cos(z), z € R

0 f(z) = In(Jz]), = € Ry

O fz)=e¢*, z€R

O Aucune des autres propositions n’est correcte.

(3.2) Soit f une fonction dérivable sur ]a,b[ et soit g une fonction & valeurs réelles, dérivable sur ]e, d].
Parmi les affirmations suivantes, laquelle est correcte ?

O Si 'image de g est incluse dans |a, b[ alors F' = fog est dérivable sur ]¢,d[ et on a DF = Df Dg sur
le, d].

O Si 'image de g contient l'intervalle ]a, b alors F' = fog est dérivable sur ]a,b[ et on a DF = Df Dy
sur ]a, bl.

O Si l'image de g est incluse dans |a, b] alors F' = fog est dérivable sur ]¢,d[ et ona DF(z) = Df(y) Dg(z)
sur |e, d], avec y = g(z).

O Si image de g contient 'intervalle ]a,b[ alors F' = fog est dérivable sur Ja,b[ et on a DF(z) =
Df(y) Dg(x) sur Ja,b], avec y = g(z).

O Aucune des propositions précédentes n’est correcte.

(8.3) Soient f, g deux fonctions définies sur ]0,1]. Si la limite des valeurs de f en 0" est infinie et si la
limite des valeurs de g en 0 est un réel alors la limite des valeurs du quotient f/g en 0

O est toujours un réel.

O n’est jamais un réel.

O n’est jamais infinie.

O est toujours infinie.

O Aucune des autres propositions n’est correcte.

(3.4) Soit f une fonction dérivable sur ]0, 3[, & valeurs réelles et telle que f(1) = f(2). Parmi les affirma-
tions suivantes, laquelle est toujours exacte ?

O Pour au moins un réel r €]1,2[ la tangente au graphique de f en (r, f(r)) est horizontale.

O La fonction est constante sur |1, 2[.

O La fonction est injective sur |1, 2[.

O La dérivée de la fonction est monotone sur |1, 2[.

O Aucune des autres propositions n’est correcte.

(3.5) Parmi les affirmations suivantes, laquelle est erronée ?
0O Si f1 et f5 sont solutions d’une méme équation différentielle linéaire a coefficients constants alors f1 + fo



est solution de cette méme équation.

O Si f1 est solution d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants et f3 solution de I’équation
homogene associée alors f; — fo est solution de I’équation non homogene.

0O Si f1 et f5 sont solutions d’une méme équation différentielle linéaire a coefficients constants alors f1 — fo
est solution de I’équation homogene associée

O La fonction f(z) = e**, z € R est la seule solution de Du(z) — 2u(x) = 0 vérifiant f(1/2) =e

O Au moins une des propositions précédentes est erronée.

Ezxercices

1. (1.1) Siz < 1/4 , déterminer les solutions de I'inéquation
|—2® — 1 - 22| < 1.

(1.2) Si w =1 — 4, calculer la partie imaginaire ainsi que le module de z = w/(1 — w).
(1.3) Résoudre I'équation suivante en 'inconnue réelle

sin(2x) — cos(2x) = 1.
Donner ensuite les solutions qui appartiennent & Uintervalle [—37 /2, 0].

2. Si elles existent, déterminer les limites suivantes.

21 lim (ﬂ)

z—(—1/2)" (2.2) lim (In(z+1) exp(—zx))

r—+00

2¢x + 1

3. Si elles existent, déterminer la valeur des intégrales suivantes et simplifier votre réponse au maxi-
mum.

+o00 1 m/2 )
(3.1) /1 0+ dx (3.2) /7T cos(x) sin(x) dx

4. Décrire analytiquement I’ensemble A fermé grisé suivant
en commencant par I’ensemble de variation des abscisses "
puis, a abscisse fixée, I’ensemble de variation des ordonnées.
(L’une des courbes délimitant ’ensemble est une ellipse et
Pautre est une droite).

5. Déterminer ’ensemble des solutions de I’équation différentielle

D?f(x) + 9D f(z) = e**.

6. Rédiger une résolution du probleme suivant en justifiant le raisonnement.

Un radiateur contient 8 1 d’un mélange d’eau et d’antigel. Si 60 % du mélange est de l’antigel,
quelle quantité du mélange initial doit-on enlever et remplacer par de l’eau pure pour que le mélange
final contienne 50 % d’antigel ?

7. (Réponse correcte : +1; réponse incorrecte : -0,25 ; pas de réponse : 0)
(7.1) Que vaut le sinus de 7/2 — 47
O 4/1 —sin?(4)
O |sin(4))| cotan(4)



O 2cos(2)
O n’existe pas
O Aucune des autres propositions n’est correcte.

(7.2) Que vaut arcos(—1/+/2)?

O—n/4

Ox/4

O 37/4

O 57/4

O Aucune des autres propositions n’est correcte.

(7.3) Que vaut la dérivée de la fonction = — cos(sin(x)) ?
O 2 — —sin(cos(x))

O 2 — —sin(sin(z))

O 2 — —sin(sin(z)) cos(x)

O 2 +— sin(cos(z)) sin(z)

O Aucune des autres propositions n’est correcte.



CORRIGE

Théorie

Théorie 1, 2.
Pour une réponse < type >, voir cours (syllabus et cours enseigné).

Théorie 3.-

(3.1) Parmi les fonctions f suivantes, laquelle est injective ?
Of(r)=22+1, z€R

O f(xz) =cos(x), z € R

O f(z) =In(|z[), v € Ro

O f(x) ¢’ zeR

& Aucune des autres propositions n’est correcte.

(3.2) Soit f une fonction dérivable sur Ja, b[ et soit g une fonction & valeurs réelles, dérivable sur ¢, d].
Parmi les affirmations suivantes, laquelle est correcte ?

O Si 'image de g est incluse dans |a, b] alors F' = fog est dérivable sur |¢,d[ et on a DF = Df Dg sur
le, d].

O Si image de g contient l'intervalle ]a, b[ alors F' = fog est dérivable sur |a,b[ et on a DF = Df Dg
sur ]a, bl.

& Sil'image de g est incluse dans ]a, b[ alors F' = fog est dérivable sur |¢,d[et ona DF(z) = Df(y) Dg(x)
sur |e, d[, avec y = g(z).

O Si l'image de g contient l'intervalle |a,b[ alors F = fog est dérivable sur Ja,b[ et on a DF(z) =
Df(y) Dg(z) sur ]a,b[, avec y = g(x).

O Aucune des propositions précédentes n’est correcte.

(3.3) Soient f, g deux fonctions définies sur |0, 1]. Si la limite des valeurs de f en 0T est infinie et si la
limite des valeurs de g en 07 est un réel alors la limite des valeurs du quotient f/g en 07

O est toujours un réel.

O n’est jamais un réel.

O n’est jamais infinie.

& est toujours infinie.

O Aucune des autres propositions n’est correcte.

(3.4) Soit f une fonction dérivable sur ]0, 3[, & valeurs réelles et telle que f(1) = f(2). Parmi les affirma-
tions suivantes, laquelle est toujours exacte ?

& Pour au moins un réel r €]1,2[ la tangente au graphique de f en (r, f(r)) est horizontale.

O La fonction est constante sur |1,2].

O La fonction est injective sur |1,2].

O La dérivée de la fonction est monotone sur |1, 2.

O Aucune des autres propositions n’est correcte.

(3.5) Parmi les affirmations suivantes, laquelle est erronée ?

& Si f1 et fo sont solutions d’une méme équation différentielle linéaire a coefficients constants alors fi + fo
est solution de cette méme équation.

0O Si f; est solution d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants et fs solution de I’équation
homogene associée alors f; — f2 est solution de ’équation non homogene.

O Si f1 et fo sont solutions d’une méme équation différentielle linéaire a coefficients constants alors f1 — fo
est solution de I’équation homogene associée

O La fonction f(z) = ¢?*, z € R est la seule solution de Du(x) — 2u(z) = 0 vérifiant f(1/2) =e

0O Au moins une des propositions précédentes est erronée.



FEzxercices

1. (1.1) Si z <1/4 , déterminer les solutions de I’inéquation
|—2® — |1 — 22| < 1.

Solution. D’une part, comme le carré d’un réel est un réel positif et comme la valeur absolue d’un

réel est un réel positif également, on a |—z% — |1 — 2z|| = 22 + |1 — 22| quel que soit z. D’autre
part, |1 —2z| =1—-2zsiz <1/2et |1 — 22| = 22 — 1 si > 1/2. Cela étant, comme on ne doit
considérer que z < 1/4 (cf énoncé), on a x < 1/2 et donc |1 — 22| = 1 — 2z. Ainsi, pour z < 1/4,
on obtient les équivalences suivantes :

|—a® —[1-2z]| <1 & 2’+1-22<1
& 2" -22<0
& z(zr—2)<0.
On a z(z—2) < 0 si et seulement si z €]0, 2[; comme on ne doit considérer que des réels x inférieurs
ou égaux a 1/4, les solutions de I'inéquation de départ sont les réels de I'intervalle |0, 1/4].

(1.2) Si w =1—1i, calculer la partie imaginaire ainsi que le module de z = w/(1 — w).

Solution. On a .
w  1—i

1—w 7 !

et des lors

I(z) = -1, |z|=V2.
(1.3) Résoudre 1’équation suivante en l’inconnue réelle z
sin(2x) — cos(2x) = 1.

Donner ensuite les solutions qui appartiennent a l’intervalle [—37/2,0].
Solution. On a successivement

sin(2x) — cos(2x) =1 << 2sin(z) cos(z) = 1 + cos(2x)
& 2sin(z) cos(z) = 2cos?(x)
< cos(x) =0 ou sin(z) = cos(z)

& Jke€eZ :x=7/2+kn ou Tk€Z :x=m7/4+kn.

11 s’ensuit que les solutions qui appartiennent & Uintervalle [—37/2, 0] sont les réels

3 3m 0w
27 47 2

2. Si elles existent, déterminer les limites suivantes.

(2.1) lim <4_332> (2.2) lim (In(z+1) exp(—zx))

z—(-1/2) \ 2z +1 T—>+00

Solution. (2.1) La fonction dont on doit chercher la limite en (—1/2)~ est définie sur [—2,2] \
{—1/2}; comme tout intervalle ouvert centré en —1/2 rencontre cet ensemble, on peut envisager
la limite demandée.

Cela étant, on a
V15

li d—a2=\4—1/4="L" ¢t li 20 +1)=0";
m%(lql/Q)*\/ =y / 2 ¢ m%(lql/Z)*(I+) 0




il s’ensuit que

lim — | = —o0.
z—(—1/2)—

2¢+1

(2.2) La fonction dont on doit chercher la limite en +oco est définie sur Uintervalle | — 1, +o0],
ensemble non majoré; on peut donc envisager la limite demandée.
Cela étant, comme on a limg, o In(x + 1) = 400 et lim,_, 4 exp(—2z) = 0, on se trouve devant
le cas indéterminé < oo x 0 >>. Pour essayer de lever I'indétermination en utilisant le théoreme
de ’'Hospital, on écrit alors
In(z 4+ 1)

exp(z)
Pour lever I'indétermination < oo /oo >>, en utilisant le théoréme de ’Hospital, il faut en vérifier
les hypotheses d’application. Avec V' =]0,4+o00[ , on a
1) f:z—In(x+1)et g: x> exp(z) dérivables sur V
2) Dg(z) = exp(z) #0, Ve € V
3) lim, oo f(2) = 400 et limy 400 g(2) = 400
et
4)

In(x +1) exp(—z) =

. Df(z) im 1 =
LM Dg(z) LU <($ +1) eXp(x)) "

Des lors, la limite cherchée vaut 0.

. Si elles existent, déterminer la valeur des intégrales suivantes et simplifier votre
réponse au maximum.

400 /2
(3.1) /1 m dx (3.2) /Tr/4 cos(x) sin(x) dx

Solution. (3.1) La fonction  +— 1/(x(xz + 1)) est continue sur R\ {—1,0}, donc sur l'intervalle
fermé non borné [1, +o00[. Comme cette fonction est & valeurs positives sur cet intervalle, elle y est
intégrable si la limite

¢
1
lim / — dzx
t=+oo [1 x(rx+1)
est finie et 'intégrale sur [1, +o0o[ est alors la valeur de cette limite.
Cela étant, quel que soit le réel z différent de 0 et de —1, on a

1 1 1

r(14+z) = x+1°

t 1 tr1 1
/1x<1+x> = / (w‘xﬂ) &
) X

Il s’ensuit que

Comme on a

on en déduit que

o] |
/ _° _de = lim / —_dr = ().
1 x(z+1) t—too Ji x(x+1)



(3.2) La fonction z — cos(z) sin(x) est continue sur R, donc sur lintervalle [7/4,7/2]; comme
celui-ci est fermé borné, la fonction y est intégrable. Cela étant, comme cos(x) sin(x) = sin(2x)/2
quel que soit le réel x, une intégration par variation de primitive donne directement

/2 1 /2
/ cos(z)sin(z) de = = / sin(2x) dx
/4 2 /4

1 [/

= —f/ D cos(2x) dx
4 /4
1

= - (cos(m) — cos(m/2))
1

1

4. Décrire analytiquement l’ensemble A fermé grisé
suivant en commencgant par ’ensemble de varia- N
tion des abscisses puis, a abscisse fixée, I’ensemble
de variation des ordonnées. (L’une des courbes
délimitant I’ensemble est une ellipse et ’autre est
une droite).

Solution. L ellipse représentée a pour équation cartésienne x2/9 + y2/4 = 1. La droite représentée
passe par les points de coordonnées (0, —2) et (3,0); elle a donc pour équation cartésienne x/3 =
(y + 2)/2 ou encore 2z — 3y = 6. Deés lors, la description demandée pour A est la suivante :

{(x,y) eR%:z € [-3,0], —2 1—x2/9§y§0}u{(x,y) eR%:z€0,3), 2x/3—2§y§0}.

. Déterminer 1’ensemble des solutions de I’équation différentielle
D?f(x) + 9D f(z) = €**.

Solution. L’équation donnée est une équation différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre
2 non homogene.

L’équation homogene associée est D?f + 9Df = 0; des lors, le polyndme caractéristique est
2+ 22 + 9z dont les zéros sont 0 et —9. Il s’ensuit que les solutions de 1’équation homogene sont
les fonctions

9z

ful@)=ac % pe ™ =i+ e, zeR

ou ¢y, co sont des constantes complexes arbitraires.

Cherchons une solution particuliere sur R puisque le second membre g : = — e?* est une fonction
continue sur R. Comme g est une fonction de type < exponentielle-polynéme > et que 2 n’est pas
zéro du polyndome caractéristique, une solution particuliere a la forme fp(z) = Ae?* (x € R), ot
A est une constante a déterminer. On a

D?fp(x) + 9D fp(x) = 44e*® 4+ 184e*® = ** & 24=1< A=1/22.

Une solution particuliere est donc la fonction
fr@) =55, v€R
T)=—, .
r 22
En conclusion les solutions de ’équation de départ sont les fonctions
eQ:C
T Cp +Cg€_9x+§7 r €R,

ol c1, co sont des constantes complexes arbitraires.



6. Rédiger une résolution du probléme suivant en justifiant le raisonnement.

Un radiateur contient 8 | d’un mélange d’eau et d’antigel. Si 60 % du mélange est de
Uantigel, quelle quantité du mélange initial doit-on enlever et remplacer par de l’eau
pure pour que le mélange final contienne 50 % d’antigel ?

Solution. Soit x > 0 le nombre de litres de mélange a retirer et a remplacer par de I'eau pure. On
aura donc 8 — x litres de mélange & 60% et x litres d’eau pure pour obtenir un mélange de 8 litres
a 50%. Des lors, en égalant la quantité d’antigel pur, on obtient I’équation
60 50
8— )X — =8 X —.
=2 750 100

On a alors les équivalences suivantes

60 50
(8*.%))(170():8)(1700 <~ (8*$)X6:8X5
& (8—x)x3=4x5
& 3r=4
& x=4/3.

Ainsi, on doit enlever 4/3 de litres du mélange initial et le remplacer par de I’'eau pure pour obtenir
un mélange final contenant 50% d’antigel.

7. (7.1) Que vaut le sinus de /2 — 47
O 4/1 —sin?(4)
O |sin(4))] cotan(4)
O 2cos(2)
O n’existe pas
& Aucune des autres propositions n’est correcte.

(7.2) Que vaut arcos(—1/v/2)?

O-—n/4

O w/4

& 37/4

O 57/4

O Aucune des autres propositions n’est correcte.

(7.3) Que vaut la dérivée de la fonction x — cos(sin(z)) ?
O z — —sin(cos(z))

0 z — —sin(sin(z))

& 1 — —sin(sin(z)) cos(x)

O x +— sin(cos(z)) sin(z)

O Aucune des autres propositions n’est correcte.



