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et la somme des longueurs de ces segments est

n
S =Y Iy
k=1
Par application du théoréme des accroissements finis, il existe i, € Jog_1,2%[ (k= 1,...,n) tels que

f(zr) = f(wp—1) = Df(re) (x1 — Tk—1).

Des lors

n
Z + (Df(ri))? (xp — p—1) = ZF(Tk)(xk —Tp_1)
k=1 k=1
avee Remplacert 0, ..,t n par
F(z) = \/1+ (Df(x))2. X 0,.xn
Cette fonction F' est, par hypothese, continue sur [a,b]. Si on prend successivement des points to, ... ¢,
tels que la suite sup,_;  ,(zx —xx—1) (n € INp) converge vers 0, la définition de l'intégrale fournit

b b
lim Sn:/ F(x) d;v:/ V1+ (Df(x))? dt.

n—-+4oo

.....

La variable d’intégration est X et non t

On est ainsi amené a la définition suivante.

Définition 4.5.1 Soit une fonction f dont la dérivée est continue sur [a,b]. La longueur de la courbe

qui représente f est définie par
b
L:/ V1T (Df@)? da.
a

La définition donnée ci-dessus se généralise au cas olt & — /1 + (Df(x))? est une fonction intégrable
sur ]a, bl.
EXEMPLE

Par exemple, calculons la longueur d’un arc de cercle.

A

Supposons que la courbe soit une partie de la représentation graphique de f(z) = vVR? — 2. On a

Df(z) =

—x
R2 — 2
Si 6y, 01 € [0, 7] sont tels que Rcosfy = xg, Rcosby =z alors

z1

L = / V14 (Df(z))? dx
w;l R
_ Zoy _ 1

—R/ Darcos )dz =R (arcos( R) arcos( R))

R (6o — 61).
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