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I. Probléme élémentaire |

1.

Pour le lait, 3/20 de sa masse environ fournit de la créme et 25 % de la masse
de la créme fournit du beurre. Combien de kg de beurre obtient-on a partir
de 2 000 1 de lait si la densité du lait est 1,032 7

Solution. A partir de 2 000 1 de lait on obtient 77,4 kg de beurre.

. Un tonneau d’une contenance de 150 dm? est rempli d’eau a I’aide de bouteilles

de 75 cl. Combien de bouteilles doit-on verser pour remplir complétement le
tonneau ?

Solution. On doit verser 200 bouteilles pour remplir complétement le tonneau.

. On dispose d’un récipient contenant 1 litre de mélange d’alcool et d’eau et

on sait que 1’alcool est présent a une concentration de 30% en volume (du
mélange complet). On chauffe le mélange. Il y a donc évaporation et on sup-
pose que l’alcool s’évapore trois fois plus vite que I’eau. Sachant que celle-
ci s’évapore a raison de 1 cm® par minute, quelle devra étre la durée de
I’opération de chauffage pour obtenir un mélange dans lequel on ne trouve

plus que 25% d’alcool en volume ?

Solution. On doit chauffer le mélange pendant 25 minutes pour obtenir un mélange ne
comprenant que 25 % d’alcool.

’ Manipulations de réels

Résoudre les équations et inéquations suivantes (z est une inconnue réelle)

1.

422 — 1| = 3w

2. |4z% — 1| = |3
3. 22— 9> 3x|x — 3
4.

5 (3—2)?<x-3

x> 27zt

Solution. Si S est I’ensemble des solutions, on a

1. 5=
2.5 =

{1/4, 1}
{—1/4, 1/4, -1, 1}

3.5 = ]—00,—3/4] U {3}

4.5 =
5.5 =

[0,1/3]
[3,4]

’Calcul vectoriel et droites

1.

Dans un repére orthonormé, on donne les droites d;, d> et d3 dont les équations
cartésiennes sont

di:2x—y+3=0 do:bx+2y—12=0 ds:z+4y—24=0.

(a) Représenter ces 3 droites.



(b) Les droites d; et ds se coupent au point A. Déterminer I’équation cartésienne
de la droite passant par A et orthogonale a ds.

(¢c) Donner des équations paramétriques de ds.

(d) Déterminer les coordonnées du point B d’intersection de la droite ds avec
I’axe des abscisses.

Le point C de coordonnées (4,5) appartient-il 4 d1? a do? & d3?
(f) Déterminer le produit scalaire AC o BC.

(g) Déterminer les composantes de la projection orthogonale de AB sur dy.

Solution.  (a) 3 Y d
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(b) En résolvant le systeme formé par les équations cartésiennes de d; et da, on obtient
les coordonnées cartésiennes (2/3,13/3) de A. Comme le coefficient angulaire de d3 vaut
—1/4 le coefficient angulaire de toute droite orthogonale & d3 vaut 4. Deés lors, I’équation
cartésienne demandée est 12x — 3y + 5 = 0.

(c) Un vecteur directeur de d3 a pour composantes (4, —1) et un point de ds a pour co-
ordonnées (0,6). Des lors, ds a, par exemple, pour équations paramétriques cartésiennes

T = 4r
{y:—r—i—G ,7 € R.

(d) En résolvant le systeme formé par les équations cartésiennes de dy et de 'axe des
abscisses, on obtient les coordonnées cartésiennes (12/5,0) de B.

(e) En remplagant = par 4 et y par 5 dans les équations des 3 droites, on constate que
celles de d; et do ne sont pas vérifiées mais bien celle de d3. Des lors, le point C' appartient
a d3 mais non a dp ni ds.

(f) Les composantes de AC et BC sont respectivement (10/3,2/3) et (8/5,5). Des lors,
le produit scalaire de ces 2 vecteurs vaut 26/3.

(g) Un vecteur directeur @ de d; a pour composantes (1,2) et le carré de sa norme vaut
5. Comme les composantes de AB sont égales a (26/15,—13/3), le produit scalaire de
AB par ¥ vaut —104/15 et les composantes de la projection orthogonale de AB sur d1



sont 104 104 208
—(1,2)=——=,— ] .
75 (1,2) ( 75775 >
2. Dans un repére orthonormé, on donne les points A, B et C' dont les coor-
données cartésiennes sont respectivement

(—1,1,0) (2,-1,3) (0,—4,2).

Déterminer les composantes du produit vectoriel /ﬁ A ZB—d

Solution. Les composantes des vecteurs ﬁ et 23? sont respectivement (3, —2,3) et
(—4,—6,—2). Des lors, les composantes de AB A 2BC sont (22, —6, —26).

’ Trigonométrie ‘

1. Si a désigne un réel de lintervalle]r/2, 7| et si tan(a) = —v/3/2, que valent les
nombres cotan(«), sin(a), cos(a) ?

Solution.  On a cotan(a) = ——5 sin(a) = et cos(a) = —27\ﬁ
cos(4m/3)

2. Simplifi :
TP Sin2(7r /3

Solution.  L’expression donnée vaut —2/3.

3. Résoudre dans [r,27] (z est une inconnue réelle)

(a) sin(2z)cos(2x) = —1

Solution.
a) Cette équation est impossible.
b) Les solutions dans [, 27| sont 317/24, 357/24, 437/24, 47w /24.

(
(
(c) Les solutions dans [, 27| sont w, 37/2, 27, 97/8, 117/8, 137/8, 157/8.
(d) Les solutions dans [, 27| sont 137/12, 177/12, 197 /12, 237 /12.
(e) Les solutions dans [, 27| sont 97/8, 117/8, 137/8, 157/8, 5w /4, Tm/4.
(f) Les solutions dans [m, 27] sont 107/9, 147/9, 167/9.



Coniques

On se place dans un repere orthonormé. Représenter le graphique des coniques
suivantes, données par leur équation cartésienne. Comment s’appellent ces co-
niques ? Quelles sont les coordonnées de leur(s) foyer(s)? Quelle est leur excen-
tricité ? Quelle est 1’équation des éventuelles asymptotes ?

() a?4+y=4 (2)y>=a+1 (3)2?+y*+4r =0 (4)2°-1=4y> (5)2*+3y* =12

Solution.  L’équation x? + y = 4 est celle d’une parabole dont le foyer a pour coordonnées
(0,15/4) et pour excentricité 1.

L’équation 32 = x + 1 est celle d’une parabole dont le foyer a pour coordonnées (—3/4,0) et
pour excentricité 1.

L’équation 22 + y? 4 4z = 0 est celle d’'un cercle dont les foyers sont confondus en un point,
le centre du cercle, qui a pour coordonnées (—2,0) (le rayon vaut 2); l'excentricité est nulle.

L’équation z2 — 1 = 4y? est celle d’'une hyperbole dont les foyers ont pour coordonnées
(\@/270) et (—\@/270) et pour excentricité v/5/2. Les asymptotes sont les droites d’équation
r+2y=0et -2y =0.

L’équation 22 + 3y? = 12 est celle d’une ellipse dont les foyers ont pour coordonnées (2v/2,0)
et (—21/2,0) et pour excentricité v/6/3.

Voici la représentation graphique de ces coniques
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’ Nombres complexes

1. On donne le complexe z = —1 + V3 .
a) En déterminer le module et une forme trigonométrique. Le représenter
dans le plan muni d’un repére orthonormé (X = “axe réel” et Y = “axe ima-
ginaire”)
b) Que vaut la partie réelle du complexe 2> ?
c) La partie imaginaire du carré d’un complexe est-elle toujours égale au carré
de la partie imaginaire du complexe ? Pourquoi ?

Solution
a) On a |z| = 2 et une forme trigonométrique est Y
donnée par z = 2 (cos (27/3) + isin (27/3)) s 14 Bi L2

b) La partie réelle de z? vaut —2.

c) La partie imaginaire du carré d’'un complexe est
égale au carré de la partie imaginaire du complexe si

et seulement si le complexe est réel ou si sa partie
réelle vaut la moitié de sa partie imaginaire.

?

2. Déterminer
a) le module du complexe cos(2) + isin(2)
b) les parties réelle et imaginaire des complexes

1 i%7 —i

<1

Solution

a) Le module de ce complexe vaut 1.

b) La partie réelle de z; vaut 1/5 et sa partie imaginaire vaut 2/5.
La partie réelle de zo vaut —1/2 et sa partie imaginaire vaut —1/2.
La partie réelle de z3 vaut 1/2 et sa partie imaginaire vaut —1/2.

3. Résoudre dans C
a) 22 —2+1=0 b) 22 4+25=0

Solution
Si S est 'ensemble des solutions, on a

a) S = {(1 +iv3)/2,(1 —z'\/ﬁ)/z}
b) S = {—5i,5i}



