
Chapitre 10

Séries de Fourier dans L
2
(E)

10.1 Suites orthogonales dans L
2
(E)

Soit E une partie mesurable de Rn.

Définition. Deux éléments u et v de L2(E) sont orthogonaux et on écrit u ? v

si on a hu, vi = 0. Il est clair qu’on a alors v ? u également.

Proposition 10.1.1 Toute combinaison linéaire d’éléments de L2(E) orthogo-
naux à f 2 L2(E) est aussi orthogonale à f .

Proposition 10.1.2 Soient um et f des éléments de L2(E).
Si la suite (um)m2N converge dans L2(E) vers u0 et si chacun des um est orthog-

onal à f , alors u0 est orthogonal à f .

Preuve. De fait, on a alors hum, fi ! hu0, fi.

Théorème 10.1.3 (Pythagore) a) Pour tout nombre fini d’éléments u1, . . . ,
uJ de L2(E) orthogonaux deux à deux, on a
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JX

j=1

kujk2
.

b) Si (um)m2N0 est une suite d’éléments de L2(E) qui sont orthogonaux deux
à deux, alors la série

P1
m=1 um converge dans L2(E) si et seulement si la série

numérique réelle à termes positifs
P1

m=1 kumk2 converge, auquel cas on a
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um
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=
1X

m=1

kumk2
.
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Preuve. a) est immédiat vu que
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uj,

JX

k=1

uk

+

=
JX
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huj, uki =
JX

j=1

huj, uji =
JX

j=1

kujk2
.

b) Vu a), pour tous r, s 2 N0 tels que r < s, il vient
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sX

m=r

um

�����

2

=
sX

m=r

kumk2
,

c’est-à-dire que la série
P1

m=1 um est de Cauchy dans L2(E) si et seulement si la
série numérique

P1
m=1 kumk2 est de Cauchy. La conclusion est alors immédiate.

10.2 Suites orthonormées dans L
2
(E)

Soit E une partie mesurable de Rn.

Définition. Une suite (um)m2N0 de L2(E) est orthonormée si ses éléments sont
normés et orthogonaux deux à deux, c’est-à-dire si et seulement si on a huj, uki = �j,k

pour tous j, k 2 N0.

Théorème 10.2.1 Soit (um)m2N0 une suite orthonormée de L2(E).

a) Si (cm)m2N0 est une suite de nombres complexes, alors la série
P1

m=1 cmum

converge dans L2(E) si et seulement si la série numérique
P1

m=1 |cm|2 converge,
auquel cas il vient �����

1X

m=1

cmum

�����

2

=
1X

m=1

|cm|2 .

b) Pour tout f 2 L2(E), il existe une suite (cm)m2N0 de C et g 2 L2(E) tels que

i) g ? um pour tout m 2 N0,

ii) la série
1X

m=1

|cm|2 converge,

iii) f =
1X

m=1

cmum + g.
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En fait, cette décomposition est unique et on a
8
><

>:

cm = hf, umi , 8 m 2 N0,

kfk2 =
1X

m=1

|hf, umi|2 + kgk2
.

Preuve. a) est un cas particulier du théorème de Pythagore car les cmum sont
orthogonaux deux à deux et tels que kcmumk = |cm| pour tout m 2 N0.

b) Si une telle décomposition existe, elle est unique et cm est égal à hf, umi pour
tout m 2 N0 car on a alors

hf, umi =

* 1X

j=1

cjuj, um

+
+ hg, umi = lim

J!1

JX

j=1

cj huj, umi = cm.

Cela étant, pour tout M 2 N0, posons

gM = f �
MX

m=1

hf, umium.

On vérifie de suite que, pour tout M 2 N0, la fonction gM est orthogonale aux u1,
. . . , uM ; cela implique l’égalité

kfk2 =
MX

m=1

|hf, umi|2 + kgMk2
, 8 M 2 N0.

Ceci assure que la série
P1

m=1 hf, umium converge dans L2(E). Dès lors, la suite
(gM)M2N0 converge dans L2(E) vers un élément g tel que

f =
1X

m=1

hf, umium + g.

Enfin, vu la continuité du produit scalaire, g est orthogonal à chacun des um. D’où
la conclusion.

10.3 Suites orthonormées totales dans L
2

Soit E une partie mesurable de Rn.

Définition. La suite (um)m2N0 de L2(E) est totale dans cet espace si 0 est le
seul élément de L2(E) qui soit orthogonal à chacun des um, c’est-à-dire si on a

⇢
f 2 L2(E)
f ? um, 8 m 2 N0

�
=) f = 0.
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Théorème 10.3.1 Soit (um)m2N0 une suite orthonormée totale dans L2(E).

a) Développement en série de Fourier. On a

f =
1X

m=1

hf, umium, 8 f 2 L2(E).

b) Formules de Parseval. On a

kfk2 =
1X

m=1

|hf, umi|2 , 8 f 2 L2(E),

et

hf, gi =
1X

m=1

hf, umi hg, umi, 8f, g 2 L2(E).

Preuve. a) et la première formule de Parseval résultent aussitôt du paragraphe
précédent et du fait que la suite (um)m2N0 est totale.

La deuxième formule de Parseval est alors une conséquence immédiate de la
continuité du produit scalaire car on a successivement

hf, gi = lim
M!1

*
MX

j=1

hf, ujiuj,

MX

k=1

hg, ukiuk

+

= lim
M!1

MX

m=1

hf, umi hg, umi =
1X

m=1

hf, umi hg, umi.

Corollaire 10.3.2 Si (um)m2N0 est une suite orthonormée totale dans L2(E),
alors le développement en série de Fourier de f 2 L2(E) peut être intégré terme à
terme sur toute partie intégrable de E.

Preuve. De fait, pour une telle partie intégrable A de E, on a �A 2 L2(E)
donc Z

A

f dx = hf, �Ai =
1X

m=1

hf, umi h�A, umi

c’est-à-dire Z

A

1X

m=1

hf, umium dx =
1X

m=1

hf, umi ·
Z

A

um dx.
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