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Introduction

La table des matieres compléte donne une bonne description du contenu de ce cours. Nous
nous contenterons donc ici de recopier un bref apercu de ce qu’on peut lire sur le web (wikipedia),
a propos de I'analyse harmonique.

Par ailleurs, il est clair qu’au vu du nombre d’heures du cours, il est impossible de voir
I’entiereté du contenu de ces notes. Cependant, la matiere présentée peut étre vue en seconde
lecture, si le besoin s’en fait sentir, pour d’autres cours ou travaux.

L’analyse harmonique est la branche des mathématiques qui étudie la représentation des
fonctions ou des signauz comme superposition d’ondes de base. Elle approfondit et généralise les
notions de série de Fourier et de transformée de Fourier. Les ondes de base s appellent les harmo-
niques, d’ou le nom de la discipline. Durant ces deux derniers siécles, elle a eu de nombreuses
applications en physique sous le nom d’analyse spectrale, et connait des applications récentes
notamment en traitement des signaux, mécanique quantique, neurosciences, stratigraphie. . .

Ces notes sont provisoires; elles doivent étre complétées comme le lecteur s’en apercevra
lorsqu’il découvrira les <« A COMPLETER > ou les < ne pas oublier > du texte.
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Chapitre 1

Rappels

Voir cours enseigné et les cours de S. Nicolay de premiere et de seconde années (bachelier
sciences mathématiques)

1.1 Convergence de suites numériques et de fonctions

1.2 Espaces LP(F)

Dans ce cours, on ne travaille qu’avec la mesure de Lebesgue.

Soit p = 1,2,00 et soit E une partie mesurable de. On considere les espaces LP(E), mu-
nis des semi-normes naturelles (voir cours de S. Nicolay). On y définit la relation ~ suivante :
f ~gsifetgsont des fonctions égales presque partout dans E. Cette relation est une rela-
tion d’équivalence, et les espaces quotients associés (ensemble des classes d’équivalence donc)
deviennent des espaces normés (voir cours de S. Nicolay). Dans ces espaces, notés LP(E), deux
fonctions sont donc égales si elle sont égales presque partout (vu la définition de la relation
d’équivalence).

Un résultat fondamental est aussi le fait que ces espaces LP(E) sont des espaces de Banach.
On peut trouver une preuve de cela dans le syllabus de J. Schmets et aussi dans celui du cours
d’analyse MATHO0247 (bloc 2 physique), voir les pages web relatives au cours.

Un résultat qui sera fort exploité dans la suite (et aussi dans d’autres cours d’analyse) est le
théoreme d’approximation. Une version « régularisée > sera démontrée dans le chapitre consacré
au produit de convolution. Pour des notes, voir la partie correspondante des notes de J. Schmets
(chapitre 4) et aussi le cours d’analyse MATH0247 (bloc 2 physique), cf les pages web relatives
a ce cours.

1.3 Intégrales eulériennes

Les fonctions eulériennes classiques, a savoir les fonctions définies par des intégrales pa-
ramétriques I' et B (voir suite de ce chapitre) sont d’une grande importance en analyse. Par
exemple, la fonction I' généralise les factorielles des naturels, ce qui permet a des expressions
statistiques discretes de pouvoir se généraliser dans le < continu > (ce qui veut dire ici en utili-
sant des fonctions de variables réelles plutot que des suites) et d’ainsi apporter un outil d’étude
puissant. La fonction B, quant a elle, intervient dans ’expression de différences finies, lesquelles
sont étudiées en analyse un peu comme les opérateurs différentiels.

7



8 CHAPITRE 1. RAPPELS

Propriété(s) 1.3.1. (1) La fonction x — e~z ! est intégrable sur )0, +oo[ si et seulement
sin > 0.

(2) La fonction x + ™ 1 (1 — x)" ! est intégrable sur ]0,1[ si et seulement si m > 0 et
n > 0.

Preuve. Notons tout d’abord que les fonctions données sont continues sur les ensembles
considérés.

(1) Si n > 1, la fonction est méme continue sur [0, 400 et apres multiplication par z2, on a

une convergence vers 0 en 400 ; on a donc l'intégrabilité voulue.

Si 0 < n < 1, intégrabilité en 400 ne pose pas non plus de probleme car, par exemple
2" e < e lorsque x > 1 et I'exponentielle z + ™% est évidemment intégrable en +oo.
Enfin, on a aussi I'intégrabilité en 0 car e 2"~! < 2"~ pour tout = > 0 et x — 2" ! est
intégrable en 0.

Réciproquement, si la fonction est intégrable alors n > 0. De fait, on a e %z"~! > z"~1/2
au voisinage de 0 et 2 — 2™ ! est intégrable en 0 si et seulement si 1 —n < 1 c’est-a-dire n > 0.

(2) Ici, c’est encore plus simple : on a
0<z™ (1 —z)" ' <C2™ ! au voisinage de 0"

et
0 < xm—l (1 _ :L‘)Tl—l < Cl(l — ;1;)”_1 au voisinage de 17

des lors on a bien l'intégrabilité lorsque n, m > 0.
Réciproquement, comme on a

g™V (1 —2)" ' > Ca™ ! au voisinage de 0T

et
g™ (1 —2)" P> (1 —x)" ' au voisinage de 1~

Iintégrabilité de z + ™1 (1 —2)"~! en 0F implique m > 0 et son intégrabilité en 1~ implique
n>0.0

Définition 1.3.2. La fonction I' est définie par
+oo
I'(n) = / e "a" dr, n>0
0
et la fonction B est définie par

1
B(m,n) = / N1 —2)" ! dx
0

Propriété(s) 1.3.3. On a les égalités suivantes
(1) T(1) =1, T(1/2) = &
(2) T(n+1) = nI(n) pour tout n >0
(3) T'(n+1) = n!l pour tout naturel strictement positif n
(4) B(m,n) = B(n,m) pour tous m,n > 0
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et

Preuve. (1) C’est un simple calcul. On a

400 400
ra) = / e Vdr = —/ De ™ dx =1
0 0

1 +o0
T (> = / e 2 4y
2 0
+o0 5
= / et ot dt
0
+00 5
= 2 / et dt
0
pu— '\/7?
(2) Ici aussi c’est un simple calcul d’intégration par parties
—+00 —+00 —+00
'n+1) = / et dr = — De * 2" dx = / e “ng"Vdr = nl(n).
0 0 0

(3) résulte directement de (2) et (1)

(4) s’obtient immédiatement par exemple en utilisant le changement de variable linéaire

g(x)=1—z, x €]0,1[. O

Proposition 1.3.4 (Formule de Stirling). On a

g L@+l

n—+oo n e~ /21N

Preuve. Voir les notes de J. Schmets par exemple. O

Propriété(s) 1.3.5. Quel que soit 6 €]0,1], on a

™

BO1-0) = i

Preuve. Voir les notes de J. Schmets par exemple. O

Propriété(s) 1.3.6. Le lien entre I" et B est

'(n)T'(m) = I'(m+n)B(m,n) Yn,m >0

Preuve. On obtient cette égalité en faisant un changement de variables dans une intégrale

double comme suit. On a

+o0o +oo
I'(n)T(m) = / e 2"t da x / e Vymldy = // e~ @) gr=lym=1 qy dy
0 0 0,+00[x]0,+00]

On utilise alors la fonction G = (g1, g2) définie par

g(z,y) = z+y, golz,y) = (z,y) €]0, +00[x]0, +o0]

r+y



10 CHAPITRE 1. RAPPELS

avec ¢, g2 indéfiniment contintment dérivables sur A =|0, +00[x]0, +o0[; elle s'inverse comme

suit
5:91(9579)::17%—3; T =ts
{ t=ga(z,y) =z/(x+y (et s { y=s—z=s—st=s(l—1t) (s,1) €]0, +00[x]0, 1]

avec hy : (s,t) — ts et hg — s — st indéfiniment continiment dérivables sur ]0, +00[x]0, 1[. Cela
étant, on a

‘Dshl(s,t) Diha(s,t) — Diha(s,1) Dshg(s,t)‘ - ‘t(—s) Cs(=t)] = = = s
donc
I'(n)T'(m) = // e~ @) gr=lym=1 gz dy
10,+00[x]0,400[
= // el gnT gl (1 Tl s dsdt
10,+00[x]0,1]
~+o00 1
= / e s sl s % / A € S LU 7
0 0
= TI'(m+n)B(m,n)
|

Exercice 1.3.7. On a
I' € Cx(]0,+0]), B € Cx(]0,400[x]0,+00[)

et ces intégrales sont < dérivables sous le signe d’intégration >.



Chapitre 2

Produit de composition

2.1 Définition et premieres propriétés; interprétation

Nous présentons ici I’essentiel et pour aller droit au but et appréhender cet outil le plus ra-
pidement possible, on se limite aux fonctions d’une variable réelle. Pour davantage de propriétés
et des compléments (notamment le cas des fonctions de plusieurs variables), voir le pdf formé
d’extraits de syllabus de Jean Schmets, disponible directement via les pages web relatives au
cours.

Définition 2.1.1. Soient f et g deux fonctions définies presque partout sur R; si y € R et si
la fonction x — f(x) g(y — x) est intégrable, son intégrale est notée

(f*9)(y) = /R f(@) gy — @) da.

Lorsque la fonction x — f(x) g(y—x) est intégrable pour presque tout y, le produit de convolution
(ou de composition) de f et g est la fonction

y = (f*9)(y).

Propriété(s) 2.1.2. Le produit de composition est commutatif et linéaire sur chacun des fac-
teurs.

Preuve. C’est immédiat par changement de variable (linéaire) : on a

(Feo) = [ @2 de = [ fa=0a® dt = g+ D).
La linéarité est immédiate étant donné la linéarité de l'intégrale. O

Interprétation 2.1.3. Voir cours et aussi le descriptif par exemple a ’adresse

https ://fr.wikipedia.org/wiki/Produit_de_convolution

2.2 Quelques exemples

Voir quelques calculs explicites (cours).

11



12 CHAPITRE 2. PRODUIT DE COMPOSITION

2.3 Conditions suffisantes d’existence et propriétés

Sont présentées ici des conditions sous lesquelles le produit de composition existe et les
propriétés générales de cette fonction. Il faut bien noter qu’en aucun cas il ne s’agit de conditions
nécessaires !

Les notations p, ¢, r désignent soit 1,2 soit l'infini et on utilise la convention 1/0c0 = 0. La
relation

1 1 1

-4 - = 1 + —

P q r
n'alieuquepour (1) p=gq=r=1,2)p=letq=r=2,3)p=letqg=r=o00,(4)p=q=2
et 7 = 0o et bien sir aussi en permutant les roles de p et q. Cependant, vu la commutativité du
produit de composition, il ne sera pas nécessaire de les traiter.

Cela étant, lorsque

1 1 1
-4 - = 1 + —
P q r

on a le résultat suivant.

Théoréme 2.3.1. Soient f € LP(R) et g € LI(R). Alors
1. (f xg)(y) existe pour presque tout y sir # 0o et pour tout y sir = oo
2. fxge L"(R)
3N f*glle < 1Ifllpllglg-

Cette inégalité implique que si f,, (m € N) est une suite d’éléments de LP(R) qui converge
dans LP vers f et si g, (m € N) est une suite d’éléments de LI(R) qui converge dans L1
vers g, alors la suite fp, * gm (m € N) converge dans L" vers f * g.

Preuve. Etablissons la conséquence de la troisieme propriété. On a successivement

[fm*gm — Fxgll, = fm*gm—Ffm*xg+ fm*xg—f*gl,
= ”fm*<gm_g)+(fm_f)*gur

[ * (gm = D+ (e = f) * gl

1fmlly lgm = glly + Wfm = I, llgll, -

IN N

La convergence dans LP de la suite f,,, (m € N) et dans L? de la suite g,,, (m € N) donne tout
de suite le résultat annoncé.

Etudions le cas . On doit d’abord se poser la question de savoir si la fonction
x> fly— ) g(x)

est intégrable sur R pour presque tout y. Clairement, cela ne s’obtient pas directement car si
f et g sont bien intégrables, on ne peut rien dire de leur produit! Mais tout va se démontrer
directement par le théoreme de Tonelli-Fubini.

De fait, considérons la fonction de deux variables

F o (z,y) = |fly—2)g(x)]

Pour presque tout z, la fonction y — |f(y—x) g(x)| est intégrable sur R puisque f I'est. Ensuite,
la fonction

e /R - ) g(@) dy = lg(a)l /R -2 dy = lg(a) /R )] dt
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est intégrable sur R puisque g l’est. Il s’ensuit que la fonction

(z,y) = fly—2)g(x)

est intégrable sur R? et que I'on peut notamment permuter les intégrales sans changer la valeur
de l'intégrale double. On obtient donc que x — f(y — ) g(x) est intégrable sur R pour presque
tout y et que y — [ f(y — ) g(z) dv = (f * g)(y) est intégrable sur R.

Enfin, on a successivement

1fxgl = /I(f*g)(y)l dy

y—x) ) dz| dy

< /(/|f —a) )!da:)dy
= / |f(y — ) g(x)| dzdy

= [ ([ rf<y—x>|dy) s
Ll ([1ra) i

gl 11

Etudions ensuite le cas | L' * L?|. Ici encore, on doit d’abord se poser la question de savoir

si la fonction
z— f(y—z) g(v)

est intégrable sur R pour presque tout y. Et encore une fois ce n’est pas immédiat car il s’agit
d’une fonction qui est le produit d’une fonction intégrable et d’une fonction de carré intégrable
et on ne peut donc rien conclure directement quant a son intégrabilité. Ecrivons alors le module
de ce produit d’une autre maniere : comme on a

[fly—2) g(@)] = VIfly—2)] VIfly—2)llg(x)],

on voit que la fonction (de z) dont on veut prouver l'intégrabiité pour presque tout y s’écrit
comme le produit des fonctions

z—=/|fly—2) et z—= |f(ly—2)|lg(z)

La premiere fonction est bien str de carré intégrable pour tout y puisque f est intégrable ; quant
a la seconde, elle est également de carré intégrable pour presque tout y car

z e |f(y — )| g ()]

est intégrable pour presque tout y étant donné le fait que f, g € L'(R) et le cas L' * L. Ainsi,

x| f(y — ) g(z)]

peut s’écrire comme le produit de deux fonctions de carré intégrable et est donc intégrable.



14 CHAPITRE 2. PRODUIT DE COMPOSITION

Il reste alors & montrer que le produit de composition est de carré intégrable et que ’on a
la majoration annoncée pour la norme. En écrivant la fonction a intégrer comme précédemment
et en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a successivement

Fraw)l = | [ fy-2)g() da
sléxﬁﬂy—@\¢ﬁw—wﬂwmﬂdm
< ([ (i) @) ([ () e a)

= A1 ((F1 % 1g2D )2

donc
(F=g) ) < 11flh (f]=19°)(w)

avec y — (|f] * |¢?|)(y) intégrable; des lors on a bien obtenu f * g € L?(R). La majoration des
normes est alors immédiate

I1£9l8 = [ I <o))P
R

2
d
swméwmmm>
= 1 11192
< 1l 11 6Pl
— /12 92

et on termine donc le cas L' x L2.

Passons au cas . Ici, lorsque f est intégrable et g borné (pp), il est clair que pour
tout y, la fonction

z— f(y—x)g(x)

est intégrable puisque de module majoré par ||g||eo |f(y — x)|.
Cela étant, I'appartenance du produit de composition a L>°(R) et la majoration de la norme
sont immédiates. De fait pour tout y, on a

y—x) ) dz

|(f *9)(y

<Mu/uyMM—wm/u|w lgloe I1£11.

Pour terminer considérons le cas | L%  L?|. Ici, I’existence du produit de composition pour
tout y est claire aussi car la fonction

z— f(y—x)g(x)

est le produit de deux fonctions de carré intégrable, donc est intégrable.
L’appartenance du produit de composition & L*°(R) et la majoration de la norme sont
immédiates également par utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tout y, on a

1/2
(F*9)y /u—wmrm<(/f—mwQ lglz = 11fl2 gl



2.3. CONDITIONS SUFFISANTES D’EXISTENCE ET PROPRIETES 15

donc f * g est borné partout et

sup [(f +g)()l < [Ifll2llgll2-

yeR
O
Lorsque r = 0o, on a davantage de résultats.
Théoréme 2.3.2. 1. Si f,g € L*(R) alors la fonction f * g est uniformément continue sur

R et tend vers 0 a lVinfini.

2. f € LY(R) et g € L™(R) alors la fonction f* g est uniformément continue sur R et tend
vers 0 a l'infini pour autant qu’il en soit de méme pour g.

Preuve. (1) Considérons tout d’abord le cas f,g € L?(R).
D’une part la continuité uniforme résulte d’une simple utilisation de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz et du théoréeme d’approximation. De fait, on a successivement

swpl(fg)a+ )~ (F+9)@)| = suwp| [ fa+h-nat)dy ~ [ =)ol y]
= swp| [ (flath=9) = 1 =) 600 dy‘
zeR |JR
< suplf(a+n—) = 1z =l lgl

= sup|[f(-+h)—fO)ll2 llglly
z€R

= [FC+R) = FOll2 llglly

et on conclut par le théoréme d’approximation dans L?(R).

Montrons a présent que
lim (fxg)(z) = 0.

T—r00

Soit € > 0. Pour tout x € R et tout R > 0, on a

(f*g)a /fx dy = /|y|SRf(wy)g(y) dy +/ f(x —y) gy) dy.

ly|>R

Examinons le second terme du membre de gauche. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

1/2 1/2

= z —y)|? 2

‘/y|>Rf( y)9(y) dy </y|>R|f( y)l dy) </|y>R!g(y)| dy>
1/2 1/2
</]R /@ =yl dy) (/y|>R l9(y)? dy)
1/2 1/2

2 2

([ 10 a) ( [ o dy>
1/2

— 2 .
= |/l ( /y|>R|g<y>| dy) ,

IN

IN
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comme g2 est intégrable, on a

1/2
lim / g(y)|? dy =0
R—+00 ( |y\>R’ ( )’

donc il existe Ry > 0 tel que

1/2
1712 ( / e dy) <
Yy 0

/ f(x —y) gw) dy.
ly|<Ro

| ™

Examinons alors

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz encore, on a

1/2 12
x —)|? 9
: </y|<Ro|f( vl dy) </|y<RO l9(»)| dy)
1/2

< llgll2 </|<R f (=) dy>

i 1/2

z+Ro 1/2

= llgll2 </R £ ()] dt> :

‘/ flz—y)g(y) dy
ly|<Ro

A

comme f2 est intégrable, on a

x+Ro 1/2
lim </ lf () dt) =0
T—00 z—Ro

donc il existe N > 0 tel que

z+Ro 1/2
9ll2 (/_R lF () dt) <

| ™

pour tout z tel que |z| > N.
Des lors, on a

[(fxg)(@)] < +

[ sl + [ fa-new ) < -
ly|<Ro ly|>Ro

pur tout x tel que |z| > N et on conclut.

(2) Examinons alors le cas f € L'(R) et g € L™(R).
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La continuité uniforme s’obtient de maniere tout a fait analogue au cas précédent, en adap-
tant bien str les estimations utilisant les propriétés de f et g. On a successivement

ilelg\(f*g)(ﬂh)—(f*g)(év)\ = sup /Rf(w+h—y ) dy — /far— dy’
= s [ (e h=9) = 1 =) o0 dy‘
zeR |JR
< igg”f(x_‘_h_')_f(x_')nl 91l

= sup||f(-+h)—fOl N9l
zeR

= FC+h) = FOlh N9l

et on conclut par le théoréme d’approximation dans L!(R).
Montrons a présent que
lim (f * 9)(z) = 0

T—00

lorsqu’en outre lim, o g(x) = 0. La preuve est une adaptation de celle du cas L? x L.
Soit € > 0. Pour tout z € R et tout R > 0, on a

(f*9)( / fz—y) — /|y|SRf(w—y)g(y) dy + / f(x — ) gy) dy.

ly|>R

Examinons le second terme du membre de gauche. On a

‘/ flz—y)g(y) dy
ly|>R

Des lors, comme g tend vers 0 a l'infini, il existe Ry > 0 tel que

< sup lgly \/\fx— Jdy = [flli sup lg(w)-

ly[>R ly|>R

g
1l sup |g(y)| < 3
ly|>Ro

Examinons alors

/ f(x - y) gw) dy.
ly|<Ro

‘/M v —y)g(y) dy

< lgloc /| =)l dy
y|<

N RECIE
z+Ro
— gl [ 1] .

—Ry

Puisque la fonction f est intégrable, le membre de droite tend vers 0 si « tend vers I'infini.
Finalement, comme dans le cas précédent, il existe N > 0 tel que

/ flz—y)g(y) dy / flxz—y)g(y) dy
ly|<Ro ly|>Ro

pour tout x tel que |x| > N et on conclut. O

+ < ¢

[(fxg)(@)] <
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2.4 Unités approchées de composition

Considérons tout d’abord le cas des fonctions intégrables ou de carré intégrable.

Définition 2.4.1. Une suite f,, (m € Ng) de fonction de L*(R) est appelée unité approchée de
composition dans L'(R) (resp. dans L*(R)) lorsque l'on a

lim fnxf = f dans LYR) (resp. dans L*(R))

m——+00

quelle que soit la fonction f de L*(R) (resp. de L*(R)).

Etant donné que 'on a L'« L' ¢ L' et L' « L? C L2, les produits de composition et les
convergences qui interviennent dans la définition ont bien un sens.

Rappelons aussi que ces convergences concernent les normes naturelles définies sur les espaces
L'(R) et L%(R); elles signifient donc, respectivement

dim (lfws f =Sl = 0 et Tm | fus f - fla = 0

selon que f € L'(R) ou f € L*(R).

Ces < unités approchées > sont définies pour pallier la non existence 'd’une < vraie unité >,
a savoir d’une fonction intégrable § qui serait telle que 0 * f = f pour toute fonction intégrable
(resp. de carré intégrable) f. En fait, une telle unité existe bel et bien, mais dans le cadre

des distributions (distribution de Dirac!) On va voir plus comment construire de telles unités
approchées et ces exemples illustreront bien le < phénomeéne Dirac >.

Le résultat suivant donne des conditions suffisantes sur une suite de fonctions intégrables

pour qu’elle soit effectivement une unité approchée de composition.

Proposition 2.4.2. Soit une suite de fonctions f, (m € Ny) telle que
b fm € LI(R>: fm >0 et Hfm”l =1 pour tout m
e pour tout R >0, on a

lim fm(z) do = 0.
m——+00 |z|>R

Alors cette suite constitue une unité approchée de composition dans L'(R) et dans L*(R).

Preuve. Considérons tout d’abord le cas des fonctions intégrables et prenons donc f € L'(R).
On a successivement

[ fm o f = flly

/R (o F)(y) — ()] dy

- /R/Rfm(w)f(y—x) &~ )|
- /R/fm<x>f< ) = [ dnla) £
= [ | @) Gt =2) - s o
/xg(/mf’”(x) [y =) = fy)l da:) dy.

1. Si une telle fonction existait, alors on aurait  * X{a,5) = X[a,5) PP donc aussi, par continuité, en tout réel
différent de a,b donc aussi en a, b étant donné que I'image de fonction caractéristique est {0, 1}. Ceci est absurde
car 0 x x[a,b] est continu et pasla fonction caractéristique

dy

dy

IN
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Cela étant, comme la fonction de deux variables (x,y) — fm(z) |f(y —x) — f(y)| est intégrable,
on peut permuter ’ordre d’intégration sans changer la valeur de l'intégrale et on obtient ainsi

[ f = fllL < /Rfm(x) (/le(y—w)—f(y)l dy> dr = /Rfm(ﬂf) (=) = FOl, de.

On va alors utiliser la seconde hypothese sur la suite f,,, (m € Np) en faisant appel tout d’abord
au théoreme d’approximation. Si € > 0, il existe R > 0 tel que

[f(-—2) = fOll; < Vz tel que |z| < R.

DN ™

Deés lors

N

Vs = fll; < /| @ 152 = e+ / Fnl@) 17— 2) = £l da

lz|<R

/|x<R fm(x) dx

IN

201 £1h /| | In@) e

IA
TR TG

201 £l /| | In@) e

L’utilisation de la seconde hypothese sur la suite f,, fournit ainsi M tel que le premier terme
du second membre soit inférieur & €/2 quel que soit m > M donc finalement

||fm*f_f||1 < e VYm>M

et on conclut.

Passons au cas des fonctions de carré intégrable et prenons donc f € L%*(R). Le méme
développement que dans le cas précédent mais en utilisant bien str la norme L? donne

e s =18 = [ 10 D) = 0 dy
- /R /R fla) Uy =)= £(u) da| dy
<[ ( [ @) 11w =) = 1) dx)zdy.

Cela étant, on a

fm(@) [f(y —2) = f()] = Vi m(x) V() [fly —2) = f(y)]

avec /fn, de carré intégrable et = +— /fn(z)|f(y — ) — f(y)| également de carré intégrable
car par exemple

fm@) [fly—2) = FW)P < 2fm(@) (Ifly—2) + | fW)]?)

avec z = fr(z) (|f(y — z)[* + | f(y)|?) intégrable pour presque tout y (puisque fy, est intégrable
et f est de carré intégrable (repenser encore au cas L'+ L!)). Notons au passage (cela sera utilisé
ci-dessous) que la fonction de deux variables

(2,y) = fm(x) (If(y—2) + | FW)I?)
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est intégrable également. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors

2
( / Fu@) 1y — 2) — £ das) < IVl / Fu@) 17y — @) — f@)P de
R R
- / F@) 1y — @) — F)? da.

On a donc obtenu
e s =118 < [ ( [ nla) 155 =) - s dx) dy.

Cela étant, une permutation de 'ordre d’intégration (justification ci-dessus) donne

s s =118 < [ fnto) ( [156-2- s dy) da
- /R fnl@) £ =) = FOIZ da

et on termine la preuve comme dans le cas L' mais en utilisant bien sur le théoreme d’approxi-
mation dans L?(R). O

Occupons-nous maintenant du cas L.

Proposition 2.4.3. Soit une suite de fonctions f,, (m € Ny) telle que
o fn € LY(R), frn >0 et ||fmll1 = 1 pour tout m
e pour tout R >0, on a

lim fm(l') de = 0.

m—r—+o0 |z|>R

Alors pour toute fonction f bornée sur R et toute partie A de R telles que?

lim sup [f(t) - f(t+h) = 0,
r=04cA, |h|<r

la suite fu, x f (m € Ng) converge uniformément sur A vers f.

Preuve. Comme dans le cas L', L?, on a

U * W) — Fy) = /R Fnl@) (f(y— ) — [ () de

donc

sup (o 1)) = W] < [ Fnla) sup] g~ 2) = F(w)] da
yeA R yeA
Dans le cas L' ou L?, le théoréeme d’approximation permettait de continuer. Ici, on travaille
avec L (borne supérieure dans l'intégrale ci-dessus) et on ne peut pas continuer de la sorte.
L’hypothese supplémentaire va permettre de conclure, avec les mémes développements.

Si e > 0, 'hypothese supplémentaire (qui pallie donc le manque de théoréme d’approxima-
tion) donne 'existence de R > 0 tel que

sup|f(@ —y) — f)| <= Ve tel que Jo] < R.

yeA

| ™

2. cette propriété est bien sir vérifiée pour A = R si f est uniformément continu sur R
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On obtient ainsi

sup |(fm * f)(y) — f(v)]

yeA

< /|I>R fm(z) sup |f(y — ) — f(y)| dz + /IrISR Fn(@) sup | f(y — 2) — f(y)| da

yeA yeA
/ fm(z) dx
|z|<R

IN

mmu/Eﬁm@wx+

IA
N DN M

mm&/Eﬁmmwx+

L’utilisation de la seconde hypothese sur la suite f,, (m € Ny fournit ainsi M tel que le premier
terme du second membre soit inférieur a /2 quel que soit m > M donc finalement

sup [(fm * f)y) = fy)| < e Ym>M
yeA

et on conclut. O

Donnons a présent des exemples, en fait une construction standard d’une unité approchée
de composition.

Exemple(s) 2.4.4. Si f est une fonction intégrable, a valeurs positives et d’intégrale égale a 1,
alors la suite fr, (m € No) définie par fr,(z) = mf(mx) est une suite de fonctions intégrables,
a valeurs positives, d’intégrale égale a 1 et qui est telle que, pour tout R > 0, on a

lim fm(x) dz = 0.

m—+00 |z|>R

Preuve. 1l est immédiat de constater qu’effectivement on a une suite de fonctions intégrables,
a valeurs positives, d’intégrale égale a 1. Soit alors R > 0.0n a

/ fo@) de = m [ f(maz)dz = m Ly ar = / () dt
|z|>R [t|>mR

lz|>R [t|>mR T

avec

lim ft)dt = 0

m—=+00 Jit>mR
puisque f est intégrable. On peut donc conclure. O

On peut alors < voir » l'illustration de 'effet < Dirac ». AJOUT dessin (voir cours)

2.5 <« Extension > du produit de composition

Introduction des espaces Lgomp et Lfoc. Voir aussi cours enseigné et notes de J. Schmets
(chapitre 5).

Convention : Si h est une fonction définie (presque partout) sur R", on note [h| son support
(presque partout). Il est immédiat de voir que h = hy).
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2.5.1 Cas généraux d’existence

Propriété(s) 2.5.1. Lorsque p,q,r € {1,2,00} avec (1/p)+(1/q) = 1+(1/r) (avec convention),
on a
I

comp loc

c L]

loc

Preuve. Soient f € Llomp et g € Ll . Si y est fixé, on a

fly—x) = fly—2)xiply —2) = fly— ) xy—15(2).

Cela étant, siy € K C R" on a

fly—z) = fly—2)xy—1n(x) = fly—2)xKx_[5()

carsixz € y — [f] alors x € K — [f] et six € y — [f] alors y — x & [f] donc f(y —x) = 0. On
obtient donc, lorsque y € K

fly—2)g9(x) = fly—2)xx—_y(®) 9(x)
= fly—=) (9xx—1y) (@)
= fly—2)G(z)

avec G = gxg—[f)- Comme [f] est compact, 'ensemble K — [f] est également compact lorsque
K est compact. Cela implique que G € L9 puisque g € L?OC. Vu linclusion LP « LT C L",
on a donc fx G € L". Finalement, si y € K, en intégrant les deux membres des égalités

fly—2)g(x) = fly—2z)G(x) (y € K,z € R) obtenues ci-dessus, on obtient

(fxg)(y) = (fxG)(y)

Ou encore
(f*g)xxk = (f*xG)xx € L".

On peut donc conclure que fxg € L] .0O

loc*

2.5.2 Unités approchées de composition <« locales >

Proposition 2.5.2. Soit une suite de fonctions fn, (m € Ny) telle que
o frn €Ll (R), fru >0 et | fmll1 =1 pour tout m

comp

e pour tout R >0, on a
lim fm(z) dz = 0

. U;;‘flsupp( fm) est borné.

Alors pour tout f € L} (resp. f € L? ), la suite f * f, (m € Ng) converge vers f dans L}

5 loc loc loc
(resp. Lj..).

En outre, pour tout f € Co(R™), la suite f* f, (m € Ng) converge uniformément vers f sur
tout compact de R" (donc dans L52.).

loc

Preuve. Remarquons tout d’abord que la suite f,, (m € Ny) constitue une unité approchée
de composition au sens classique général comme vu précédemment.

Soit alors un compact K de R™. Comme dans le développement du résultat précédent, pour
tout y € K, on a

fm(y_x) f(CC) = fm(y_x) (fXK—[fm]) (SC)
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Des lors, si Ky est un compact qui contient 'union des supports des f,,, on obtient aussi

fm(y =) f(x) = fm(y —2) (Fxr-K) ()

puisque siz € K —|[fp] alorsz € K—Kpetsiz € K—|[fy] alorsy—x & [fm] donc f,(y—x) = 0.
Il s’ensuit que fp, * f = frm * (fXK-K,) PP sur K dans le cas Llloc et Ll200 et partout dans le cas
ou f est continu.

Cela étant, 'utilisation du résultat concernant les unités approchées de composition clas-
siques donne la convergence de la suite f, * (fxx_k,) (m € No) vers fxx_k, dans L*(R) si
f €L etdans L2R) si f € L%OC. Si on a pris soin de prendre un compact Ky qui contient

loc
Porigine, on a aussi fxx_x, = f pp sur K (puisque si x € K alors x =2 — 0 € K — Kj). Ainsi

[ fm = f = fllpry = fm* (FXxr—Ko) — FXK—Koll L1 (k)

donne la conclusion dans le cas Lllo . et de méme dans LIQO . en prenant les normes correspondantes.

Traitons alors le cas ol f € Cy(R™). Soit K’ un compact dont l'intérieur contient K — K.
Cela étant, une fonction continue est uniformément continue sur tout compact ; il s’ensuit que
la fonction f est uniformément continue sur K’ et par suite

im  sup |f()— f(E+R)| = 0,
=0 te K— Ko |h|<r

puisque K — Ko C K' et t + h € K’ pour tout t € K — Kj et tout r petit. Comme fyg: est
borné sur R, le résultat classique donne alors la convergence uniforme sur K — Ky de la suite

fm * fxr (m € Ng) vers fygs. Mais on a encore fp, * f = fm * (fXx’) pp sur K (analogue a
ci-dessus) et aussi f = fxgs pp sur K (également analogue & ci-dessus). Comme K C K — K,
on obtient finalement

sup |(f * fm)(y) — fF()l = sup [(fxxr * fm) (W) — fxer ()| < sup  [(fxxr = fm)(y) — Fxece (y)]
yeK yeK yeK—Ko

et on peut conclure. O

Exemple(s) 2.5.3. Le noyau de Féjer, d savoir la suite

1 sin?(nz/2)

F, = eN
n() 2mn sin?(z/2) e
est tel que les fonctions fn = FpX[—rx (n € No) vérifient les hypothéses du résultat précédent.
Preuve. Notons que si on pose
n .
Dn(.CU) _ Z efzk::):7
k=—n
(noyau de Dirichlet) on a
sin((2n+1)/(x/2))
D = eN
(@) sin(z/2) "
et
1 n—1
Fy(z) = . ZDk(x)
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par un calcul direct (par exemple a partir des noyaux de Dirichlet dans lesquels le sinus du
numérateur est mis sous forme d’une différence d’exponentielles; on somme alors les termes de
progressions géométriques). On aura l'occasion d’utiliser le noyau de Dirichlet dans le chapitre
qui traite des séries trigonométriques de Fourier.

Cela étant, on a bien stir f, € L., (R), f, > 0 pour tout n; pour tout n, on a aussi

comp
1 n—1 ,.r 1 n—1
/an(m) * 2mn =) k() da 2mn kz—o i

Des lors le premier point des hypotheses du résultat précédent est vérifié.

Il est également clair le le troisieme point est vérifié.

Reste le deuxiéme point. La fonction x — z/sin(z/2) est continue sur |0,7], & valeurs
positives, ne s’y annule pas et admet une limite finie non nulle en 0. Elle se prolonge donc
en une fonction continue non nulle sur le compact [0, 7] et des lors il existe M > 0 tel que
0 < x/sin(xz/2) < M pour tout z € [0,7]. On a ainsi

1 1 1 M?
< -
2mn sin2(:z:/2) ~ 2mn z2

0 < Fo(z) <

pour tout z €]0, 7] U [, 0[. Dés lors pour tout # > R > 0, on obtient
M? 1
/ folz) de < — / —
|z|>R n [-m,7]\[-R,R] ¥

/ falx) dz = 0 Vn € Np.
|z|>R

et si R>m, ona

Ainsi, le deuxieéme point est aussi vérifié.
Et on conclut. O

2.6 Reégularisations

Le produit de composition de fonctions permet de < régulariser > (au sens dérivabilité) une
fonction comme on va le voir ci-dessous.

Commencons par une propriété sur le support d’un produit de composition et par un résultat
donnant des conditions suffisantes sur f, g pour que f * g soit dérivable. On poursuivra par une
< régularisation > du théoreme d’approximation et par un résultat appelé « régularisation d’un
ensemble >, lequel est abondamment exploité notamment dans le cours sur les distributions
(masters).

Propriété(s) 2.6.1. Si f et g sont composables, alors

[fxg] C[fl+1g]

Si le support de f ou de g est compact, alors la somme des supports est fermée et on peut donc
enlever l’adhérence.

Preuve. Etablissons ce résultat pour les supports. Le cas des supports presque partout se
traite de méme.
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Posons 2 = R™\ ([f] + [g]). Pour conclure, il suffit de montrer que cet ouvert est d’annulation
pour f x g. Soit donc y € 2. On a

(f+9)y) = . fly—x)g(z) dzx
= - fly—2)g(x) X[f] (y — z) X(a] () da
= o fly—z)g(x) X (y—[f)Nlg] (z) dx

et comme y € © € R\ ([f] + [g]), on a (y — [f]) N [g] = @ donc (f = g)(y) = 0.
La preuve du fait que la somme d’un fermé et d’'un compact de R" soit fermée est directe.O

Propriété(s) 2.6.2 (Dérivabilité). Le produit de composition f g appartient a Cr(R™) lorsque
(1) f € Ly, €t g € CL(R™) ou (2) f € L ., ge CL(R") et [g] compact. Dans ce cas on a

loc?
D%(fxg) = fxD% Va,la| <L

Preuve. C’est direct en utilisant le théoreme de dérivation des intégrales paramétriques.O]

Nous allons maintenant montrer comment le produit de composition permet d’approcher (au
sens des normes) des fonctions non régulieres par des fonctions régulieres.

Dans ce qui suit, nous utilisons la notation d(z, E') pour désigner la distance entre un point
x € R™ et un ensemble non vide E de R" et, si » > 0, on définit F, par

E, = {x eR" = d(z,E) <r}.

On définit aussi les fonctions p. (¢ > 0) de la facon suivante
1 T
pul0) = ()
avec p € Cs(R™), [p] C b(1) (boule de rayon 1 centrée a lorigine), p > 0 et ||p|; = 1.
Cela étant, on a le résultat suivant.

Propriété(s) 2.6.3 ( < Régularisation d’un ensemble >). Pour tout ensemble non vide E et
tout € > 0, la fonction f. = xp. * p. posséde les propriétés suivantes

1. fe € Co(R™)
2.0<f.<1
3. fe =1 sur l'adhérence de E et f. = 0 sur le complémentaire de Eo.

4. Ya, il existe Cy, > 0 tel que
IDYf.| < Cuelel

Preuve. Considérons le cas n = 1.

Comme x g, est localement intégrable et p. indéfinimement contintiment dérivable a support
compact, la fonction f; = xg. * p- appartient bien a Coo(R).

Pour tout = on a aussi directement

0 < (xB. *pe) (z) = /RXES(w—y)pe(y) dy < /Rpe(y) = 1
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Cela étant, pour tous z,y, on a

XE.(Y) pe(x —y) = XE.(Y) pe(T — Y)X[-ce)(z — V)
XE- (Y) p=(T = Y)X[z—e 012 (Y)
= pe(T — Y)X BNz 0+e] (Y)-

Sixz € FE alors [ — e,z +¢] C E. donc
fa(x) = (XEE * Pe) (x) = pa(‘r - y)XEsﬁ[zfs,ers] (y) dy
Pe(T — Y)Xjz—e,z+e)(¥) dy

pe(z —y)dy = 1

I
— — 55—

et si x & Eo. alors |z — e, + e[NE. = () donc

fo(@) = (. *pe) () = /R Pe(& — ) Xpmie—cs (4) = 0.

La fonction f. est bien str bornée par 1. Pour conclure, il reste donc a examiner les dérivées.
Quels que soient o € Ny et € R, on a successivement

Df(x) = |(xe * D) (@)
< /|<D pe)(w)| dy

- - / D% (ply/<))| dy
gm L1 w/el dy

- /|D°‘ 0| dt

et on conclut. O

XE = X][1,3]

/

u T
1-2¢ 0 1 3+ 2¢ X

Propriété(s) 2.6.4 (Théoreme d’approximation < régularisé »). Soit Q un ouvert de R"™. Pour
tout f € LY (Q) (resp. f € L?(Q)) et tout € > 0, il existe p € Coo(R™) @ support compact dans
Q tel que

If =l <e (resp. [If —olly <e)
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Preuve. Ici, la notation ||.| désigne la norme dans L! ou dans L2. Considérons aussi une
unité approchée de composition dans L! et L? du type p,, = mp(m.) (m € Ng) comme dans le
cas de la < régularisation d’un ensemble >.

Soient alorsf € L'(2) (resp. L?(Q2)) et € > 0. Par le théoreme d’approximation, il existe une

fonction étagée F' dans {2 telle que
Hf —F| < =
2

Ensuite, on a
lim [|[F—Fxppy| = 0

m——+00
avec
supp(F * pm) C supp(F) +b(1/m).

Des lors, il existe M tel que le support de la fonction F' * pps soit un compact inclus dans € et
|E'— F % pp]| < e/2. 11 s’ensuit que

If = Fxpu| < If = FI[+[[F = Fxpull < e

et on conclut puisque F % pps appartient a Co (R™) et est & support compact dans 2. O

2.7 Propriété d’annulation

Propriété(s) 2.7.1 ( < Annulation »). Soit f une fonction intégrable dans un ouvert Q@ de R™.
Alors f est nul presque partout si et seulement si

/ f(@) (@) do = 0
Q

quelle que soit la fonction ¢ € Coo(R™) a support compact dans €.

Preuve. 1l est clair que si f est nul, alors les intégrales sont nulles également.

Considérons alors que toutes ces intégrales sont nulles. Prenons une fonction ¢ € Coo (R™) &
support compact dans b(1), & valeurs positives et d’intégrale égale & 1. On sait que les fonctions
Yy, définies par ¥, (x) = m™p(ma) (m € Ny) forment une unité approchée de composition dans
LY(R™) donc que I'on a

lim (fxo)*¢m = fxo

m——+00

dans L' et presque partout pour une sous-suite. Cela étant, pour tout m on a

(Fxe) * ) (@) = /Q F () Yl — ) dy = £ () Yl — ) dy.

/Qﬂ[x—l/m,m—i—l/m]
Lorsque z est dans €, on a supp(¢,(z —.)) C b(z,1/m) C Q pour m assez grand *donc
(Fxa) =) (@) = = [ F@)bulo =) dy = 0

Vu la convergence presque partout vers fiq pour une sous-suite, on obtient finalement que f
est nul presque partout dans €. O

3. b(xz,r) avec € R™ et r > 0 désigne la boule fermée centrée en z et de rayon r
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Chapitre 3

Transformation de Fourier dans L!

Voir aussi le cours enseigné et les notes de J. Schmets (chapitre 6)

3.1 Définition et interprétation

Donnons tout d’abord I'introduction suivante, récupérée dans wikipedia.

En analyse, la transformation de Fourier est une extension, pour les fonctions non périodiques,
du développement en série de Fourier des fonctions périodiques. La transformation de Fourier
associe a une fonction intégrable sur R et a valeurs réelles ou complexes, une autre fonction sur
R appelée transformée de Fourier dont la variable indépendante peut s’interpréter en physique
comme la fréquence ou la pulsation.

La transformée de Fourier représente une fonction par la densité spectrale dont elle provient,
en tant que moyenne de fonctions trigonométriques de toutes fréquences. La théorie de la mesure
ainsi que la théorie des distributions permettent de définir rigoureusement la transformée de
Fourier dans toute sa généralité, elle joue un réole fondamental dans ’analyse harmonique.

Lorsqu’une fonction représente un phénomene physique, comme I’état du champ électroma-
gnétique ou du champ acoustique en un point, on 'appelle signal et sa transformée de Fourier
s’appelle son spectre.

Pour illustrer cette introduction, voir la fin de cette section.

Dans ce qui suit, on utilise la notation < .,. > pour le produit scalaire habituel sur R", a
savoir

n
<z,y>-= Za:jyj
Jj=1

avec £ = (1,...,2n) ER" et y = (y1,...,Yn) € R™.

Définition 3.1.1. Soit f une fonction intégrable sur R™. La transformée de Fourier < négative > de
f est la fonction

Ff:ryeR'— e ISV f(z) dx
R

et la transformée de Fourier < positive > de f est la fonction
Frf i yeR"— e <TY> f(x) da.
Rn
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Pour la valeur en y de ces fonctions, on utilise les notations
F f B f

(Ff) ), (FF) W)

Notons que cette définition a bien un sens puisque pour tout y, la fonction x — e <®¥> f(z)
est intégrable sur R" puisqu’en module c’est |f|.

Remarque 3.1.2. Pour toute fonction f intégrable sur R™, on a
F,f = FL,f VyeR"

Preuve. 1l s’agit d’une simple écriture différente pour I'expression

/ eIV f(x) dr = / STV f(z) da.

Pour illustrer un peu l'introduction qui met ’accent sur ’aspect fréquentiel de la transfor-
mation de Fourier, notons que, pour tout » > 0 (indispensable de recouper le cosinus, lequel
n’est pas intégrable sur R)

sin(r(y + 1)) N sin(r(y — 1)) Sy£l gt 1
y+1 y—1
sin(2r)
2
La plus grande valeur de cette transformée de = — cos(1z) = cos(—1z) est donc en —1 et 1, il
y a ainsi un < pic > en ces points. En théorie des distributions ou ’on peut vraiment prendre
la transformée de Fourier de la distribution définie par le cosinus, on trouve effectivement les
distributions de Dirac.

Fy (008 Xrs)) =
siy=1letsiy=—1

A ———
£ I | t'itnlh(' ['l 'l\nn". nV I i Il I "J r'J
& o |

Frequance |Hz)

3.2 Exemples

Exemple(s) 3.2.1. Transformation de Fourier de X(qp) (a,b € R) et de e~ (@a>0):
ezl:iby _ B:I:iay

St 0
Fy Xiat] = +iy v
b—a siy=0

+ —al| _
fye = ia
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En particulier, pour tout r > 0, on a

2sin(ry) ,

— st 0
fzj:x[_rvr] = y y #

2r sty =0.

Preuve. Ce sont des calculs immédiats d’intégrales simples. O

Le premier exemple montre que la transformée de Fourier d’une fonction intégrable n’est
pas nécessairement intégrable. Lorsqu’on aura besoin de cette propriété, on devra donc donner
des conditions suffisantes pour avoir cette intégrabilité. Dans la suite, nous donnons les deux
résultats les plus courants, bien utiles.

Par ailleurs, ces deux exemples (ainsi que celui qui suit) conduisent & des transformées qui
sont continues sur R et ont une limite nulle & 'infini. Ces propriétés sont en fait vraies pour
toute transformée de Fourier de fonction intégrable, comme démontré dans la suite.

Voici alors un exemple qui se révelera fondamental pour la suite, dans la preuve du théoreme
de Fourier.

Exemple(s) 3.2.2 (Le cas des fonctions gaussiennes). Pour tout a > 0 on définit la gaussienne
Ga par
go(x) = e~z e R™

Cette fonction est intégrable et on a

™

n/2
F iQa = (E) 91/(4a) partout.

On en déduit que
FFTFrg, = 2m)"ga partout.
Preuve. L’intégrabilité est claire : on a
n

n
—azx?
ga(x) = He “i = Hga(O,...,mj,...,O)
j=1

7j=1
avec Gg 1 > gq(0,...,2,...,0) = e—az? intégrable sur R.
Cela étant, traitons le cas n = 1; on en déduira le cas général. On a directement (on se

réfere a une intégrale < remarquable > obtenue par le théoreme de dérivation des intégrales
paramétriques), quel que soit y € R,

FyGa = / X1 e g
R
+o0 5
= 2/ cos(zy) e ™ dx
0
-

y*/(4a)
G (4a)-1 ()-

Vi
Vi
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Dans R"”, on obtient alors

; —alrl?
]:;I:ga _ e:i:z<1’,y>e alz| dr

/
n
— / Heiimjyj e—a;r? dz
R

On vient donc de voir que la transformée de Fourier d’une gaussienne est un multiple d’une
gaussienne. Reprenons alors la transformée de Fourier de cette transformée de Fourier, en utili-
sant 'expression générale qui vient d’étre trouvée. Quel que soit € R™, on a successivement !

FiFEge = (\/Z)nffg(zm)l = ( Z)n< M;;_l)n I(a4a)y-1)-1(x) = (2m)" ga()

et on conclut. O

3.3 Premieres propriétés

Propriété(s) 3.3.1. (1) La transformation de Fourier est un opérateur linéaire.

(2) La transformée de Fourier d’une fonction intégrable f est une fonction bornée sur R™
car on a

IFyfl < fll vy e R

(3) La transformée de Fourier d’une fonction intégrable est une fonction uniformément conti-
nue sur R™.

(4) (Riemann-Lebesgue) La transformée de Fourier d’une fonction intégrable tend vers 0 a
Uinfini.

Preuve. (1) C’est immédiat vu la linéarité de I'intégration.

(2) C’est immédiat car le module d’une exponentielle imaginaire pur est égal a 1 :

Ffl = | [ e g da
Rn

< [ Je=s | @) de = Uflh Vo e R

1. Ici, les deux transformées de Fourier + sont les mémes car une gaussienne est paire; cependant, pour le
théoreme de Fourier en toute généralité, cela ne sera pas toujours le cas et il importera de respecter ’alternance
des « signes >
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(3) Pour tout h € R™ on a successivement

sup f;:_hf . Fyif‘ = sup / (ej:i<y+h,:r> o eii<y,w>> f(LU) dx
yeR” yeR” n
= sup / eii<y,:1[:> (eii<h,x> _ 1) f(.%') dr
yeR™ n

< [

jeti<he> 1] f(@)] < 20f(@)| VA

€:|:i<h,z> _ 1’ |f(x)| dx.

Cela étant, comme

et
lim ‘eii<h’x> — 1‘ =0 Vz
h—0
on a
lim eti<ha> _ 1‘ |f(z)] de = 0
h—0 Rn
donc
J Fral —Fif] = 0.
B0 e vind = Fy S

(4) Traitons tout d’abord le cas n = 1. Pour tout y # 0, on a
+ +iz
Fof = /Re Y f(x) dx

_ / eii(t+w/y>yf<t+ﬂ> it
R )

= —/eﬂtyf<t+ﬂ-) dt.
R Yy

(/R e f(x) de — /Reﬂtyf (t—l— Z) dt)
/Reiiw (f(a:)—f(m—I—;r)) d

1 T
|7l < Q/R‘f(x)—f<x+y>‘ da.

Comme f est intégrable, le théoréme d’approximation (une de ses conséquences plutdt) donne
la conclusion.

Il s’ensuit que

+
Frf =

N = N

donc

Le cas général s’inspire du cas n = 1. De fait, pour tout j et tout y; # 0, les mémes calculs
mais avec le changement de variable linéaire? x = t + (7/y;)el) on a

1 .
| FEf] < Q/IRn‘f(x)f<x+;e(ﬂ>>‘ dz.

2. ) est I’élément de R” donc toutes les composantes sont nulles sauf la numéro j, qui vaut 1
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Soit alors € > 0. Ici encore, le théoréme d’approximation (une de ses conséquences plutot) donne
n > 0 tel que

H<n > [ 1@ =) < e

Par ailleurs, pour tout 7 > 0 et tout y € R™ tel que |y| > r, il existe j tel que |y;| > r/y/n (sinon
ly;|* < r?/n pour tout j donc |y|*> < r?) ou encore

™ <7r\/ﬁ'

ly;l = 7
Des lors, avec r défini par
T\/N
’,’] =
r
on obtient
T _ |70
lyl > = |yl >r/vn = — =|—eY| <
il ly;
donc
+ 1 T G)
\Frf] < 5 fx)—flz+ —e de < ¢
2 Jrn Yj

et on conclut. O

3.4 Transfert et produit de composition
Propriété(s) 3.4.1 (Produit de composition). Si f et g sont intégrables alors
]:i(f xg) = FErfx Frg partout.

Preuve. Vu les résultats concernant le produit de composition de fonctions intégrables, on
sait que f x g existe et est une fonction intégrable; on a méme que la fonction de 2n variables
(y,t) — f(t) g(y —t) est intégrable. On a alors directement, quel que soit x € R,

Falfxg) = /neﬂ<x7y> (f*9)(y) dy
= [ e ([ -0 @) ay
_ / f) ( / e gy — 1) dy) dt
_ / f) ( / () du) dt
— / neii<$vt> £(t) < / neii<w> g(u) du> dt
_ ( / et () du> x < / et () dt)

= Figx Ff.
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Propriété(s) 3.4.2 (Transfert). Si f et g sont intégrables alors
Fofo@)de = | flx) Frgde
R™ R"

Preuve. 1l est clair que les deux membres de 1’égalité ont un sens car le produit d’une fonction
intégrable par une fonction bornée est intégrable.

Cela étant, une simple permutation de 'ordre d’intégration permet de conclure. De fait, la
fonction x — |f(y)||g(x)| est intégrable sur R?" et on a

Fraayde = [ ([ e p) ar) o) do

- [ ( [ <o g dx) 1) dy

= | Fig fly) dy

R"

3.5 Dérivation et transformation de Fourier

Propriété(s) 3.5.1. (1) Si f € CL(R™) et si D*f € L*(R™) quel que soit le multi-indice « tel
que |a| < L alors
FyDof = (Fiy)* Fy f

(2) Si les fonctions x — x® f(x) (|a| < L) sont intégrables, alors F¥f € CL(R™) et, quel
que soit le multi-indice « tel que |a] < L, on a

o+t _ -\ a  Fi<z,
DYFrf = (£9) /nzn e <Y f(x) da.

Preuve. (1) Pour L =1 et pour j € {1,...,n}, on a directement (ce qui se simplifie bien sir
sin=1),

ijjf = /n eTi<TY> D;f(z) dz

= / (/ eV D f(x) da:j> dry...[dzj] ... dzy
R7—1 \JR
= (Fiy;) / </ eFI<TY> f(x) d$j> dxy...[dzj] ... dxy
R7—1 \JR
: +
= (Fiyy) F f
puisque, dans I'intégration par parties, les termes intégrés sont nuls. Le cas général s’effectue de
meéme, en répétant la manoeuvre précédente.
(2) L’expression

+ +i<a,
Fof = /ne <TY> f(z) d

est une intégrale paramétrique. Dans le cas présent, vu les hypotheses données, celles du théoreme
de dérivation sont clairement satisfaites et ainsi on obtient la dérivabilité et I'expression des
dérivées en permutant dérivée et intégrale. O.
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3.6 Intégration et transformation de Fourier

Propriété(s) 3.6.1. Si une fonction intégrable est bornée et de transformée de Fourier a valeurs
positives, alors sa transformée de Fourier est intégrable.

Preuve. Soit f une telle fonction. Pour tout m € Ny, on pose
fu(x) = e MM ELS,

Comme F* f est & valeurs positives, cette suite est croissante ; de plus, elle converge partout vers
F*f. Pour conclure & I'intégrabilité de cette limite ponctuelle, il suffit (par le théoreme de Lévi
(convergence monotone)) de montrer que les intégrales des f,, sont bornées indépendamment
de m. Et c’est bien le cas car on a successivement

0< [ tulwyde = [ FmEEp
Rn n
_ / Fi (€—|.P/m) f(z) dz  (transfert)
n/2
= / <W> e~mlel?/4 f(z) dx (transf. de Fourier d’une gaussienne)
R™ 1/m
- 7r”/2/ eIt /4 f(t//m) dt (chgt. de var. vVmx = t)
/ e P14 £t/ /m) dt‘

n 2
. /R eIt/ gy

_ ﬂ_n/2

IN

Propriété(s) 3.6.2. Si f € Cp1(R") est tel que D*f € LY(R™) pour tout o € N, |a| < n+1,
alors FXf € LY(R™).

Preuve. Notons tout d’abord que 'on a la continuité de la fonction dont on veut montrer
Iintégrabilité.
Cela étant, pour n = 1 c’est immédiat car

22 |[FEf| = |[«2FEf| = |FEDf| < C Wz

donc, pour tout x # 0, on a

C

= x2

+
[ ]
et on conclut étant donné I'intégrabilité de x + 1/2? & l'infini.

Pour le cas n > 1, pour imiter ce qui se passe pour n = 1, on doit regarder comment estimer
|| | FE f| en utilisant les égalités |2 FF f| = |F£Df|. Nous allons alors regarder comment se
comparent

M
2™ et gu(z)= Y |27
la|l=M

Qn

pour M naturel strictement positif. Pour rappel, pour @ € N*, on a 2 = z{'...20" et |a| =
> j—1 ;. Posons

S = {zeR" : |z|=1}.
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L’ensemble S est un compact de R™ et gps > 0 sur S donc

inf gpr(z) =7y > 0.

zE€S
Ainsi, pour tout x # 0, on a
gM(:E) _ Z |xa| _ Z |x(1llx%n — Z :L'(lll x%n =g (QS‘*)
|z M |z|or .. [z]on ||or .. fz]on jzler " fa|on .
la|=M la|l=M la|l=M
avec o o
* n * *
¥ = <‘x’a1"..7‘x|an> tel que |z*| =1 (donc z* € S);
on obtient donc ()
gm\x
ME = o) =

ce qui est équivalent a
gu(x) = Y |2 > rarlal™;
la|l=M
notons que cette derniere inégalité est bien stir toujours valable si z = 0.
On obtient donc, quel que soit x € R™,

1 1
o EEA < — X RO FES = — D> [FD
ntl |a|l=n+1 ntl |a)|=n+1

et on conclut comme dans le cas n = 1 car vu le changement de variable en coordonnées polaires 3,

la fonction = + 1/(1 + |z|*™!) est intégrable sur R". O

3.7 Théoreme de Fourier

Théoréme 3.7.1. Si f est intégrable et de transformée de Fourier intégrable, on a
FRFEf = @m)" f

presque partout. Cette égalité est valable partout si f est continu sur R™.

Preuve. Pour démontrer cela, on utilise une unité approchée de composition formée de gaus-
siennes. Soit
_ _ 2
glx) = 727l g e R

Cette fonction est intégrable, a valeurs positives et d’intégrale égale a 1; il s’ensuit que les fonc-
tions g, (m € Np) définies par g,,(z) = m"g(mz) forment une unité approchée de composition.
Des lors, on a

lim F*g, = F dans L'(R")

m——+00

3. Pour rappel, pour quelles valeurs du réel s la fonction

1

T —
1+ |zl°

est-elle intégrable sur R™ ? Vu le changement de variable en coordonnées polaires dont le déterminant jacobien
est un produit de fonctions sinus, cosinus et de r" !, & considérer sur un produit cartésien d’intervalles bornés
pour les fonctions trigonométriques et de ]0, +00[ pour ce qui est de la variable r, on obtient donc que la fonction
ci-dessus est intégrable sur R™ si et seulement si s —n + 1 > 0 puisque on doit examiner I'intégrabilité en +oo de
r (14 rf),
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quelle que soit la fonction F' € L'(R™) et

lm Fxg, = F

m——+00

uniformément sur R™ quelle que soit la fonction F' bornée et uniformément continue sur R".
Cela étant, le théoreme étant exact pour les gaussiennes (voir 'exemple 3.2.2), quel que soit
m, on a

1
_ r¥r+t
f*gm = (27[')” f* 9m-

Le coeur technique de la preuve consiste & montrer que (penser au transfert!), quel que soit m,
on a

fxFFFEgy = (FTFEf) % gm. (%)
Si on a effectivement cela, alors on conclut rapidement. De fait, en utilisant les rappels précédents

concernant les unités approchées de composition, on a d’une part

1
(2m)"

1
—— lim (FFFf) xgm = FIFESf

(27r)" m—+00

uniformément sur R" et d’autre part

lim fxgm = f

m—-+00

dans L' donc presque partout pour une sous-suite. Par unicité de la limite presque partout, &
partir des égalités

1
Frgm = G I+ FTF o = o (FTFE) xgm
on obtient des lors 1
— Frt
f (2@”}" Frf

presque partout.

Montrons donc que l'on a (*). Il s’agit effectivement d’utiliser le transfert, mais dans un
contexte un peu différent du résultat < brut > lui méme car des translations interviennent. Pour
tout x € R", on a successivement

(f*]-"jF]-“igm) (x) = (x —y) ]-";E]-"igm dy

S}
3

= Fi(fx =) Fygm dy

n

(¥ FFf) Fygm dy

n

Fi (eF=5> FEF) gmly) dy

(/ o Fi<t.z—y> ]-"t:tf dt) gm(y) dy

Fi F5f gm(y) dy

n

= ((FFFEf) * gm) ()

n

n

T —r—

donc on peut conclure. O
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3.8 <« Transition > pour L?

Propriété(s) 3.8.1. (1) Si f € L*(R") N L*(R™) alors F*f € L?(R").
(2) Quels que soient f,g € L'(R™) N L?(R"), on a

<FEf,Frg>= @2m)" < f,g>.

En particulier ,
|FEF5 = @O |IfI2 Vf € LY(R™) N LA(R™).
Preuve. (1) On a
2 —_—
[FrIT = Frfx FrT
+ + (7
= F [ xF (f(—))
= Fy(F+7(=).
Cela étant, comme la fonction intégrable f *?(—) est aussi bornée (composée de deux fonctions
de carré intégrable) et comme sa transformée de Fourier est & valeurs positives (elle vaut |F=* f |2

vu le calcul précédent), on a l'intégrabilité de cette transformée. Il s’ensuit donc que F*f est
de carré intégrable.

(2) Comme dans le cas (1), on a
FyifxFrg = Fy (F+9(=)

donc

<FEf,Frg>= /Rnf;(f*g(—.)) dy = FoFE(f*g(-.).

Comme la fonction f % g(—.) est continue (produit de composition de deux fonctions de carré
intégrable), 1’égalité dans le théoreme de Fourier est une égalité partout ; ainsi on obtient

<FEf,Frg> = FFE(f*g(-.)
y

= (2m)" (f*9g(-
= (2m)" /f:z:g:z:
= 2m)" < f,g>.
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Chapitre 4

Transformation de Fourier dans L2

Voir aussi le cours enseigné et les notes de J. Schmets (chapitre 8)

4.1 Définition

La définition de la transformation de Fourier pour les fonctions de carré intégrable utilise
la transformation de Fourier des fonctions intégrables et est telle que si la fonction est a la fois
intégrable et de carré intégrable, les transformations de Fourier soient les mémes.

Cela étant, rappelons tout d’abord deux résultats vus précédemment, essentiels pour la suite
ici.

Propriété(s) 4.1.1. (1) Si f,g sont intégrables et de carré intégrable alors F*f € L*(R"),
Ftge L2(R") et on a
<FEf,Frg>= @2n)" < f,g>.

En particulier )
17555 = @ lifl; vfeL'nI?

(2) (Cas particulier du théoréme d’approximation cas régulier) Pour toute fonction de carré
intégrable f et tout € > 0, il existe une fonction ¢ € Cso(R™) a support compact telle que

1f=elly < e

Preuve. Voir précédemment. O

Propriété(s) 4.1.2. Soit fune fonction de carré intégrable et soit fn, (m € Ny) une suite
de fonctions intégrables et de carré intégrable qui converge vers f dans L*(R™). Alors la suite
FEf (m € Ng) converge dans L*(R™) et la limite ne dépend pas de la suite f, (m € No) qui
converge vers f dans L*(R").

Preuve. Tout est direct et naturel. De fait, si f,, (m € Np) est une suite de fonctions
intégrables et de carré intégrable qui converge vers f dans L?(R"), alors la suite F* f,,, (m € Ny)
est une suite de fonctions de carré intégrable qui converge dans L2(R") car le critere de Cauchy
s’applique étant donné qu’on a

2 2
H]:ifp_]:iqu = (277)n pr_qu
quels que soient les naturels p, q.

41
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Soit maintenant des suites f,, (m € Ny) et g, (m € Ny) de fonctions intégrables et de carré
intégrable qui convergent vers f dans L?(R"); on note respectivement F,G leur limite dans
L?(R). La suite h,, (m € Ng) définie par hoy, = fin et homi1 = gm quel que soit m est alors
encore une suite de fonctions intégrables et de carré intégrable qui converge vers f dans L?(R");
on note H sa limite. Comme les suites f,, (m € Ng) et g, (m € Np) sont des sous-suites de la
suite Ay, (m € Np), on obtient

F=H e G=H

et on conclut. O

Définition 4.1.3. Soit fune fonction de carré intégrable. La transformée de Fourier de cette
fonction est la limite dans L*(R) de toute suite F* fn, (m € Ng) ot f, (m € Ng) est une suite
de fonctions intégrables et de carré intégrable qui converge vers f dans L?(R™). Cette limite est
notée

Ftf.

Remarque 4.1.4. Si f est intégrable et de carré intégrable, alors
FEf = T

car la fonction FE f peut étre définie a partir de la suite f,, = f (m € Np).

4.2 Cas n =1 et exemple

Propriété(s) 4.2.1 (Cas pratique pour n = 1). Si f € L*(R) alors la suite frm = fX[—mm) (M €
No) est une suite de fonctions intégrables et de carré intégrable qui converge vers f dans L*(R)

donc
m

sz — li Tizy d
yf m—1>I-I|—1r>o 7m€ f(ZE) v
dans L*(R).
Il s’ensuit que si la suite! finm eimyf(x) dx (m € Ng) converge presque partout vers une
fonction G*, alors G = F* f presque partout.

Preuve. Pour tout m, la fonction f,, est effectivement intégrable comme produit de deux
fonctions de carré intégrable et aussi de carré intégrable car en module majorée par une fonction
qui ’est.

On a également la convergence dans L?. De fait, pour tout m on a

—m +oo
2 o 2 2
/R|fm<x>—f<x>\ du —/ P da +/ PP de

. .,
donc
. 2 . g . teo 2
i [ @) = f@f de = im 4 de + tim [ e = 0

puisque |f|? est intégrable.

Comme la suite F* f,, = m eT@ f(x) dr (m € Ny) converge dans L? vers F* f, une sous-

suite converge aussi ponctuellement vers F= f. On obtient donc G* =F*f. O

1. penser aux intégrales fléchées!
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Exemple(s) 4.2.2. Pour la fonction f définie par

sin(z)

fz) =

x
(qui est de carré intégrable mais n’est pas intégrable), on a
IFjEf = TX[-1,1]

Preuve. C’est direct en utilisant la suite fn, = fX[—m,m] (m € Np) pour définir F¥f et la
valeur de I'intégrale fléchée

T

—+00 3
sin(rz T
/ (rz) dr = — Vr>0.
0 2
On a en effet successivement

/ eiixywdx = 2/ cos(zy) smﬂfa:) dx
m 0

X

_ /m sin(z 4 xy) + sin(x — xy) s

0 x
B M sin(z(1 +y)) N " sin(z(1 —y)) .
e .

et
=00 gj 1 s ; _
[ e g, { 3 siy> -l
0 _

x
/HJFOO sin(z(1 —y)) dr — 5 siy<l1
0 X

Des lors, sauf en —1 et 1 pour la derniére égalité, on a

IE‘;t f = lim ej“':’:yM dx
m——+o00 —m X
—+00 o —+00 o _
_ / sin(a(1+y) , / sin(@(1 - y)
0 T 0 T
= WX[fl,l}(y)'

a

4.3 Propriétés de base

Théoréme 4.3.1 (Théoreme de Fourier). Pour toute fonction f de carré intégrable, on a
FEFFf = (2n)" f.

Preuve. Soit fp, (m € Npy) une suite de fonctions intégrables et de carré intégrable qui
converge vers f dans L?(R"™). On a donc

Frf = lim F*f,

m—-+00

dans L?(R). La suite F*f,, (m € Np) est une suite de fonctions de carré intégrable; des lors,
si les F*f,, étaient également intégrables, on pourrait se servir de cette suite pour définir la
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transformée de Fourier de F*. Et pour avoir cela, il suffit de prendre f,, € Coo(R™) & support
compact (et c’est possible vu le théoreme d’approximation rappelé ci-dessus). On obtient donc

FFFEf = lim FFFEf, = 20)" lLm f, = 2m)™f.

m—-+00 m——+00

Propriété(s) 4.3.2. (1) L’opérateur
F* L2(R) — L}(R) f—F*f

est linéaire, bijectif.
(2) Quels que soient les fonctions f,g € L*(R™), on a

<FEfFrg>= 2m)" < f.g>.

En particulier,
[F=f)| = @02 1],
2

ce qui implique que cette transformation de Fourier est un isomorphisme=.

Preuve. (1) Vu la définition de la transformée de Fourier d’une fonction de carré intégrable,
il est clair que I'opérateur est bien & valeurs dans L?(R).

La linéarité s’obtient aussi directement en repassant a la définition. De fait, soient f,g €
L*R) et ¢ € C. Si f,, (m € No) et gy, (m € Np) sont des suites de fonctions de L' N L? qui
convergent dans L? respectivement vers f et g, alors les suites f,, +gm (m € Ng) et cfm (m € Np)
sont des suites de fonctions de L' N L? qui convergent dans L? respectivement vers f + g et cf.
Vu l'indépendance de la suite choisie pour définir la transformation de Fourier dans L?, on a
donc

FE(f+9) = lm FE(fm+gm) et FE(cf) = lim FE(cfn).
m——+00

m—-+00

La linéarité de la transformation de Fourier des fonctions intégrables donne alors le résultat :
F5(f+9) = lm F(fu+gm) = lim (Ffp+Fign) = Ff+Fy
m—-+00 m——+00

et
FE(cf) = lim FE(cfm) = ¢ lim FEf, = cF*f.

m—+00
L’opérateur est aussi clairement injectif et surjectif en vertu du théoréeme de Fourier : d’une
part si f € L?(R) est telle que F*f = 0, alors 0 = FTF*f = (27)" f donc f = 0; d’autre part,
si g € L?(R), alors f = (2m) " FTg donne F*f = (27) " F*FFg = g.
(2) Soient f,, (m € Ny) et g, (m € Np) des suites de fonctions de L' N L? qui convergent
dans L? respectivement vers f et g. Cela étant, puisque les fonctions f,, et g, sont a la fois
intégrables et de carré intégrable, on sait que

<FE o, Frgm > = (20)" < fonsgm > -

La convergence dans L? des suites F* f,, (m € Ng), FEgm (m € No), fm (m € Ng), gm (m € Np)
vers FEf, Ftg, f, g respectivement donne alors
<FEfFrg> = lim < FEf, Figm>= 2m)" lim < fo,gm > = 20)" < f,g>.
m—+00 m——+00

a

2. au sens topologique du terme, a savoir continu et d’inverse continu



Chapitre 5

Suites orthonormées dans un espace
de Hilbert

5.1 Définitions et propriétés de base des suites orthonormées

Voir aussi le cours enseigné et les notes de J. Schmets (chapitre 10, sections 1,2,3)

On se place dans un espace de Hilbert H, on note < .,. > le produit scalaire et ||.|[la norme
associée. Si e, f sont deux éléments de H, on dit qu’ils sont orthogonaux si leur produit scalaire
est nul.

Cela étant, on généralise les résultats liés a Pythagore et aux projections orthogonales dans
un espace de dimension finie comme suit.

Propriété(s) 5.1.1 (Pythagore généralisé). Si des éléments f1,..., far de H sont orthogonaux
deux a deux alors

M 2 M
S hmll o= D0 Ifmll
m=1 m=1

On en déduit que si fp, (m € Ny) sont des éléments de H orthogonaux deux a deux alors la
série

“+oo
> fm
m=1
converge dans H si et seulement si la série numérique
“+o0o
2
m
[ fml
m=1

converge, auquel cas on a
2

+oo
> fm
m=1

+o00
= D lfml*
m=1

Preuve. Par définition de la norme a partir du produit scalaire et en utilisant I’hypothese,

45
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on a directement

2 M

M
= <meij>

Y
m=1 j=1

M
> fn
m=1

|
NE
E

< fmafj >

I
—

m=1 j=1

Il
WE

< fm, fm >
1

3
I

1o

I
M=

3
I

Prenons maintenant une suite f,, (m € Np) dont les éléments sont orthogonaux deux a deux.
Comme H est un espace de Hilbert, la série dont il est question est convergente si et seulement
si elle est de Cauchy, de méme que pour la série numérique. Cela étant, vu ce qui précede, pour
tous p,q € Ng, p < ¢, on a

q 2

> fm

m=p

q
= D lfml?
m=p

et on conclut directement. O

i I+ 3 = [|a]* + o

1
+
<y
S

<y

Théoréme 5.1.2 (Projection orthogonale généralisée). Soit f,,, (m € Ny) une suite d’éléments
de H, orthogonaux deur a deux et mormés. Alors pour tout f € H, il existe des coefficients
uniques ¢, (m € No) et gp € H uniques tels que

+oo
f = Zcmfm + gr dans H et <g,fm>=0Vm;

m=1

on a méme
em =< f, fm > Vm.

1l s’ensuit que, pour tous f,h € H, on a

—+o00
<Hh>= > <[fifm><hfm>+ <gpon>

m=1

et en particulier
“+oo

IFI2 = D 1< fifm> 1P + lggll*.

m=1
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Preuve. Rappelons que la convergence dans H de la série Z;OZOI Ccm fm est équivalente a la
convergence dans R de la série >/ |em|?.
Cela étant, prouvons 'unicité. Supposons que, dans H, on ait

+oo —+o00
f = cufm + 95 = D Cufm + g
m=1 m=1

avec gy et g} orthogonaux a chacun des fi. Quel que soit j, on a alors

+00 +oo
<HE>= D em<fmli>+ <gnfi>= > o <fmfi>+ <dpfi>= ¢ = ¢
m=1 m=1

donc aussi
—+oo —+oo
9 == emfm = F— D ufm = 4.
m=1 m=1

Montrons alors que la série
—+o00

> <fifm> fm

m=1

converge et que

+oo
9=1F=> <fifn> fn

m=1
est orthogonal a chacun des f.
Pour tout M, posons
M
Su = Z <f7fm> fm
m=1

Quels que soient M, k € Ny avec k < M, on a

M

<f=Swfe>=<[fe>=Y <fifm><fmfe>=<[fx>=<[ffi>=0

m=1

donc, par Pythagore

M
AP = 1f = Sv+Sull* = If = Sul®>+ D[ < fofm >

m=1

puisque les éléments f — Spr, f1,. .., far sont orthogonaux deux a deux. Il s’ensuit que
M
SNoI<fifm>1? < IfI> VM
m=1

donc la série :f:ol | < f, fm > |? est convergente, ce qui est équivalent & la convergence de la
série
+o00o

Yo <fifm> fme

m=1
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Pour conclure, il reste donc a prouver que

= f- Z<f,fm> fm = f= [Jim Su
m=1

est orthogonal & chacun des f;. C’est direct car, quel que soit M € Ng avec k < M, on a

<f-=Su,fe>=10

donc
<gafk>: 0

par passage a la limite sur M puisqu’on a la convergence dans H de la série.

Terminons alors la preuve. Vu ce qui précede, pour tous f,h € H on a

—+o00 “+00
F=Y <fifm>fm + 95 et h=> <hfu>fn + o
m=1 m=1

dans H avec < gy, fm >= 0 =< gp, fm > pour tout m; ainsi on obtient

<f,h> = <Z<ffm> Im +gf,z<hfk> e + gn>
k=1
+00 400 oo

= 3 Y <fifm><hfe> <fmfo> + D <fifm>< fmign>
m=1 k=1 m=1
+o0

Y <h > <gpfe> + <gpon>
k=1
+oo

= Y <fifm> <hfm>+ <gr.on>.

m=1

Théoréme 5.1.3 (Base ou suite orthonormée totale). Soit f,, (m € Ng) une suite d’éléments
de H, orthogonauz deux d deux, normés et telle que

heH, <h,fn>=0 Vm = h=0

(on dit que la suite est totale). Alors pour tout f € H, on a
+00

f=> <fifmn>fm dans H.

m=1
1l s’ensuit que, pour tous f,h € H, on a

“+oo

<fh>= 3 <fifm><h[fm>

m=1
et en particulier
+oo
112 = S U< fifu > P
m=1

Preuve. Cela résulte directement du théoréeme 5.1.2.0
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5.2 Cas des séries trigonométriques de Fourier

5.2.1 Un peu d’histoire ...

Le texte en italique qui suit est extrait de wikipedia.

Les séries de Fourier constituent la branche la plus ancienne de l’analyse harmonique, mais
n’en demeurent pas moins un domaine vivant, auxr nombreuses questions ouvertes. L’étude de
leurs particularités est allée de pair, pendant tout le 19e siecle, avec les progrés de la théorie de
lintégration.

Les origines.

Les premiéres considérations sur les séries trigonométriques apparaissent vers 1400 en Inde,
chez Madhava, chef de file de l’école du Kerala. En Occident, on les trouve au début du 18e
siecle chez Brook Taylor. C’est l'ouvrage de ce dernier, Methodus Incrementorum Directa et
Inversa, paru en 1715, qui donne le coup d’envoi a I’étude systématique des cordes vibrantes et
de la propagation du son, théme de recherche majeur pendant tout le siecle.

Une controverse éclate dans les années 1750 entre d’Alembert, Fuler et Daniel Bernoulli sur
le probléeme des cordes vibrantes. D’Alembert détermine l’équation d’onde et ses solutions ana-
lytiques. Bernoulli les obtient également, sous forme de décomposition en série trigonométrique.
La controverse porte sur la nécessité de concilier ces points de vue avec les questions de régularité
des solutions. [...]

Bernoulli avait introduit des séries trigonométriques dans le probléme des cordes vibrantes
pour superposer des solutions élémentaires.

Joseph Fourier introduit ’équation de la chaleur dans un premier mémoire en 1807 qu’il
complete et présente en 1811 pour le Grand priz de Mathématiques. Ces premiers travaur,
controversés sur le plan de l’analyse, ne furent pas publiés. En 1822, Fourier expose les séries et
la transformation de Fourier dans son traité Théorie analytique de la chaleur. Il énonce qu’une
fonction peut étre décomposée sous forme de série trigonométrique, et qu’il est facile de prouver
la convergence de celle-ci. 1l juge méme toute hypothése de continuité inutile.

En 1829, Dirichlet donne un premier énoncé correct de convergence limité aux fonctions
périodiques continues par morceaut ne possédant qu’un nombre fini d’extrema. Dirichlet considérait
que les autres cas s’y ramenaient ; ’erreur sera corrigée par Jordan en 1881.

En 1848, Henry Wilbraham est le premier a mettre en évidence le phénomeéne de Gibbs en
s’intéressant au comportement des séries de Fourier au voisinage des points de discontinuité.

Avancée conjointe des séries de Fourier et de l’analyse réelle.

Le Mémoire sur les séries trigonométriques de Bernhard Riemann, publié en 1867, constitue
une avancée décisive. L’auteur léve un obstacle majeur en définissant pour la premiére fois une
théorie de l'intégration satisfaisante. Il démontre notamment que les coefficients de Fourier ont
une limite nulle a Uinfini, et un résultat de convergence connu comme le théoréme de sommabilité
de Riemann.

Georg Cantor publie une série d’articles sur les séries trigonométriques entre 1870 et 1872, ou
il démontre son théoréme d’unicité. Cantor raffine ses résultats en recherchant des < ensembles
d’unicité >, pour lesquels son théoréme reste vérifié. C’est l’origine de l'introduction de la théorie
des ensembles.

En 1873, du Bois-Reymond donne le premier exemple de fonction continue périodique dont
la série de Fourier diverge en un pointd. Le dernier quart du 19e siécle voit relativement peu
d’avancées dans le domaine des séries de Fourier ou de l’analyse réelle en général, alors que
Uanalyse complexe connait une progression rapide.

Dans une note de 1900 et dans un article de 1904, Fejér démontre son théoréme de conver-
gence uniforme utilisant le procédé de sommation de Cesaro (moyenne arithmétique des sommes
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partielles de Fourier). Surtout, il dégage un principe nouveau : l’association systématique entre
régularisation au moyen d’un < noyau > et procédé de sommation pour la série de Fourier.

5.2.2 Résultats généraux fondamentaux

Voir aussi le cours enseigné et les notes de J. Schmets (chapitre 10)

Théoréme 5.2.1. Soient des réels a,b tels que a < b. Alors les fonctions définies explicitement
par

1 )
em(a:) _ - eszﬂx/(bfa)’ me7Z

S|

forment une suite orthonormée totale de L?([a,b]) (c’est-a-dire une base orthonmormée de cet
espace).

Preuve. Le fait que ces fonctions soient normées est évident. Le fait qu’elles soient orthogo-
nales est immédiat au vu de leur périodicité : si m # k alors

b
< timm/(b=a)  2ikr./(=a) 5 _ / Q2ilm—k)mz/(b-a) g,
_ b—a /b De?i(m—k)mv/(b—a) dx
2ilm — k) J,
_ b—a 2i(m—k)mb/(b—a) _ _2i(m—k)ra/(b—a)
 2i(m— k)7 (e ¢ )
_ b—a 2i(m—k)m(b—a+a)/(b—a) 2t(m—k)ma/(b—a)
= 2(m— k) (e © )
_ b—a 2i(m—k)ma/(b—a) _ _2i(m—k)ma/(b—a)
 2i(m— k)7 (e ¢ )
= 0.

Pour prouver la totalité, ¢’est moins direct. Nous allons établir un résultat auxiliaire qui, lui,
permet de conclure directement. O

Avant cela présentons un exemple.

5.2.3 Exemple

On a
+o0
T—r sin(max)
2 m
m=1
dans L?([0,27]) et on en déduit que
Lo
— m? 6

COMPLETER (calcul)
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5.2.4 Retour a la totalité

Si f € L?([a,b]), pour tout naturel non nul M, nous notons Sys(f,.) la somme partielle

M

Sulf,) = Z < frem > em(.).

m=—M

Définition 5.2.2. Pour alléger les notations, considérons le cas a =0 et b = 2m.
Pour tout M € Ny, posons (Dyr est appelé noyau de Dirichlet de degré M )

2M + 1 si t est un multiple entier de 27
Dy (t) = sin ((2M +1)%)

sin (1)

sinon

Propriété(s) 5.2.3. Pour alléger les notations, considérons le cas a =0 et b = 2.
(1) Pour tout M € Ny, Dy est pair, 2m- périodique et on a

M 2
Du(t)= Y €™, Dy(t+7r) dt = 2, ¥r e R.
m=—M 0

(2) Pour toute fonction f appartenant a L?([0,27]) et pour tout M € Ny, on a

1 2

Su(f,2) =5 ; Du(z —y)f(y) dy, = €R.

Si f est défini sur R et est 2w-périodique, on a

1 2w 1 27

Dy fx—y)dy=— [ Du(z—y)f(y) dy, zeR.

SM(fax) o 0

(3) Pour toute fonction f de classe Cy sur R et a support compact dans ]0,2w[, la suite
Sm(f,.), (M € Ny) converge uniformément sur [0,27] vers f.

Preuve. (1) L’expression de Dy résulte d’une sommation de termes consécutifs d’une pro-
gression géométrique.
Pour l'intégrale, on utilise le fait que Dj; est périodique de période 27 :

2w 2m+r 27
Dy(t+7r) dt = / Dy(z) de = Dy (x) dx.
0 T 0
(2) On a successivement
1 M 2m ) )
sulro) = 5= Y ([ rwemay) e
7T 0
m=—M
1 or M i )
- im(z—y d
o |, d e fly) dy
m=—M
1 2

= 5 Dy (z —vy) f(y) dy
™ Jo
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et, si f est 2w-périodique, un changement de variable linéaire conduit au résultat.

(3) Soit f¥ la fonction définie sur R par 27-périodisation de f considérée sur [0,27]. Cela
signifie que fF(x) = f(z) pour = € [0,27[ et fF(z) = f(x — 2kn) si x € [2kn, 2(k + 1)7[ avec k
entier non nul. Notons bien que comme le support de f est un compact de ]0, 27|, on a f(z) =0
pour z € [0,27], voisin de 0 et de 27. Ainsi pour tout k € Z, on a f¥(z) = 0 pour tout x voisin
de 2km. Des lors la fonction f© appartient aussi & Co(R). Et on a également Sys(f) = Sar(fF)
quel que soit le naturel M.

Pour ne pas alourdir les notations, dans ce qui suit on utilise la notation f au lieu de f%.

Montrons tout d’abord la convergence ponctuelle vers f.

Soit x € [0,27]. Comme

2

1@ = 5= [ D)y

pour tout M, on obtient

2
Sulf.)=1@) = 3= [ Dulw) (rla=9) = fle) dy

I Y y\ flz—y) - f(z)
= %), sin <(2M-|—1)§> Sn(y/2) dy.

Le théoreme de Riemann Lebesgue donne alors

| 1 o fa—y)—f)
i Sulfow) = f@) = Mli”ﬁoomr/o sin ((2M +1)5) sn(y2) W =0

pour autant que ’on montre que la fonction

flz—y) — f(z)
sin(y/2)

Yy —

est intégrable sur |0, 27[. De fait, cette fonction est continue sur l'intervalle |0, 27] et méme sur
I'ensemble R\ {2k~ : k € Z}. Examinons son intégrabilité en 0" et en (27)~. L’ intégrabilité en
07T est directement acquise car la limite de cette fonction en 0 est finie :

fa—y —f@) _ <f<x—yy>—f<w> smé/m) — _9Df(z) eC.

I
ylg(l) sin(y/2) y—0

Examinons ensuite I'intégrabilité en (27r)~. On a de méme (f est 2m-périodique)

po @y~ f@) e (y—2m) - f(@)
y—2m sin(y/2) y—2m sin(y/2)
_ g @y —2m) — f()

y—2r  sin((y — 2m)/2)

- ()
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Montrons alors que la convergence est uniforme. Pour cela, on utilise le critere de Cauchy.
Pour tout m différent de 0, vu la régularité de f et son support, on a successivement

1 27 ) 1 27 )
< fiem> = — e Mt = — / t) De” "™ dt
/ T /0 £t —— | s
1 27 )
= - Df(t)e "™ dt
mmy 27 Jo

1 21 )
= Ve /0 Df(t) De™"™ dt

1 2 )
= - D2f(t) e "™ dt
- /0 f(t)e
1

= —— <Dfiem>.
m

Il s’ensuit que pour tous naturels p, q avec p < ¢, on a

q —p—1
sup |Sp(f,z) — S(f,z)| = sup Z < f,em > en(x) + Z < f,em > em(x)
z€[0,27] z€[0,27] m—pt1 m——g
1 1!
< —= Y I<fem> + o= Y I< fiem >
2 m=p-+1 2 m=—q
1 K 1 2
= — — |< D?*f, e > + — < D?f,em >
I R I
Comme on a
2 1 2 2 imit
<D*fep> = — Df(t)e™"™ dt
[<Dfiem>| = =] Df(t) ‘

1 2
—— sup |D°f(t)| 27
V2r te[O,Qﬂ-]‘ )

— Vor sup [DAf(D)

t€[0,2m]
on obtient
sup |Sp(f,37)—sq(f,]:)‘
z€[0,27]
q 1 ) —p—1 1 ,
< sup [D7f(t)] + —5 sup [D7f(t)]
mzzp:ﬂ m? te[0,2n] mZ;q m? t€[0,27]
01
_ 2
= 2 swp (DY) Y

te[0,27] m=p+1

Et on peut conclure étant donné la convergence de la série de terme général 1/m?. O
Nous pouvons alors revenir a la preuve de la totalité.

Totalité Les fonctions e, (m € Z) forment une suite orthonormée totale dans L?([a,b]).

Preuve Comme précédemment, pour alléger les notations, prenons a = 0,b = 2.
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Soit donc f € L2([0,27]) tel que < f, e, >= 0 quel que soit 'entier m. On doit montrer que
f =0. Vu le théoréeme d’approximation (cas régulier), on sait qu’il existe une suite de fonctions
¢©m (m € N) de fonctions de Coo(R) & support dans |0, 27[ telle que

lim ¢, = f dans L*[0,2x]).

m——+00

Cela étant, vu les propriétés 5.2.3 on a

Mlinloo Sy (@ms-) = om(.)

pour tout m, la convergence étant une convergence uniforme sur [0, 27]. Il s’ensuit que
< fipm>= lim < f Sy(em) >
M—+o0

pour tout m (vu la convergence uniforme et aussi dans L?). Mais vu I'hypothese, puisque Sy ()
est une combinaison linéaire de e, la linéarité du produit scalaire donne < f, Sy/(pm) >= 0
quels que soient m, M donc

< f,om>=0 VYmeN.

On conclut alors directement car

IfI?=<ff>= Jim < fom > = 0.

Théoreme 5.2.4. Soient des réels a,b avec a < b. Alors les fonctions définies explicitement
par

uy = ! U (x) = ! Ccos 2mme et vp(z) = ! sin 2mme (m € Np)
T V—a " T Vb b—a KA b—a 0

forment une suite orthonormée totale de L?([a,b]) (c’est-a-dire une base orthomormée de cet
espace).

Preuve. Le fait que les fonctions soient orthonormées résulte de calculs directs d’intégrales :
on peut faire les calculs avec les fonctions sinus et cosinus ou méme se ramener aux exponentielles
en utilisant les liens qui les unissent.

Quant a la totalité elle s’obtient aussi directement. De fait, si on utilise 'expression des ey,
en fonctions des uy et vg, on a, pour tout naturel strictement positif m, (avec f € L?([a, b]))

1 1
<fiem>= —= (< fium> -t < fiom>) et < fieepm>= — (< fium > +i < fiom >)

V2 V2

donc si < f, u,;, >= 0 pour tout naturel m et < f, v, >= 0 pour tout naturel strictement positif
m, on a < f, ey, >= 0 pour tout entier m donc f = 0 vu la totalité des fonctions e,, (m € Z). O
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5.2.5 Le phénomeéne de Gibbs

Ce que la théorie nous dit, c’est que la convergence des séries trigonométriques est une
convergence de type L?. La théorie de la convergence dans L? permet alors de dire qu’une sous-
suite de la suite des sommes partielles converge presque partout vers la fonction développée.
Mais on a plus : le théoréme de Carleson affirme que la suite des sommes partielles elle-méme
converge presque partout. 1

Ce n’est que sous des conditions supplémentaires que 'on a la convergence ponctuelle de
la suite des sommes partielles, méme si f est continu (résultat du mathématicien allemand du
Bois-Reymond en 1873).

Le phénomene de Gibbs décrit ci-dessous montre le comportement de la suite des sommes
partielles au niveau d'un point de discontinuité? de f. Les sommes partielles Sy(f,.) du
développement en série trigonométrique de Fourier subissent une forte oscillation, une sorte
de < sursaut >. Les images laissent soupgonner et le calcul montre effectivement que ’amplitude
de ce sursaut tend vers une constante. Précisément, si la fonction a une discontinuité d’ampli-
tude A, alors le < saut > en ordonnée des sommes partielles est de Iordre de 17% de plus que

A.

Enoncé relatif au phénomene de Gibbs.

Soit f une fonction périodique et localement dans L?, dont les coefficients de Fourier cp,
sont tels que l’ensemble {m|cy,| : m € Z} soit borné et qui posséde un nombre fini de points
de discontinuité, en chacun desquels elle admet une limite finie a4 gauche et a droite. Alors, en
chacune de ces discontinuités xq, il existe Ty — xo+ et yypr — xo— tels que

i \Su(fszm) — Su(frym)| = GA

ot G est la constante de Gibbs

™ T

2 [T si
G = / BT g (> 1.17)
0

et ol

A = |f(@o+) - flxo-)].

Voici une illustration, mais via internet vous en trouvez beaucoup d’autres! (Remarque : ne
pas oublier de considérer la fonction périodisée; ici, il faut répéter le graphique de f (a savoir
f(z) =z, z €[0,7]) de fagon périodique pour mieux visualiser)

1. La preuve date de 1966. Lennart Axel Edvard Carleson est un mathématicien suédois né le 18 mars 1928 a
Stockholm
2. d’un certain type
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Mlustration sur le cas de f(z) = .

Soit le développement de f : x — x en série trigonométrique de Fourier dans L?([0,7]), &

3
g +§: 2mm
m=

savoir

On pose

S
On sait que

lim 1Sy (f, ) —x|*dz =0 (convergence dans L%([0,7]))

Le phénomene de Gibbs décrit le comportement des sommes partielles Sy/(f,.) au voisinage
des points de discontinuité (de la fonction f périodisée). Ici, les points considérés sont donc les
multiples entiers de 7.

Ici on a directement

A= [f(04) = F(0-)| =

et aussi (prouvé plus loin *)

T Tsinx
i (1) = 5o [
i Sm\J =g 2+/0 z
T Tsinz
lim s (f537) = 2‘/0 P

Des lors

lim ‘SM (fﬁ) — Sy (f,—QL)‘zz/oﬂ ST~ GA

M—+o0 x

Il reste a montrer que

G = 2/ ST e > 117
0

s x

3. L’exemple donné au cours-podcast permet d’obtenir le résultat, pas besoin ICI de refaire le calcul
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De fait, du développement
oo p2mtl

sinx = Z(—l)mm7 zelR

m=0

on tire

T o —+oo m s —+oo m,2m+1
-1 -1
/ sina (-1) / 22 g (=)™ ‘
0 mZ:o 2m+1)! Jy mZZO (2m+1)!(2m+1)

Des lors, quel que soit le naturel strictement positif M, on a (car? ...)

. “+oo
2 [Tsinx (—1)mg2m
— de = 2
71'/0 z mz(2m—|—1)(2m—|—1)
M +oco
1)m 2m —_1)m 2m
N 22 (2m . 1))'(72Tm+1) t2 ) (Qm(—l— 1;'(72rm+1)
m=0 m=M+1 )
M _1ym2m 2(M+1)
> 22 (=)™ _g T .
— (2m+ 1)!(2m + 1) (2M + 3)! (2M + 3)
Si on note "
m 2m 2(M+1)
22 —9 T ,
0 2m+1 )(2m + 1) (2M +3)! (2M + 3)
on a

RG(0) = 0.90338, RG(1) = 0.57868, RG(2) = 1.17357, RG(3) = 1.16776
RG(4) = 1.17896, RG(5) = 1.17893, RG(6) = 1.17898, RG(7) = 1.17898

Démontrons que (*)

Teinw
Mli{{l&-ooSM(f’ 2M> - +/0 v

Tsinx
lim S ( , ) = —— dx.
i S\ 2 2 )y =
Démontrons par exemple la seconde égalité sur la limite de Sp/(f,.). La premieére s’y rameéne
immédiatement. On a successivement

SEECIES

sin(7wm /M)

o
\
M=

su () -

3
Il

1 sin(mm/M)
m/M

[
|

!
NE
=

3
I

- sin(mrm/M)
M  7mm/M

I
oy

|
M=

3
1§

I
NS

|
WE
==

F(zy,)

3
Il

I
o

|
WE

T — Tm—1)F ()

3
n

4. penser a |a + b| > Ha\ — |b]| et & la majoration de la queue d’une série alternée
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avec )
sinz
F(x) =
@)=
et T, = mm/M, m = 1,..., M. Deés lors en utilisant la définition de I'intégrale (de Riemann)
pour le prolongement continu sur [0, 7] de F' et le découpage x,, = mm/M, m = 1,..., M de

[0, 7] on obtient

) 7r 7 T m Tsinx
lm s (f537) = 2‘/0 F@)dﬂ”—ffo P
5.2.6 Convergence ponctuelle

Examinons maintenant un cas ot I’on peut préciser la convergence ponctuelle : nous présentons
ici le cas des fonctions < C] par morceaux .

Propriété(s) 5.2.5 (Résultats auxiliaires). (1) Soient Dy (M € N) les noyauzr de Dirichlet
introduits précédemment. Pour rappel
sin ((2M + 1)t/2)

sin (¢/2)

Dy(t) =

2w 0

™
Dy() dt = 27 el / Dy dt = | Dyl dt = =
0 0 -
(2) Si f est une fonction définie sur un intervalle borné |a, B et est la restriction d’une
fonction F appartenant a C1(I) ou I est un intervalle ouvert contenant [, 5], alors f admet

une limite finie a droite en o et a gauche en 3. On note ces limites respectivement

flat) et f(B-)

Preuve. (1) La premiere égalité a déja été prouvée (elle est immédiate & partir de Iexpres-
sion du noyau de Dirichlet sous forme d’une somme d’exponentielles). Quant & la seconde, elle
s’obtient directement en utilisant la périodicité et la parité des noyaux Dy, : on a successivement

27 T T 0
or = [ Dyt dt = [ Dy dt = 2 / Dy dt = 2 [ Du(t) dt
0 —T 0 -7
donc i 0
/ Dy dt = [ Du(t)dt = 7.
0 -

(2) Pour tous réels z,t de 'intervalle |o, 8], on a (*)

) = F(t) = Fla)+ / DF(y) dy = f(z) + / DF(y) dy.

Comme DF est continu sur [«, 3], elle y est intégrable donc les limites

t t
lim DF(y) dy et

lim
z—a+t+ [, t—p—

DF(y) dy

x
existe et sont finies. Les égalités (*) donnent immédiatement la conclusion. O

Avant de passer au résultat de convergence ponctuelle annoncé, définissons ce que 1’on entend
ici par fonction « C| par morceaux .
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Définition 5.2.6. Soit f une fonction définie sur un intervalle borné ]a,b[. On dit qu’elle est
< C1 par morceauz > s’il existe un naturel non nul J, des réels aq,...,aj_1 tels que ag = a <
ap < ... <aj-1 <b=ay et des fonctions F; (j = 1,...,J) appartenant a C1(I;), avec I;
intervalle ouvert contenant [a;—1,a;| qui vérifient F; = f surlaj_1,a;[ quel que soit j =1,...J.

On a alors le résultat suivant.

Proposition 5.2.7. Soit f une fonction périodique de période b — a, de classe < Cy par mor-
ceauz > sur |a,b[. Alors cette fonction est dans L?([a,b]) et, en notant Sy(f,.) les sommes
partielles habituelles de la série trigonométrique de Fourier, on a

fla+) + flz—)

Jim Sy(fe) = . va €la, b
et
lim Sy(f,z) = flat) + /(=) siz=aou r=>=

M—+o00 2

Preuve. On reprend les notations de la définition de < C'; par morceaux .
Les hypotheses impliquent que la fonction est dans L?([a, b]). De fait, on a

J—1
Ja, b= Jlaj-1,a5]U]as—1,a,;
j=1

sur chacun des sous-intervalles ouverts, la fonction est continue et, aux bords, elle admet une
limite finie comme prouvé dans le résultat auxiliaire précédent. Ainsi, sur chaque sous-intervalle,
elle est bornée; des lors elle l'est aussi sur Ja,b[. Il s’ensuit qu’elle est de carré intégrable (elle
est bien str aussi mesurable).

Cela étant, reprenons les expressions calculées dans le résultat de totalité. On simplifie aussi
les notations en prenant a = 0 et b = 27.

Pour tout = €]0, 2x[ différent des a;, cela se passe comme dans le cas de la totalité. On a

flzt) + f(z—)

et
1 2m 1 2w
Sul(f.n) = 1@ = 5= [ Dure—wdy — 5= [ ) ay
1 2m
= 55 ) Dy (Je—u) - @) dy
1 4 e 1 e
= 3= Dy (y) (f(a: —y) — f(x)) dy (vu la périodicité)
™ —T
s L[ () S0 S,
2 J_, 2 sin(y/2)
La conclusion s’obtient alors par Riemann-Lebesgue car la fonction
y/2
Sn(y/2)
est continue sur [—m, ] (prolongement continu en 0) et
g 1@ =Y — f@)

y/2
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est intégrable sur | — 7w, 7[. De fait, sur ]0, 7|, elle est continue sauf en les points z — a; et en
ceux-ci, elle admet une limite finie & droite et a gauche; en 7, elle admet aussi une limite finie
a gauche (qui est f(x —7) — f(z) si z — 7 # ai et f(ax—) — f(x) sinon). En 0, elle admet aussi
une limite finie car « differe des a; et donc cette limite vaut —2D f(x).

Prenons alors le cas oll « = a; avec j # 0 et j # J. On a successivement

Suy(foa) LD 1)

flat) + flz=)
2

+ o [ Dutste -y dy -

- 2
o | Du)i(a =) dy -
1 0

= L D)ty dy — 1D

2

fz=)
2

2m J_
= o [ ou) (-0 -1w0) v+ o [T out) (1w -0 - 1)

Pour conclure comme ci-dessus en utilisant le théoreme de Riemann-Lebesgue, il reste a vérifier
que les fonctions

r—y)— f(x z—y)— flz—

y,_>f( y) = flat) ny( y) — fla—)

Y )

admettent des limites finies en 0— et 04 respectivement. Si y est proche de 0 et négatif (resp.
positif), on a

fle—y) = flzt) = Fj(z—y) = Fin(z) (esp. flz—y) - flz—) = Fj(z —y) - Fj(z))

et on conclut comme précédemment.
Enfin, pour z = 0 ou x = 27 : on fait comme précédemment en utilisant la périodicité.
Faisons-le pour £ = 0. On a

f(O0+) + f(27—)

Sy (f,0) — 5
= 5 [ Dusy) ay - LRI
0 - _
~ o [ outircn ay - B L [Mousen a - 122

2 J_ 5
- ;ﬂ_/_iDM(y) (f(—y)—f(0+)) dy + ;T/OWDM(y) <f<_y>_f(2ﬂ_)) dy
= o [ Pu) (70 - 500) dy + 5 [Pyt (s2x ) - o)) dy

et on conclut comme précédemment.O

Remarque 5.2.8. Les résultats précédents sont aussi valables si on prend les sommes partielles
provenant de la décomposition dans la base formée des sinus et cosinus.

Preuve. Notons e, (m € Z) les fonctions exponentielles < imaginaire pur ». La base ortho-
normée formée des fonctions sinus et cosinus est la famille des fonctions

eo, V2R(em) = V2R(e_n) (meNy) et vV2S(em) = —vV2S(e_m) (m € Ny).
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Cela étant, soit f € L%([a,b]). Pour tout naturel non nul m on a

< fiem > em
= < f,R(em) > Riem) +i < f,R(em) > Slem) —i < f,S(em) > Riem)+ < f,S(em) > S(em)
et
< fie_m >e_m
= < f,R(em) > Rlem) —i < f,R(em) > Slem) +i < f,S(em) > Riem)+ < [,S(em) > S(em)

donc
< fiem >emt < fie_m >e_m = 2< f,R(em) > R(em) +2 < f,S(em) > S(em)-

On obtient ainsi

M

Su(f,.) = Z < f,em > emn

m=—M

M=

= < fieg>ep(.)+2 (< f,R(em) > Rem)+ < f,S(em) > S(em)),

m=1

ce qui n’est rien d’autre que 1’égalité des sommes partielles, quelle que soit la base choisie.O

5.3 Autres exemples de suites orthonormées totales

Voir cours enseigné et notes de J. Schmets (chapitre 11)
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Chapitre 6

Compléments sur la théorie de
Fourier

6.1 Le théoreme d’échantillonnage de Shannon

Le théoreme d’échantillonnage de Shannon! est un résultat fondamental de la théorie du
signal. Il donne également une explication pour un phénomene courant : la vision de roues qui
semblent tourner & I’envers 2.

Imaginons ainsi qu’une caméra prend y clichés par seconde d’une roue qui tourne a x tours
par seconde (dans le sens des aiguilles d’une montre, pour mieux visualiser) et que 'on fixe
un rayon de la roue comme repere. Entre deux clichés successifs, la roue a donc tourné de z/y
tour(s). Si z < y, entre deux clichés, la roue n’aura ainsi pas fait un tour complet : il lui manque
une portion d’arc de 1 — x/y. Si y* est le nombre de clichés nécessaires pour voir la roue faire 1

tour complet < a ’envers >, alors

c’est-a-dire

y—z
Par exemple, si on voit la roue faire 1 tour complet < a ’envers > en 1 seconde, on a pris ¥y
clichés donc y* = y et ainsi

y—z = 1.

La différence entre la fréquence réelle (z) et la fréquence d’échantillonnage (y) est appelée
fréquence apparente et elle est égale a x — y. Ici, on a donc x —y = —1 : la roue tourne
< a ’envers > une fois par seconde.

Voir par exemple https ://www.cooperation.ch /rubriques/famille/le-savais-tu/2019 /pourquoi-
les-roues-tournent-a-l-envers-lorsqu-une-voiture-roule-vite-225667/

1. Claude Elwood Shannon (né le 30 avril 1916 & Petoskey, Michigan - mort le 24 février 2001 & Medford,
Massachusetts) est un ingénieur en génie électrique et mathématicien américain. Il est I'un des peres, si ce n’est
le pere fondateur, de la théorie de I'information. I1 a publié la preuve du théoréeme en 1949. On associe ensuite
le nom de Nyquist a ce résultat car celui-ci avait ouvert la voie dés 1928. Shannon et Nyquist ont tous les deux
travaillé chez Bell Laboratories.

2. c’est un phénomene aussi appelé < repli du spectre >

63
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Une autre illustration consiste a ne regarder que la trotteuse sur une horloge lorsqu’on prend
des clichés toutes les 59 secondes (par exemple). On obtient le tableau suivant

0 : 00
1 : 59
2 : 58
3 57

Sur le cadran, la trotteuse semble donc reculer! Voir par exemple (seulement la trotteuse)
https ://couleur-science.eu/ 7d=aflbl19-photographie-le-phenomene-de-repliement-de-spectre-ou-
lillusion-de-la-roue-qui-tourne-en-sens-inverse

Passons alors au résultat précis de Shannon. Il exprime qu’'un signal limité en fréquence
est entiérement déterminé a partir d’un échantillonnage de ce signal correspondant a deux
échantillons par période3.

Ainsi, dans les illustrations ci-dessus, voir le phénomeéne de <« a l’envers > résulte du fait
que le pas d’échantillonnage (1/y) est trop petit par rapport a la période de rotation de la roue
(1/x).

Et, dans les notations du théoreme ci-dessous, la période est T'= 27 /v et le pas d’échantil-
lonnage est /v = T'/2 : la fonction est évaluée deux fois par période.

Nous donnons ci-dessous une démonstration du résultat basée sur le développement en série
trigonométrique de Fourier. On peut aussi I'obtenir en utilisant la théorie des distributions (ici
les distributions de Dirac) ; cette preuve fait ressortir davantage les aspects de la théorie du signal
mais nous ne la présentons pas ici car ’acquis mathématique n’est pas suffisant a ce stade.

Théoréme 6.1.1. (Théoreme d’échantillonnage de Shannon)

Soit v un réel strictement positif. Si f est une fonction définie sur R, continue sur R,
appartenant a L*(R) et dont le support de la transformée de Fourier (négative) est inclus dans
[—v,v], alors, dans L*(R), on a

o= m S f () st —mm)
m=—M v

M—+o00 vr —mm

Preuve. Le développement en série trigonométrique de Fourier de f dans L*([~v,v]) donne

+oo
. 1 v )
- immu/v —imny/v
Fr = 55 3 ([ Fwpemran) o

1 X
_ = Z fn—l-mf efimﬂy/zz'

m=—0o0

Cela étant, on a R R
Ftf = F'f = o2nf

presque partout mais comme f est continu, cette égalité a lieu partout et on obtient ainsi

f) = jm:fwf(”f) e,

3. dans le langage de 'analyse du signal : < échantillonnage deux fois par cycle de la plus haute fréquence >
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la convergence ayant lieu dans L?([—v,v]). Maintenant, comme f=7 X[-wv,»] ON obtient alors

v +oo v
+F — — iyr 7 — n mm yx —immy/v
P =i = [ e fwar = 530 () [ e ay

_ 2r io f(@> sin(vax — mm)
v it v x —mm/v

B = mm\ sin(ve — mm)
= 3 ) e

vr —mm
m=—00

dans L?(R) et on peut conclure.O
Notons que si f a un < bon » comportement a l'infini, la convergence peut étre fortement

améliorée.
Remarquons aussi que ce résultat exprime qu’apres normation, les fonctions

si —
= in(ve — mmn) me
VT —mm

forment une base orthonormée de ’espace des fonctions de carré intégrable dont le support de
la transformée de Fourier est inclus dans l'intervalle [—v, v].

6.2 Produit de convolution et transformées de Fourier

Propriété(s) 6.2.1. (Transformées de Fourier et produit de composition)
(1) Si f et g sont intégrables sur R, alors

FE(fxg) = Frf x Ftg partout.
(2) Si feL'NL? etsige L? alors
F* (f*xg) = FErfx Ftg = F*fx Ftg presque partout.

Preuve. (1) est immédiat en repassant aux définitions (et a d’ailleurs été traité dans le
chapitre consacré a la transformation de Fourier des fonctions intégrables.
(2) Soit gm (m € N) une suite d’éléments de L' N L? qui converge vers g dans L?. On a donc

fxg = lim fxg, dans L?
m—+00

donc aussi
FEf(fxg) = lim F*(fxg,) dans L2

m——+00

Cela étant, f et g,, étant aussi intégrables, on a
FE(fagm) = F5(fxgm) = F2f x Fogn.

Comme la suite F*g,, (m € N) converge dans L? vers F*g et comme F*f est une fonction
bornée, on obtient

lim Fi(f*gm) = lim (]:ifx]:igm) = Ftfx F*g dans L2

m—r—+00 m—+00
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Ainsi
F=(f*g) = lim Fi(f*gm) = Fffx F*g dans L?

m—-+00

et on conclut.O

On peut alors se poser la question de savoir si on peut appliquer le théoreme de Fourier pour
retrouver f * g. Dans le premier cas, comme F*(f % g) n'est pas nécessairement intégrable, on
ne peut pas le faire sans hypothese supplémentaire. Par contre dans le second cas, il n’y a aucun
probleme, les deux membres de I’égalité appartenant méme a L' N L2.

Etudions divers cas ol ¢’est possible ; nous appellerons ces égalités les formules de Parseval®.

Propriété(s) 6.2.2. (Formules de Parseval)
(1) Si f,g sont deux fonctions intégrables et si la transformée de Fourier de 'une d’entre
elles l’est aussi, alors
FT (fif X ]:ig) = 27w f*xg partout.

(2) Si f,g sont deux fonctions intégrables et de carré intégrable, alors
FT (]:if X fig) = FT (Fif X Fig) = 27 fxg partout.
(3) Si f,g sont deux fonctions de carré intégrable, alors
FT (Fif X Fig) = 2w fxg partout.

Preuve. (1) Remarquons tout d’abord que si une fonction intégrable a une transformée de
Fourier intégrable également, alors la fonction est bornée. Il s’ensuit que le membre de droite de
I’égalité est une fonction bornée et continue.

Cela étant, comme f et g sont intégrables, on a

fi(f*g) = Frfx Ftg partout

et comme la transformée de Fourier de f ou de g est intégrable, le second membre (donc le
premier aussi) est une fonction intégrable. L utilisation du théoréme de Fourier pour les fonctions
intégrables conduit donc a I’égalité

FIFE(fxg) = 2n frg = FF (FEf x Fg),

qui a lieu en tout point vu la remarque précédente.

(2) Rappelons tout d’abord que si une fonction appartient & L' N L? alors sa transformée
de Fourier dans L' appartient aussi & L? et les transformées de Fourier dans L' et L? sont les
mémes. Rappelons aussi que le produit de convolution de deux fonctions de carré intégrable est
une fonction bornée et continue.

Cela étant, comme les fonctions f et g sont intégrables, on a

]-“i(f*g) = Ftfx Ftg partout;

comme elles sont aussi de carré intégrable, leur transformée de Fourier est aussi de carré
intégrable donc le second membre, produit de deux fonctions de carré intégrable, est intégrable.
L’utilisation du théoreme de Fourier pour les fonctions intégrables conduit donc a 1’égalité

FIFE(fxg) = 2n frg = FF(FEfx Frg) = FF (F*f x F*g),

4. Marc-Antoine Parseval des Chénes, né le 27 avril 1755 & Rosiéres-aux-Salines et mort le 16 aout 1836 a
Paris, est un mathématicien frangais.
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qui a lieu en tout point vu le rappel ci-dessus.

(3) Dans ce cas, comme les fonctions ne sont pas intégrables, on ne peut pas procéder
directement comme dans les cas précédents. On repart alors de la définition de la transformée
de Fourier dans L2.

Soient f,, (m € N) et g, (m € N) deux suites d’éléments de L' N L? qui convergent dans L?
respectivement vers f et g. Par définition on a

FErf = lim F*f, et Ffg = lim Fg,,,

m——+00 m——+00

la convergence ayant lieu dans L?. Vu le point (2) précédent, pour tout m on a
FF(FEf x Fgn) = FF(F*fi x F¥gy) = 27 fy % g partout.

Cela étant, d’une part, vu l'inégalité de Cauchy-Schwarz, la convergence dans L? des suites
Frf, (m € N) et Ftg,, (m € N) vers F*f et F*g respectivement, implique que la suite
FEfm x FXg, (m € N) converge dans L' vers F*f x F¥g. Il s’ensuit que la suite

F¥(FEf x Fgm) (meN)
converge uniformément sur R vers
FT(F*f x F=g).

D’autre part, la convergence dans L? des suites f,, (m € N) et g,, (m € N) respectivement vers
f et g entraine que la suite
fm * gm (m €N)
converge aussi uniformément sur R vers
fxg.
On obtient deés lors

FF(F*f x F¥g) = 27 f+g partout

et on peut conclure.O

6.3 Dérivation et transformation de Fourier dans L*(R)

Propriété(s) 6.3.1. (Dérivation et transformée de Fourier dans L?)
Si f € Cy(R) et si DFf € L? quel que soit k € N tel que k < p, alors

FyjE (Dkf) = ($z)’c kuyif pour presque tout y.

Preuve. On sait que cette propriété est correcte dans L.
Cela étant, si p € L' est tel que [p p(x) dz = 1 et si on définit les fonctions p, (m € Ny) par
x — mp(mzx) alors
e:l:imy

lim F* Ppm = lim eimy,om(x) dr = m lim
Yy
m——+00 m——+00 R m——+00 R

p (mx) dz

= lim eV (1) di

m—+00 Jp
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quel que soit y, la derniere égalité étant obtenue par le théoréeme de la convergence majorée
(Lebesgue). Si en outre p € C(R) et est a support compact, alors f * p,, € Cx(R) quel que
soit m et on a

DF (f % pm) = f*Dpp, = DFfxpy partout

avec k € N, k < p. Ensuite, comme f, D¥f € L? et comme p,,, D*p,,, € L' N L2, il vient
FE (DM (fapm)) = Fff < FfD*pm = Fy (D"f) x Ffom
_ + Nk kT+
- Fyfx(qzz)yfypm

presque partout. Puisque lim,,— 1 ]:?jc pm = 1 quel que soit y, on obtient

lim (Fff < (70" ' Fpm ) = (7)o" Frf = lim (FF (DVf) % Ffpm) = Ff (DFF)

m——+00 m——+00

et on peut conclure.Od

6.4 Le principe d’incertitude de Heisenberg

Pour rappel, un indicateur de dispersion mesure la variabilité de données statistiques. Il
est toujours positif et d’autant plus grand que les valeurs de ces données sont dispersées. Les
plus courants sont 1’écart-type (o) et la variance (02). Si p est I’espérance (<« moyenne >) d'une
variable aléatoire de densité f, on a

p= [af@dr o = [(@—wifa) dn

Cela étant, on suppose que les intégrales suivantes existent. On appelle alors énergie du signal
f le carré de la norme de f dans L?, que 'on désigne par E;

E; = /R F@)dr =[£I

et la dispersion d’énergie de f en temps et en fréquence respectivement les nombres
=[PP o2 = [ PliwPE d
R R

ou f désigne le plus souvent la transformée de Fourier < - > de f (mais notons que la valeur de
012@ est la méme quelle que soit la transformée que I'on considere).

Théoréme 6.4.1. (Principe d’incertitude de Heisenberg dans R, cas régulier)
Soit une fonction f € L?> N C1(R) telle que Df et x — xf(x) appartiennent aussi ¢ L*(R).

Alors on a
T
\/;Ef < of X 0.

Lorsque f est une fonction gaussienne, on a l’égalité.

Preuve. Notons que les hypotheses donnent déja (cf la propriété 6.3.1)

~ —

yf(y) = iDf(y) pour presque tout y.
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Cela étant, commengons par prouver que

([ Fwpsw ) = - [1f@F & = <173 ()

En utilisant une intégration par parties, on obtient directement

.’L’i.f[f X xr = — f 1'71' X r = — 2— T\
[st@psa) s = - [ (G +5D5) s de = -5 ~ [ 2f@)

et ainsi I’égalité (*).
En utilisant alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient successivement

2‘?]%(/Rxf(:c)Df(x) da;)‘
/R +F(@)Df(z) da

# [ 1@ o \/ JALGCIE
_ \/Z\//Rx%f(x)r? i \//R BIw dy
- ﬂMﬂﬂxW i WRy%ﬂy)P dy

et I'inégalité de ’énoncé est démontrée.
Pour terminer, examinons le cas ou f est une gaussienne :

fa(z) = e

Er =13

< 2

IN

2

avec a > 0. On a

5.2
UJ% = / x2e29 g
“ R

1
= —— [ zDe 27" gy
4a R

—_ i 672(13:2 dr
4& R
1 s

4a'\ 2a°

Cela étant, comme fa = \/T/a f1(4q), N obtient alors directement

9 0 0 1 i
~ = — X = — X = 2 .
%f T @ T vee T G e\ 2/(a) — TV
Deés lors
1 T s
2 2
X o = — — X 2 = —
fa ™ 90 4a \ 2a Tvean 4a

Df(z) dx
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donc
T

X Fo= =
Jfa O—fa 2\/&

_ 2 T

Br=falp = [ e de = /70,
SR S C AV E A L
% T 9ja ~ V2 Va2 T V2

On a donc bien I’égalité annoncée dans le cas de fonctions gaussiennes. O

D’un autre coté, on a

Il s’ensuit que

Avant de passer a la démonstration du cas général du principe d’Heisenberg (c’est-a-dire
sans I'hypothese de dérivabilité de f), établissons un résultat auxiliaire qui peut aussi se révéler
utile ailleurs.

Résultat auxiliaire 6.4.2. Soit une fonction x € D(R), paire, d’image incluse dans [0, 1],
nulle en dehors de [—2,2] et égale a 1 sur [—1,1]. Quel que soit le naturel non nul m, posons

xm(z) = x <£> , = €R.
m
Alors, quelle que soit la fonction f € L*(R), on a

lim fxm = f e lLm fxxm = 27f dans L (R).

m—-+00 m——+00

Preuve. Notons que ce résultat donne aussi lim,, s o f * Xm = 27f dans L2(R) puisque
f e L2(R) lorsque f € L2(R).

Cela étant, puisque x(0) = 1, la suite fx,, (m € Ng) converge bien sir presque partout vers
f. Par ailleurs, comme

\fxm — fI> < |f? Ym

le théoreme de Lebesgue (convergence majorée) permet d’obtenir

lim fxm = f dans L%*(R).

m——+00
Cela étant, vu la propriété 6.2.2, on a
_ _ T 2 ~ T, .
F= (fxm) = F(Fon) = 757 (FEFx ) = 5-f* R

donc, vu ce qui précede et la continuité de la transformée de Fourier dans L?(R), on obtient

lim fxYm = 27 lim F~ (fxm) = onf.

m——+00 m—+400

Théoréme 6.4.3. (Principe d’incertitude de Heisenberg dans R)
Soit une fonction f € L? telle que x +— xf(x) et y — yf(y) appartiennent aussi a L*(R)5.

Alors on a
T
§Ef < of XO’f

5. f appartient donc a I’espace de Sobolev H'(R), lequel est I'espace des fonctions de L?(R) qui, en plus, sont
telles que y — yf(y) appartiennent aussi & L?(R) (ceci signifiant que la dérivée de f au sens distribution est une
fonction de carré intégrable)
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V3 [ i < V |1 dxx\/ [ 1iwe a.

Preuve. Remarquons tout d’abord que les hypotheses impliquent que f et f sont aussi
intégrables sur R. De fait, elles sont bien str localement intégrables puisqu’elles sont de carré
intégrable. Et elles sont intégrables a I'infini puisqu’elles s’écrivent sous la forme du produit de
deux fonctions qui sont de carré intégrable a l'infini :

c’est-a-dire

f@) = af@) >y etdememe S = yi)x .

Considérons la suite x,, (m € Np) du résultat auxiliaire précédent et pour tout m, posons

1 _
Om = ?f*an
™

Par construction, ces fonctions sont intégrables (L' x L'), de carré intégrable (L? * L'), bornées
(L?  L?) et indéfiniment continiiment dérivables sur R. De plus, par construction encore, on a
aussi

1 _
Dém = o f*Dxm € L*R) (L?x LY.
m

Pour avoir toutes les hypotheses de I'inégalité de Heisenberg dans le cas régulier, il reste donc a
montrer que

T xom(z) € LA(R).

On a successivement
mainla) =alf < G)a) = o [ fla— 0T d
= /(:z—t)f(a:—t)@(t) dt + /tf(x—t)@(t) dt
R R
= (S %) @) + (£ (@) @)

Chacun des termes de la somme de la derniere ligne est de carré intégrable, comme produit
de convolution d’'une fonction de carré intégrable avec une fonction intégrable. On peut donc
conclure que les fonctions z — z¢,,(x) sont de carré intégrable quel que soit m.

Cela étant, vu le résultat auxiliaire 6.4.2, on a

lim ¢, = f et lim ((f())*@) (x) = 2raf(z) dans L*(R).

m——+00 m——+00

Vu Dexpression de x¢,,(x) obtenue ci-dessus, pour prouver que cette suite converge vers la
fonction  — xf(x) dans L?(R), il reste & prouver que

lim f*(.xm(.)) = 0 dans L?*(R).

m—r+00
Montrons cela. Comme f € LY(R) et (.xm(.)) € L*(R), on a
1% CXm (Dl < A X CXm (Dl ¥m € No

et

IO = [P, = [ 1Pxa@ de = =5 [0 (£)] de = —i0xiB
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Ainsi, quel que soit m, on a

L£1ly 113

1
m

1 (Xm (D)l <
et on peut conclure pour le point traité.
Enfin, on a ¥,, = F*x,, donc

— ~

Yom(y) = oy *xm®) = yf@)xm)

o
et le résultat auxiliaire 6.4.2 donne

lim yom(y) = yf(y) dans L*(R).

m——+00

La conclusion est alors immédiate. De fait, pour tout m on a

— 2
\/?E@n = \/§ ”gbmng < O, X U(;;L = \//Rx2|¢m(x)‘2 dx X \//Ry2 )¢m(y)‘ dy

Les convergences dans L?(R) des suites ¢, = — z@m(z) et y — ygg,;(y) (m € Ny) vers f,
x — xf(x) et y— yf(y) respectivement donnent

~ 2
\/zEf: \/z\lfllg < UfXUfZ\//RwQIf(I)IQ dx x \//RyQ‘f(y)‘ dy.

Remarque 6.4.4. Quels que soient xg,yg € R, sous les mémes hypotheses sur f que dans le
théoréme 6.4.53, a aussi

\/ZIIfH% < \//R(a:—:zo)2|f(x)|2 da x \//R(y—yo)Qlf(y)l2 dy.

Preuve. Soit f vérifiant les hypotheses comme annoncé. Comme la fonction g définie par

g(x) = e_iyoxf(x + x0)

vérifie ces mémes hypotheses, on peut utiliser le théoreme 6.4.3 avec elle. Des changements de
variables clairs et directs donnent alors

o8 = 1713
[P ar = [ @-nl|f@P i
R R

/ oW dy = / (v — 90)? |F ) dy
R R

et on conclut.d



Chapitre 7

Compléments sur les espaces de
Hilbert

7.1 Rappels
Rappelons tout d’abord quelques définitions de base ainsi que I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Soit H un espace vectoriel sur le corps R ou C, que I'on désignera par K. On appelle produit
scalaire sur H une application
<.,.>: HxH-—>K

qui vérifie les propriétés suivantes. Quels que soient h,g,e € H et ¢ € K, on a
(1) <h,h>>0 et <h,h>=0&<h=0, (2) <ch,g>=c<h,g>,
(3) <h+g,e>=<he>+<g,e> (4)<h,g>=<g,h>.

Propriété(s) 7.1.1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Quels que soient g,h € H, on a

|<g,h>| < V<g9>V<hh>
et l’égalité a lieu si et seulement si g et h sont linéairement dépendants.
Preuve. Pour tout complexe A, on a (¥*)
0 <<h-A,h—Ag>=<hh>-A<gh>-X<hg>+N<g,9>.
Si < g,9 ># 0, en prenant A =< h,g > / < g,g >, on obtient (**)

_I<hg>P [<hg>P I<hg>P __, . |[<hg>P

0 <<h,h>
<9g,9> <9,9> <9g,9> <4,9>

donc
|<g,h>] < V/<g,9>V<h,h>.

Lorsque < g,g >=0, on a g =0 donc < g,h >= 0 et 'inégalité reste vraie.
Cela étant, si g et h sont linéairement dépendants, il est clair que 1’égalité a lieu. Réciproquement,
si égalité a lieu et si g # 0, alors, vu I'inégalité (**), on obtient

0 =<h—XAg,h—XAg>

73
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avec A\ = < h,g > / < g,g > donc h = Ag. Si g est nul, g,h sont bien sur linéairement
dépendants.
Remarquons qu’en prenant A = r < h, g > avec r réel, I'inégalité (*) devient

0 <<h-A,h—Xg>=<hh>-r|<gh>P=rl<hg>]?+r}<hg><gg>

et on peut aussi conclure en utilisant le fait que si le coefficient de 72 n’est pas nul, alors le
discriminant du trindme est négatif. O

Grace a cette inégalité, on va montrer que la loi ||.|| : H — [0,4+00[ h +— /< h,h > est
une norme sur H. Un espace H muni d’un produit scalaire et de la norme associée est appelé
espace pré-hilbertien et hilbertien (ou de Hilbert) si en outre toutes les suites de Cauchy (pour
la norme) convergent.

Propriété(s) 7.1.2. La loi

.| : H—=[0,400[ h+/<hh>

est une norme sur H.

Preuve. Vu la propriété (1) du produit scalaire, il est clair que cette application est bien
définie et telle que ||| = 0 si et seulement si h = 0.
Cela étant, pour h € H et ¢ € K, on a aussi directement

lch|| = \/< ch,ch > =+/ce < h,h > = |c|||h]|

en utilisant les propriétés (2) et (4) du produit scalaire.
Il reste donc a montrer I'inégalité triangulaire, a savoir

V<htghtg> < J<hh>+<g,g> VhgeH.

On a successivement

<h+gh+g> = <hh>+<g,9g>+<hg>+<g,h>
<hh>+<g,9g>4+2R(< h,g >)

<hh>+<g,9g>+2| <h,g>|

<hh>+<g,g> +2\/<h,7h>m inégalité de Cauchy-Schwarz

(V<hh>+v<ags)

IANIA

et on conclut. O

7.2 Compléments

Résultat auxiliaire 7.2.1. (Identité du parallélogramme)
Soit un espace pré-hilbertien H, de norme et produit scalaire notés respectivement ||.|| et
< .,.>. Quels que soient les éléments x,y de H, on a

lz +yl* + llz = yI* = 2ll=]* + 2lly]>.
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Preuve. C’est immédiat en repassant a la définition de la norme d’un tel espace. De fait, on

a
lz+yll* = lzIP+lyl*+ <2y >+ <y,z> et |z—yl> = [|lz|*+|ylIP- <z,y> - <y,z >
donc
Iz +yll” + llz —yl* = 2l” + 2/lyl*.
Od

Théoréme 7.2.2. (Distance a un sous-espace fermé)
Soit V' un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H. Alors, pour tout h € H, il
existe vg € V tel que
h—wv|| = inf |[h—o].
Ih=voll = inf [l — o

Cet élément vy est unique.

Preuve. Démontrons d’abord 'existence. La borne inférieure existe puisqu’une norme est &
valeurs positives. Posons
d = inf [|h —].
veV

Cela étant, vu la définition d’une borne inférieure (< le plus grand des minorants >), il existe
une suite wy, (m € Ng) d’éléments de V telle que

1

& < ||h—wn|? < &+ —.
m

(%)

Montrons alors que cette suite est de Cauchy. En utilisant l'identité du parallélogramme avec
les vecteurs w, — h et ws; — h et le fait que V est un espace vectoriel, on obtient

lwr = ws|* = [[(wy = h) = (ws = B)[* = 2ljwy = hl|* + 2ljws = hl|* = [[(w, — ) + (ws = B)|?
2 2
< 4d* 4+ S+ =~ |Jwy +ws — 2h)?
T S
2

Wy + Wy
2

2 2
| —h

= 4P +-+°-4
T S

2 2
< Ad® + = 4 = —Ad?
r s
2 2
= 4=
r s
quels que soient les naturels strictement positifs 7, s; on peut donc conclure.
Maintenant, comme ’espace H est complet et que V' en est un sous-espace vectoriel fermé,
la suite wy, (m € N) converge en norme vers un élément vy de V' donc la suite h — w,, (m € N)
converge en norme vers h — vg et les inégalités (*) donnent

Ih— vl = d.
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Passons alors & l'unicité. Supposons que (), soit aussi un élément de V' qui réalise la borne
inférieure dont il est question ici. L’identité du parallélogramme permet d’obtenir

2 2

vo—h vy,—h
2 + 2

2

+ 2

vo+vp
2

h

2 2

vy —h v—h vy,—h

2 2

— 9 Uo—h

1 1 1
= 5 llwo = R+ 5 []oh — B> = 5 loo —
1
o

Ainsi, comme V est un espace vectoriel, on obtient aussi

2
v + v}

2

. 1
d2=ylg§|!h—v||2 < hll = dQ—ZHUO—”éHQ

donc
lvo — vplI> < 0

ce qui entraine bien str 1'égalité vy = v}). O
Propriété(s) 7.2.3. (Distance a un sous-espace fermé et orthogonalité)
Soit V' un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H et soit h € H. Alors vg € V

est tel que
h — = inf ||h —
Ih = voll = inf [|h — ]|

si et seulement st
<h—vyv>=0 YveV.

Preuve. Supposons que vy réalise la borne inférieure. On va montrer que
R(<h—vy,v>) =0, Yo eV,

et, de fagon analogue, que
S(<h—vy,v>) =0, Yoe.

Quel que soit le complexe A, comme V' est un espace vectoriel, on a
[h —vo+ Av[| = [|lh—(vo = )| = d = [[h—woll.
Notons aussi que (*)
[h—wvo+ M2 = ||h— vl + A[v]|? + 2R (< h — vg, \v >).
Cela étant, si A est réel strictement positif, comme
Ih —wvo+M|? = [|h— ol + A||o)|? + 2AR (< h — vg,v >)
on déduit de I'inégalité précédente que

A2{[v]]2 + 2R (< b —vg,v >) >0
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donc
M||? + 2R (< b — vg,v >) > 0.

On obtient
R(<h—vy,v>) >0, VoeV,

en passant a la limite quand A — 0.
Si A est réel strictement négatif, en procédant de méme, on obtient

R(<h—vy,v>) < 0, VeV,

en passant a la limite quand A — 0.
Des lors
R(<h—vy,v>) = 0, YoeV,

Pour obtenir la méme chose de la méme maniere mais avec la partie imaginaire, il suffit de
prendre A = ir avec r réel dans (*) car dans ce cas, vu que R(—i(a + ib)) = b avec a, b réels, on
a

R(< h—wv,irv>) = r¥(< h—vg,v>).

Passons alors a la réciproque et montrons que si le vecteur h — vy est orthogonal a tout
vecteur de v, il réalise la borne inférieure dont il est question ici.
Quel que soit v € V, on a (en utilisant Pythagore)

lh =l = llh—vo+vo—vl> = h—wol* +Jlvo = v[* > [|h— o]

Ainsi
inf b — vl > lh — vl > inf |2~ 0|
veV veV

et on conclut. O

Théoréme 7.2.4. (Projection orthogonale et complément orthogonal)
Soit V un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H. On définit alors le complément
orthogonal de V' dans H comme étant ’ensemble

Vi = {heH :<hv>=0,YoeV}.

Alors

(1) V* est un sous-espace vectoriel fermé de H

(2) on a VN VL = {0} et pour tout élément h de H, il existe des vecteurs uniques v € V et
v €V tels que h = v+ ; on a méme ||h —v|| = infyey ||h — ul|

3) (VvH =V

(4) Uopérateur Py : H — V défini par Pyh = v (v comme ci-dessus) est linéaire, continu,
surjectif et tel que Py o Py = Py. On lappelle le projecteur orthogonal de H sur V.

Preuve. (1) C’est tout a fait immédiat vu la propriété de linéarité d’un produit scalaire et
de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

(2) D’une part si v € VN VL, alors < v,v >= 0 donc v = 0.

D’autre part si h € H, alors h = h — vg + vg avec vy comme dans les propriétés 7.2.2 et 7.2.3.
On a donc 'existence de la décomposition. Quant & l'unicité, si v € V et v] € V-t sont tels que
h =1 + v = vy + v} avec v = h — vy alors

u=uvg—v = vi—v €VnVt={0}
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donc
v =v, et v =]

et on conclut. .
(3) Soit v € V. Pour tout u € V+, on a < v,u >= 0, ce qui implique v € (VL) ; ainsi

L
ve (vh)
Soit alors w € (VJ-)L C H. Vu le point (2) ci-dessus, il existe des vecteurs uniques v € V et
v € V* tels que w = v+ v'. On a alors
0 =<wv >=<vd >+ = |V

donc v = 0 et finalement w =v € V.
(4) Montrons que 'opérateur est linéaire. Soient h, h' € H et ¢ € C; montrons que

Py(ch) =cPyh et Py(h+h')=Pyh+ Pyh.
D’une part vu le point (2) ci-dessus, on a
h = Py(h)+h— Py(h)
avec Py(h) € Vet 1 — Py(h) = V+ donc
ch = cPy(h)+c(h— Py(h))

avec cPy(h) € V et c(h — Py(h)) € V- puisque V et V1 sont des espaces vectoriels. Ainsi, vu
(2) encore (unicité), on obtient
Py(ch) = cPy(h).

Montrons alors la seconde égalité. Vu le point (2) ci-dessus (unicité), on a

h+ ' = Py(h)+ (h—Py(h)) + Py(R)+ (1 — Py(h'))

avec
Py(h),Py(k) eV et h—Py(h),h —Py(h)e V™t
Ainsi
i = (Pr(h)+ Pr(i)) + (h=Po(h)+ 1 = Po(i))
avec

Py(h)+ Py(K)eV et h—Py(h)+h —Py(h)eV™
Ainsi, encore vu le point (2) ci-dessus, on obtient
Py(h+ 1) = Py(h)+ Py (h).
La continuité est immédiate car
Il? = 1Py (h) + (h = Pr(W)II* = [|Pv(W)|* + b — Py(R)|* > [Py (h)|>.

La surjectivité est encore plus immédiate : siv € V alors v =v +0 avecv € Vet 0 € V- .
L’unicité de la décomposition permet alors d’obtenir Py (v) = v.

Et enfin, puisque Py(h) € V quel que soit h € H, comme ci-dessus on a Py (Py(h)) =
Pv(h).D
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7.3 Base de Riesz

Théoréme 7.3.1. Soit un espace de Hilbert H et soit une suite f,, (m € N) d’éléments de H
d’enveloppe linéaire dense dans H et pour laquelle il existe des constantes A, B > 0 telles que

A<B et
2

A eml? < D emtfm| < B leml
(m) (m) (m)

pour toute famille finie de complezes ¢y, (condition de Riesz). Alors pour tout f € H, il existe
une suite unique c,, (m € N) de 1% telle que

H

“+oo
f = Zcmfm dans H.

m=0

Preuve. L unicité est immédiate car si les suites ¢, (m € N) et d,,, (m € N) de 2 sont telles

que
+o00 oo
f = Zcmfm:defm dans H,
m=0 m=0
on obtient
+oo +o00 2
AN em —dul® < D (em—dm) fml| = If=flF =0
m=0 m=0 H

donc ¢, = d,,, quel que soit m.
Considérons alors 'opérateur 7' défini sur [? par

—+00
T:1> > H = (m)men +— Zcmfm.
m=0

Celui-ci est bien défini grace a la seconde inégalité de la condition de Riesz et on peut écrire
2 2 2
Al < [[Td)” < Bllellz

quel que soit € € [2. 1l est aussi linéaire et continu, encore grace & cette seconde inégalité.
Montrons que son image V = T2 est un fermé de H. Soit &™) (m € N) une suite de [? telle
que
lim T&™ = heH dans H.

m——+00

Comme on a
A — &R, < ||7e®) — 7))

quels que soient p,r € N, la suite &™) (m € N) est de Cauchy dans I2, donc y converge vers un
élément ¢. Comme T est continu, on a aussi

lim T&™ = T¢

m—+00

et des lors, par unicité de la limite dans H, on obtient

h = Tc.
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Cela étant, comme ’enveloppe linéaire des éléments de la suite f,,, (m € N) est incluse dans
TV et est dense dans H on obtient

span{fm : meN}=H Cc TV =TV C H.

L'opérateur T est donc surjectif et par conséquent la suite f,, (m € N) est bien une base
(topologique) de H.O

Proposition 7.3.2. Soit un espace de Hilbert H et soit une suite f,, (m € N) d’éléments de
H ; alors les fn, (m € N) forment une famille orthonormée si et seulement si

2

Z‘Cm|2 = Zcm fm
(m) (m)

H

quelle que soit la famille finie de complexes ¢, .
Dés lors, si

+oo
f = Zcmfm dans H
m=0

alors ¢, =< f, fm > quel que soit m.

Preuve. 1 est clair que 'orthonormalité donne ’égalité annoncée (cf le chapitre consacré aux
suites orthonormées).

Montrons que la réciproque est vraie.

D’une part, pour tout m, en prenant ¢,, = 1, on obtient directement || f,,,|| = 1. D’autre part,
pour m # k, en prenant ¢ = ¢, =1 on a

2 = |fm+ fel® = fml? + 1l +2R(< fons fi >) = 24 2R(< fons fic >)

et

2 = ||fm +ifill> = fmll® F1Fl? + 2R (< fonsifi >) = 24+ 23(< fm, & >)

donc



Chapitre 8

Ondelettes

Ce qui suit est un extrait de Wikipedia.

Les ondelettes ont vu le jour lorsque certains sujets d’étude ont mécessité une analyse en
fréquence et en temps. Au 19e siecle, l’analyse de Fourier était la seule technique permettant la
décomposition d’un signal et sa reconstruction sans perte d’information; malheureusement elle
fournit une analyse en fréquence mais ne permet pas la localisation temporelle de changements
abrupts, comme apparition d’une deuxiéme note de musique aprés qu’une premiére note a été
jouée. En 1909, Alfréd Haar définit une fonction composée d’une courte impulsion négative sui-
vie d’une courte impulsion positive, connue pour étre la premiére ondelette (Ondelette de Haar).
En 1946, Dennis Gabor, mathématicien hongrois, inventa une transformation de fonction ana-
logue a celle de Joseph Fourier, appliquée sur une fenétre temporelle exprimée par une fonction
gaussienne. Finalement, le terme d’ondelette fut introduit dans le langage mathématique par
Jean Morlet et Alex Grossmann en 1984. Terme initialement frangais, il fut traduit en anglais
par wavelet, a partir des termes wave (onde) et le diminutif let (petite). Yves Meyer (priz Abel
2017), reconnu comme un des fondateurs de la théorie des ondelettes, rassembla en 1986 toutes
les découvertes précédentes (il en dénombra 16) puis définit les ondelettes orthogonales. La méme
année, Stéphane Mallat fit le lien entre les ondelettes et l'analyse multirésolution. Enfin, Ingrid
Daubechies mit au point en 1987 des ondelettes orthogonales appelées ondelettes de Daubechies,
faciles a mettre en oeuvre, et utilisées dans le standard JPEG 2000.

L’intérét des ondelettes réside dans le fait qu’elles procurent une analyse temps-échelle, en
utilisant a la fois un facteur de translation et un facteur de dilatation (respectivement k,j dans
le cas discret). La fenétre pour I’analyse du signal peut ainsi étre translatée et < zoomée > pour
s’adapter au signal et en donner une meilleure et moins couteuse (mémoire de stockage) analyse.

8.1 Cas de H = L*(R) et des translatés dilatés
L’idée est de construire une fonction ¢ € L?(R) de telle sorte que les fonctions
Yin() = 222 — k)
forment une base orthonormée de L?(R).

Définition 8.1.1. Une base orthonormée d’ondelettes dans L*(R) est une suite de fonctions
Yk (4,k € Z) formant une base orthonormée de L?(R) et qui sont définies par

Yik(x) = 2j/21/) (ij—kr), j.k €Z
avec ¢ € L*(R).

81
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L’expression explicite de v ci-dessous est

lz+2]—1 size[-3,—1]
—|z|+1  size[-1,1]

Y(x) = lz—2/—1 sizell,3
0 sinon.
Y
2¢(4. +2) & Aw( 3)
3 -2 N2 73 x

La fonction 120 :  — 9(4x) a donc pour support [—3/4,3/4] et est formée de trois < mor-
ceaux > (ceux qui correspondent aux descriptions ci-dessus de 1) ; chaque < morceau > doit étre
tracé sur un intervalle de longueur 2/4 = 1/2. Et comme on a ¢(4x + 2) = ¥(4(z + 1/2), on
obtient le graphique bleu (12, _2) par une translation de 7 vers la gauche d’amplitude 1/2, ce
qui donne une fonction de support [—5/4,1/4].

Etudions les propriétés relatives a ces translatés dilatés, lesquelles seront exploitées par la
suite dans le processus de construction.

Propriété(s) 8.1.2. (Orthogonalité et échelles) Soit ¢» € L2(R). L orthogonalité des fonctions
Yo (K € Z) est équivalente au fait que pour tout j € Z, les fonctions v (k € 7Z) sont
orthogonales.

Preuve. Cela résulte d'un simple calcul. Pour tout j € Z et tous k, k' € Z, on a

<P hip > = 2 /R¢’ (22 — k) ¥ (2T — W) do

= /¢(2j(2‘jt+2‘jk’)—k) W(t) dt
R

= /w(t—i-k"—k) Y(t) dt
R
= <okt Y00 >
en effectuant le changement de variables t = 272 — k/. O

Lemme 8.1.3. (Condition de Riez)
Soit 1 € L*(R) et soient A, B > 0 tels que A < B. Alors les inégalités (a), (b) suivantes
sont équivalentes

2
(a) A Z len]? < ch v(.—k)|| < B Z lek|? pour toute famille finie de ¢, € C
(k) (k) 2 (k)
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too 9
b)) A< Z lw(y + 2k7r)’ < B pour presque tout y € R.

k=—o0

Rappelons que (a) signifie que les fonctions V(. — k) (k € Z) vérifient la condition de Riez.

Preuve. Notons d’abord que puisque 1 € L?(R), la suite de fonctions

N
Yy — Z ‘1[)(3,/ + 2km)

k=—N

‘ 2

(N € N)

converge dans L'([0,27]) et définit une fonction 27— périodique ¥. En effet, ces fonctions sont
intégrables sur [0, 27], forment une suite croissante et on a

or N
/ > |9+ 2km)
0 k=—N

dy =

<

N

k=—N
N

k:z—z\f/2

Z /027r

2(k+1)7

km

2(N+1)w
x/—2N7r

/R’J;(t)f dt VN €N,

On conclut avec le théoréme de Lévi (convergence monotone).
Ensuite notons aussi que l'on a, quelle que soit la famille finie de complexes ¢y,

> (. — k)
(k)

2

2

1

2

Z cke—ikz. ,&()
(k)

2

2

Qﬁ(y + 21{:77)‘2 dy

Cela étant, (b) = (a) s’obtient immédiatement. De fait, vu (b), I’égalité précédente donne

2

A Z cpe kY
(k) L£2([0,2x])

donc les inégalités (a).

=A2r) ex)* <
(k)

IN

B Z cpe kY
(k)

2m (1> cptp(. — k)
(k)

2

L2([0,27])

2

2

=B2r > ol
(k)

Montrons a présent que (a) = (b). Pour tout n € Ny et tout £ € R, écrivons les égalités

n 2

> a(.—k)

k=—n

1

2

2

/27r
0

§ : Cke—iky

k=—

n

n

2

U(y) dy

™

—Tr

2
U(y) dy

n

k=—n
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avec .
e = e k=—n....n
On obtient
2 2
n 1 U n .
2oavl=ml = oo | 12 e W) dy
k=—n 2 T lk=—n
[,
o | 2§ —y) ¥(y) dy
1 [7tE
27 )i (€ =) ¥(y) dy
1
- L / D2(€ — y)X[omm) (€ — ) U(y) dy
™ JR
1
= — (D? v
271'( nX[-m,m] * )(é)
ou

n € Ny

e sin(2n+1)/(@/2)

D, _ tkr  _
(@) g:ne sin(z/2)
est le noyau de Dirichlet. L’hypothese (a) donne donc

A@nt1) < o (Diiers #0)(6) < B@nt1) (+)

quel que soit & € R. Cela étant, les fonctions (appelées noyau de Féjer ')

sin®(nz
Fo(z) = o ZD’C(:E) - 271rn sin2((:1://22))’ n € No

restreintes a l'intervalle [—m, 7] forment une unité approchée de composition dans Llloc et leo . et
on a
1 2

Fopy1 = ————— D2
T or 2n41) m

11 s’ensuit que (*) donne
A < (F2n+lX[—7r,7T} * \I]) (g) < B.

1

Comme la suite Fopi1X[—rx * ¥ (n € N) converge dans L,

vers ¥ presque partout. On obtient ainsi finalement (b).O

vers WU, une sous-suite converge

Propriété(s) 8.1.4. Soit 1 € L%(R). Alors les translatés (. — k) (k € Z) sont orthonormés si

et seulement si
+o0

. 2
Z ’@ﬁ(y + 21@%)‘ = 1 pour presque tout y.

k=—o00

Preuve. Cela résulte de ce qui précede et du résultat 7.3.2 du chapitre consacré a des
compléments sur les espaces de Hilbert.O

1. L’expression explicite du noyau de Féjer résulte d’un calcul direct (par exemple & partir des noyaux de
Dirichlet dans lesquels le sinus du numérateur est mis sous forme d’une différence d’exponentielles; on somme
alors les termes de progressions géométriques).
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Propriété(s) 8.1.5. (Fourier et Riesz) Soit f € L?(R). Pour tout k € Z, définissons la fonction

fr par fr(x) = f(x — k), © € R. Supposons que les fonctions fi, (k € Z) vérifient la condition

de Riesz et notons H l'adhérence de leur enveloppe linéaire.
Alors h € H si et seulement s’il existe une fonction m € L?

e 2m—périodique telle que

~

h:mf

Preuve. Quelle que soit la famille finie ¢ de complexes, la condition de Riesz donne

2
A ZICH2 < chfk < B z:|0k|2
(k) (k)

(k) 2

2 —périodique. Sim(y) = S72° _ cpe v

Cela étant, d’une part, soit b = m f avecm € L? e oo

loc?
avec (cx)r € 2, I'inégalité précédente implique alors que la série Zk_foo ¢, fr converge dans
L?(R) vers une fonction G. Bien stir G € H. Montrons que G = h. En passant a la transformée

de Fourier dans la convergence vers GG, on obtient

400
Gy) = 3 o (™) dans LA(R).

k=—o00

On a aussi la convergence presque partout pour une sous-suite. Comme on a
2 Ck( zkyf ) E:Ckel

pour toute somme finie et comme la série Zgﬁ’i oo Ck e~ converge presque partout, on obtient

—+00

Z Ck (e*““y f(y)) = m(y) A(y) pour presque tout y.

k=—o0

Il s’ensuit que G = mf = h presque partout, donc G = h presque partout, donc h € H.
Réciproquement, pour tout h € H, il existe des coefficients ¢; (k € Z) formant une suite de

12 tels que
+00

h = Z Ckfk dans LQ(R).
k=—0oc0

En passant a la transformée de Fourier et avec les mémes justifications que ci-dessus, on obtient

~

h:mf

—+00

avec m(.) = > 1> ¢k e~ qui est dans L2 et est 2r—périodique. O

Propriété(s) 8.1.6. Siles fr = f(.— k) (k € Z) (f € L*(R)) vérifient la condition de Riesz et
si on définit v par R

fy)
Pl |f(y + 2km)[2
alors les fonctions p(. — k) (k € Z) forment une base orthonormée de l’adhérence de ’enveloppe
linéaire des fi, (k € Z) (notée H).

oy) =
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Preuve. On a
Z 13(y + 2km)|> = 1 pour presque tout y € R
keZ
donc les fonctions ¢(. — k) (k € Z) sont orthonormées, vu le résultat 8.1.4.
Posons
+oo
Gly) = > |f(y+2km)P.
k=—00
Comme on a R
. A .
= —, = G
v=0a / 9
avec G,1/G € Ll20C et 2m— périodiques, 'utilisation de la propriété précédente permet de
conclure. O

8.2 Etape de base pour la construction d’ondelettes a partir
d’une AMR

Pour pouvoir construire une telle base d’ondelettes, on doit donc trouver une fonction v ...
adéquate. Un procédé standard est de partir d’une analyse multirésolution ; cela sera traité dans
la section suivante. Mais auparavant, nous avons besoin encore de petits préparatifs.

Considérons une suite croissante V; (j € Z) de sous-espaces linéaires fermés de L?(R). Ils
serviront d’espaces d’approximation; plus j sera grand, meilleure sera I’approximation. Pour tout
J, notons alors W; le complément orthogonal de V; dans Vji; (W; apparait donc comme étant
un espace de compléments d’information pour passer de 'approximation dans V; a celle dans
Vj+1). Désignons enfin par P; la projection orthogonale de L?(R) sur V; et par Q; la projection
orthogonale de L?(R) sur W;. On a donc P;f = 0 pour tout f orthogonal a V; et P;f = f pour
tout f € V.

Propriété(s) 8.2.1. (Lien entre les opérateurs P; et QQ;) Pour tout j € Z et tout k € N on a
(UPiroP; = Py (2) ProPyx = Py et (3) Q= Pyi— P

Preuve. Soit f € L?*(R).
(1) Comme Py, f = f si f € Vi, on a Py (Pj(f)) = P;(f) puisque Pj(f) € V; C Vjji.
(2) Par définition d’un projecteur orthogonal, on a

[ = Pju(f)+g avec g orthogonal a Vi

donc
Pi(f) = P (Piwk(f)) + Pi(9) = Pj (Pj1x(f))
puisque V; C V)i et que g est orthogonal & Vj .
(3) Par définition d’un projecteur orthogonal, on a

[ = Pia(f)+yg

ou g est orthogonal a V1. Ecrivons ensuite

[ = Pia(f) = B(f) + B(f) + g
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On a Pj(f) € Vj, donc Pj(f) est orthogonal a Wj;; comme g est orthogonal a Vjii, il Pest
aussi & W; vu que W; C Vji1. Des lors Pj(f) + g est orthogonal a W; et pour conclure que
Qj = Pj41 — Pj, il suffit donc de démontrer que Pj41(f) — Pj(f) appartient a Wj.

C’est bien le cas car d’'une part Pji(f) — Pj(f) € Vj41 et d’autre part Pj1(f) — Pj(f) est
orthogonal a Vj; de fait en utilisant la décomposition de Pj;1(f), on a

Pii(f) = Pi(Pj+(f) +g

avec g orthogonal a Vj et Pj(Pj+1(f)) = Pj(f) comme établi en (2); des lors Pj1(f)—Pj(f) =g
est bien orthogonal a V;. O

Lemme 8.2.2. (1) Pour tout f € L*(R), la suite

Z IQ;(N)IF NeN

converge vers une limite finie; on en déduit que la suite

N
3 @) Nen

converge dans L*(R).
(2) Pour tout f € L*(R), les suites

Bi(f), GeN) et P;(f), GEN)

convergent dans L*(R).

Preuve. Notons d’abord que si j, j' € Z different, alors W; est orthogonal & Wy car si j < 7/,
on a V; C Vi et Wy est orthogonal a Vj. Dés lors si on démontre la premiere partie de (1), on
aura la seconde.

Et de méme si j < k alors W}, est orthogonal a Vj.

(1) Cela étant, pour tout N € N, de 1’égalité (cf (2) de la propriété 8.2.1)

N
Pyia(f) = Px(£)+Qn(f) = ... = P.n(H)+ > Q(f)
j=—N

on tire

1Px1(DIF = PN (I + Z 15 (NI

j=—N

donc

Z 1Q;(HI* < IIPx41(HI* < IfI1%

On en déduit que les suites

Z IQ;(II*, N eN,

j=—N
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ZHQJ AHI’, NeN

et
Z 1Q;(NHI>, NeN

sont croissantes et majorées, donc convergent.
(2) Pour tous entiers p, g tels que ¢ > p, on a aussi (cf (2) de la propriété 8.2.1 et 'orthogo-
nalité de W)

1P (f) = Py(NIP = ZHQ; HIZ

Les suites de I’énoncé sont donc de Cauchy dans L? (R) et par conséquent elles y convergent. O

Propriété(s) 8.2.3. (1) On a
lim Pi(f) = f

Jj—+oo

pour tout f € L?(R) si et seulement si

U = 12®).

=

(2) On a
lim Pj(f) =0

j——00
pour tout f € L*(R) si et seulement si
M V; = {o}).
JEZ

Preuve. (1) 1l est évident que si limj_, oo P;(f) = f pour tout f € L*(R) alors UjezV; =
L3(R).

Montrons la réciproque. Soient f € L*(R) et ¢ > 0. Il existe donc J et f; € V; tels que
lf — fs]l < e et ainsi, pour j > J

If = BOI = [f = fr+ fr =Pl

< Wf=fall+11fs = Pi(H)l
= |f = LI+ 1P(fr) = B ()l
< 20f—=fil £ 2

et on conclut.

(2) 11 est évident que la convergence des projections implique que I'intersection est réduite au
seul élément 0 car si f appartient a cette intersection alors P;(f) = f pour tout j et on conclut.

Montrons alors la réciproque. Supposons donc que l'intersection des V; soit réduite a I’espace
trivial et prenons f € L?(R). Vu le lemme 8.2.2, on sait que la suite Pj(f) (j € Z) converge
quand j — —oo. Sa limite g est nécessairement nulle : de fait, pour tout J, on a P;(f) € Vy
lorsque j < J donc la limite (sur j — —oo) g appartient aussi & V; puisque cet ensemble est
fermé. Ainsi g est dans U'intersection de tous les V; et est donc nul. O
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8.3 Construction a partir d’'une AMR

Donnons a présent la définition d’une analyse multirésolution.

Définition 8.3.1. Une analyse multirésolution de L?(R) est une suite croissante de sous-espaces
linéaires fermés V; (j € Z) de L*(R) telle que
1. NjezV; = {0}, UjezV; est dense dans L*(R)
2. les espaces V; sont reliés par des dilations diadiques, c’est-a-dire Vj € Z on a f € V; &
f(2.) € Vi
3. Vi est invariant par translations entieéres, c’est-a-direVk € Zona f € Vy < f(.—k) € Vo

4. Despace Vg est engendré par les translatés d’une seule fonction : il existe g € Vg tel que
les g(. — k) (k € Z) forment une base de Riesz de V.

Remarquons aussi que la troisieme condition énoncée dans la définition est bien str vérifiée
lorsque la quatrieme l’est.
Rappelons aussi que la fonction ¢ de L?(R) définie par

_ 9(y)
W = 2 [9ly + 2km)|?

)

est telle que les translatés p(.—k) (k € Z) forment une base orthonormée de V. Vu la définition de
I’analyse multirésolution on obtient aussi que pour tout j € Zj, les fonctions 27 / 2p(20.—k) (k€ Z)
forment également une base orthonormée de V;.

Remarque 8.3.2. e La propriété (2) d’une analyse multirésolution est équivalente a

Vik€ZonafeV; < f(28) € Vi

e Les propriétés (2) et (3) d’une analyse multirésolution impliquent que si f € Vi alors quel que
soit j, la fonction x — f(2/x — k) appartient a V; pour tout k.

Preuve. o De fait, si k € N, alors, de proche en proche, on obtient
fEV, & f2)eVin & ... & f(2") €V
et si k est négatif, en utilisant ce qui précede avec —k, on obtient
fER) eV & fR) =) eV

e Si on définit g par g(x) = f(2/z — k) alors g € V; si et seulement si g(277.) € V. Comme
on a g(277z) = f(x — k), on conclut. O

A présent, montrons comment on construit une base orthonormée d’ondelettes & partir d’une
analyse multirésolution (AMR). Faisons un premier pas et notons bien la propriété suivante,
obtenue grace a ce qui a été fait dans la section 8.2. Nous reprenons les notations installées dans
celle-ci.
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Propriété(s) 8.3.3. Soit V; (j € Z) une analyse multirésolution de L?(R). Pour tout f €
L?(R), on a

+oo
Z Q;(f) dans L*(R)

j==o00

et

IF1I1* = E:HQJ )%

]7—00

Preuve. Soit f € L?(R). Pour plus de justification, nous renvoyons & la preuve du lemme
8.2.2. Pour tous les entiers j, J tels que j < J on a

Pi() = P+ 3 Qi)
k=

Comme on a une analyse multirésolution, la propriété 8.2.3 donne

lim Pj(f) = 0 et lim Py(f) = f.
Jj——00 J—+00
On obtient donc immédiatement la premiere égalité de convergence annoncée. Quant a la se-

conde, elle est alors immédiate puisque les fonctions Qi (f) (k € Z) sont orthogonales entre elles.
O

Notons alors que pour tout j, 'image de L?(R) par Q; est W; et établissons la propriété
suivante (d’ailleurs directe), un deuxiéme pas.

Propriété(s) 8.3.4. Soit V; (j € Z) une analyse multirésolution de L*(R). Si1) est un élément
de L?(R) tel que les fonctions (. — k)(k € Z) constituent une base orthonormée de Wy, alors
pour tout j € Z, les fonctions ¢ x(.) = 20/%4(27. — k) (k € Z) constituent une base orthonormée
de Wj.

Vu la propriété 8.3.3, on en déduit alors que les fonctions
ix() = 2929 (2.~ k) j ke
forment une base orthonormée de L?(R).

Preuve. Notons tout d’abord que vu les propriétés (2) et (3) d’'une analyse multirésolution,
les fonctions 1 (k € Z) appartiennent a W; quel que soit j. De fait, d'une part puisque 9 €
Wy C Vi la fonction ¢* définie par ¢*(z) = 1(z/2) appartient a Vj et par conséquent la fonction
x> * (27 e — 2k) appartient & Vj11 quel que soit k. Comme on a ¢*(2/ Tz —2k) = ¢ (272 — k),
on a donc ¥ € Vj41 quel que soit k. D’autre part, on a

<t f> = 2j/2/1/)(2jx—k)()da: = 2 J/2/¢ F(27i(t +k)) dt.
R

Cela étant, si f € Vj alors la fonction z + f (279x) appartient & Vg donc aussi la fonction
r = f(279(x + k)). Comme 1) est orthogonal & tous les éléments de Vj, le produit scalaire
précédent est nul.

Par ailleurs, les fonctions ¢ x(.) = 27/2¢(27. — k) (k € Z) sont bien orthonormées. De fait, un
changement de variable naturel montre qu’elles sont de norme 1 et orthogonales pour une échelle
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fixée. Pour des échelles différentes, il suffit de se rappeler que les espaces W; sont orthogonaux
et que ;1 € W; pour tous j, k.

Il reste ainsi & montrer que les fonctions ;1 (.) = 2//2¢(27. — k) (k € Z) forment bien une
base de Wj. Soit donc f € Wj. On a f € Vj41 donc g(.) = f(277.) € V4. La fonction g est aussi
orthogonale a Vi comme on le voit avec un changement de variable naturel et en utilisant le fait
que f est orthogonal a V;. On a donc g € Wy et par conséquent

+oo
glx) = > <g(—k)> -k dans L*(R)

k=—o00

donc aussi

+oo
g(2z) = f(z) = Z < g, (. —k)> (2z —k) dans L*(R)

k=—o00

et on conclut. O

Le travail qui reste a faire est alors clair : construire une telle fonction ¥ a partir d’'une
AMR. Ce sera le troisieme et dernier pas. Une telle fonction i est appelée l’ondelette meére
ou simplement [’ondelette et encore mother wavelet.

Propriété(s) 8.3.5. Soit V; (j € Z) une analyse multirésolution de L*(R). On reprend les
autres notations de cetle section.
e [l existe une fonction localement de carré intégrable et 2m— périodique myq telle que

?(2y) = mo(y) @(y) pour presque tout y.

e La fonction i définie par N S
V(2y) = e Ymo(y +7) o(y),

est telle que les fonctions V(. — k), k € Z, forment une base orthonormée de Wy.

Preuve. Procédons par étapes.
Etape 1

On construit ¢ a partir de g (cf la propriété 8.1.6 et le rappel en-dessous de la définition
d’une analyse multirésolution). On a donc les fonctions ¢(. — k) (k € Z) qui forment une base
orthonormée de V.

Cette fonction ¢ est appelée [’ondelette pére ou encore la fonction d’échelle (les termes utilisés
sont en fait father wavelet and scaling function). Cette appellation va prendre tout son sens vu
les relations que l'on va obtenir a I’étape 2.

Etape 2
On construit le filtre associé a ’analyse multirésolution, noté mg, de la maniére suivante.

Comme ¢(./2) € Vo1 C Vp et que les fonctions ¢ r(.) = (. — k) (k € Z) forment une base
orthonormée de Vj, on a

+oo
p(@/2) = Y <¢(/2),00k > wor(x) dans L*(R)

k=—00

donc
400

20(2y) = > <o(/2), 00k > e E(y)

k=—o00
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dans L?(R) et presque partout pour une sous-suite. On continue alors comme dans un autre
résultat (cf 8.1.5) : comme la suite < ¢(./2), 0% > (k € Z) est un élément de 2, la fonction

1 X :
mo Y g Z <p(./2), 00k > e kY

k=—o00

2

joes €St 2m—périodique et on a aussi la convergence presque

est définie par une convergence dans L
partout. On obtient ainsi

?(2y) = mo(y)@(y) pour presque tout y.

Cette égalité est appelée relation d’échelle (ou encore scaling relation).

Notons aussi que cette relation d’échelle associée au fait que les fonctions ¢(. — k) (k € Z)
sont orthonormées donne

“+o00
1= ) [@(2y+ 2km)?

k=—00
+00

= Y |moly+kr) By + k)|

k=—o0
+o0 +oo

= Y Imoly) By +2km)F + D |moly + 2k + 1)) By + (2k + 1)m)?

k=—00 k=—o00

= |mo()* + |mo(y+ )

Etape 3
Caractérisons 'appartenance a Wy en termes de transformation de Fourier et de fonctions
2w — périodiques. Montrons que

feWy, <« 3PelL}l, - périodique tel que J?(2y) = e WP(y)moly + ) (y).

Plusieurs développements doivent étre faits. Allons-y.

Une fonction f appartient a V; si et seulement si f(./2) appartient a V donc si et seulement
s’il existe m € L120c et 2mr—périodique tel que

—_— ~

FC/2y) = 2f(2y) = m(y)(y) pour presque tout y

(mémes développements que précédemment, cf la propriété 8.1.5). Par ailleurs, une fonction f
est orthogonale & Vj si et seulement si f est orthogonal & ¢(. — k) pour tout k.

Il s’ensuit que f appartient a Wy si et seulement s’il existe m € LZQOc et 2mr—périodique tel
que

~

f(2y) = m(y)P(y) pour presque tout y
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et, pour tout k,

1 ~ g
0 =<fiol.—k)> = — <fe™*g>

2w
1 ~ i1

= - <f@)eer) >
1 .

e ; < m@, e zk2m0§5 >
1 ~

_ 1 / 2 m(y) mo(y) |3(w)* dy
™ JR
1 27’[’ . +OO

- - / M my)mo(y) > 1By + 2im)|* dy

0 .

Jj=—00

SYERSp-

| (miymel) + m(y + oty + 7)) dy
0

Comme la fonction y +— m(y)mo(y) + m(y + m)mo(y + 7) appartient a Li . (et méme & L?
puisque my est borné) et est T—périodique les égalités

/07r o2iky (m(y)mo(y) +m(y+w)m> dy = 0 Vk

sont équivalentes a

m(y)mo(y) + m(y + 7)mo(y + ) = 0 pour presque tout y € [0, 7). (%)

Si y est fixé, on peut voir la relation précédente comme étant une équation linéaire en les
deux inconnues m(y) et m(y + 7). Comme

1= |mo(y)* + |mo(y + )|

on obtient donc que m vérifie 'égalité (*) ci-dessus si et seulement s’il existe ¢(y) € C tel que
m moly +7
m(y + ) —mo(y)

cly) = m(y)mo(y +m) — m(y + 7)mo(y).

2
loc

avec

Procédons alors par analyse-synthese. Si m € L7 est 2r—périodique et vérifie (*) alors on a

m(y) = c(y) mo(y + m) pour presque tout y € [0, 7]

et
m(y) = m((y—m)+7) = —cly—m)mo(y —7) = —cly —7)mo(y + )
pour presque tout y € [, 27] donc finalement

m(y) = (m(y)mo(y +7)—m(y+ W)mo(y)) mo(y + m) pour presque tout y € [0, 27].

Si on pose
P(y) = ¢ (my)mo(y + ) = m(y +mmo(y))
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alors P est m—périodique et dans L120c et on a

m(y) = e ¥ P(y)mo(y +m) pour presque tout y € [0, 27].
Et réciproquement, si P est m—périodique et dans leoc alors la fonction m définie par

m(y) = e % P(y)mo(y + )

2

i et est telle que

est 2mr—périodique, appartient a L

m(y)mo(y) + m(y + m)mo(y +7) = 0 pour presque tout y € [0, 7).

Etape 4 Nous arrivons enfin a la construction d’une base orthonormée de Wy sous forme de
translatés entiers d’une seule fonction . Vu la caractérisation

feWs & dPe L%OC, m — périodique tel que f(Zy) = e W P(y)mo(y + ) o(y),

le fait que I'on doit avoir ¢ € V; et les résultats qui précedent (liens entre Fourier et base de
Riesz notamment), il semble naturel de définir ¢ par

D(2y) = e Vmoly + ) B(y).

Comme ¢ € L? et comme myg est borné, la fonction 1 est donc bien définie et appartient & L2.
Montrons donc que les fonctions ¢(. — k) (k € Z) forment une base orthonormée de W.

D’une part ces fonctions sont bien normées car (calculs maintenant habituels, utilisant 1'or-
thonormalité des translatés de )

ol — )2 = /R W — B2 de = /R (@) da
= 5 [ 19w ay
/ D(20)[? di
R
[ Imote+ w0 d
R

2
/ Imo(t + m)|? dt
0

(/Ow|m0(t+7r)\2 dt + /7r27r|mo(t+7r)|2 dt)
/0W|m0(t+7r)\2 dt + /Ow\mo(t)\2 dt)

s

(|mo(t + m) 2 + [mo(t)[?) dt

S—

e N e N e e
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et orthogonales car (cf la propriété 8.1.4)

+oo N 9
S ‘1/)(2y+2k7r)‘
k=—o0
“+00
= Y |mo(y+kr+ 1) |3y + k)
k=—o0
+oo
= Z Imo(y + 2km + ) |* |5y + 2km) |
k=—0o0
+o0
+ ) moly + 2k + Dr + )@y + (2k + 1))
k=—o00
—+o00 —+00
= D Imo(y+m)P 1By +2km) P+ D Imow)]® 1By + 7 + 2km)
k=—o0 k=—0o0
Imo(y +m)* + [mo(y)[?
= 1.

Cela étant, d'une part pour tout entier k£ on a

—

U —k)(2y) = e M P2y) = e T eV mo(y + ) B(y)

donc, vu la caractérisation des éléments de Wy, on a bien ¥ (. — k) € Wy, car y — e 2 est m—
périodique et leoc. Il s’ensuit que I’adhérence de ’enveloppe linéaire de ces translatés est dans
Wy, espace vectoriel fermé.

D’autre part, encore vu la caractérisation de Wy, si f € Wy, il existe P € L
périodique tel que (cf 8.1.5)

2

lOC et m—

o~

f2y) = P(y)v(2y)
donc R R
fly) = P(y/2)¢(y)

donc (cf 8.1.5) f est dans I'adhérence de I’enveloppe linéaire des translatés de i puisque y +—
P(y/2) est dans L? . et 2r—périodique.

Finalement, on a obtenu que Wy est ’adhérence de 1’enveloppe linéaire des translatés de
(orthonormés!), donc on conclut.

d

8.4 Construction d’'une AMR a partir d’un pere

La section précédente contient la définition d’une analyse multirésolution ainsi que la construc-
tion standard d’une base orthonormée d’ondelettes a partir de celle-ci.

Il est donc important de pouvoir construire des analyses multirésolutions. Une méthode
standard consiste & partir d’une fonction g de L? dont les translatés entiers vérifient la condition
de Riesz et de définir les V; de la maniere suivante :

Vo = span{g( k) :k€Z) et V; = {f € L*R):f(279) eV} (j€ o).
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Dans ces conditions, la suite V; (j € Z) est une suite de sous-espaces vectoriels fermés de L?
qui vérifient la condition (2) pour étre une analyse multirésolution. De fait, quel que soit j, par
définition on a h(.) = f(2.) € Vj11 si et seulement si h(27771.) = f(279.) € Vj; et par définition
encore f(277.) € V signifie que f € V.

Bien sir, la condition (3) est également satisfaite, ainsi que la (4).

Ainsi, pour vérifier que la suite V; (j € Z) constitue bien une analyse multirésolution de
L?(R), il suffit de trouver des conditions pour que

Vi C Vit

pour tout j et que L
UV = I2®), et [V; = {0}
jEZ JET
La proposition 8.4.2 qui va suivre donne des conditions sur ¢ (construit a partir de g par

< orthonormation ») pour avoir ces propriétés. Avant de I’énoncer et de la démontrer, établissons
tout d’abord un lemme technique qui s’avérera tres utile.

Lemme 8.4.1. Pour toute fonction f € D(R) et pour tout j € Z on a

+OO =~ . J— .
BOF = 5 3 | T2 T+ 22mky3ey + 2mk) dy
= 5 [ Fwee i Fwae T i + B)
Ri(f) = i Z / fly iy) Fly + 2027k)3(2 7y + 27k) dy
[ ——re
et

Preuve. Puisque les fonctions ¢;  (k € Z) forment une base orthonormée de Vj, on a

400
Pi(f) = Z < f,ojk > pjr dans L2(R)
k=—00
et
15 (f Z < frik >|2.

k=—00

Cela étant, explicitons chaque terme de cette série. Quel que soit k € Z, on a
Girly) = 2792 W2 R G2 y)

et par conséquent

1
< f[,pjk> = ?<f%k>
2—3/2 o
= /f RS2 y) dy
2*3/2 Ptin

— —zQJk +1
= 5 /0 Y ny+23 Im) 3277y + 2xl) dy.

l=—0c0
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Les complexes V27 < f,¢;r > (k € Z) sont donc les coefficients du développement en série
trigonométrique de Fourier de la fonction 27+ 7 —périodique

—+00
My oy Y fly+2r) G2y + 2rl);
l=—00
il s’ensuit que
1 2
155 (f Z < froin >I 5 1Millz2 (0 05+1))
k=—o00

Explicitons cette norme pour faire apparaitre le membre de droite de I’égalité de ’énoncé. Par
une succession de développements naturels, on a

||Mj||332([072j+17r])
= < Mj,M‘ >L2([0 2i+17])

+oo  +oo 2i+1,

= > ) / Fly+ 27 Um) (27 7y + 2rl) fly + 27 pm) B(2 7y + 27p) dy
l=—00 p=—00
+oo +oo 20+ (14-1)7 A - ‘ ‘ - '
= /2 " P(279t) f(t — 27w + 2 pr) §(279t — 21w + 27p) dt
l_—oop——oo I
+oo +oo 29+ (14-1)7 ,\ - ‘ - '
= / P(279t) f(t + 27 pm) (279t + 27p) dt
l*—oop* o0 /29T
— Z /f B(279t) f(t + 2 pm) P27t + 2mp) dt.
p=—00

On peut donc conclure pour les premieres égalités.
Il reste & montrer que

lim R;(f) = 0.

Jj—+oo

Comme @ est borné, on obtient déja

|R;(f)] < C Z /‘f ny+2ﬂ27rk dy.

k=—o00, k0

Ensuite, comme .]/C\ € S (S est I'espace de Schwarz, c’est-a-dire des fonctions a < décroissance > ra-
pide), quel que soit N € N, il existe Ry > 0 tel que

f(y)( < Ry(A+y)™N WyeR
Ainsi, on obtient

+oo
1
< - .
L= O Zk;ﬁo/ 0+ )™ (0 Iy 22ak) o

En utilisant I'inégalité

1 < 1+ |al

., Va,beC
Ttla+d] = 1+ °
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on obtient ensuite

(1+[yh™
B < OxCu Y Ix —dy
o s Je (L TDY (1 + 272k
+oo
(14 [y)™
< CnCuy / dy.
2 e T WY @2

Ainsi, en prenant M = 2 et N = 4, on a finalement

+oo
. 1 1
R,(f) < C*27% /dy
g kz;,#ow e (L1 )2

et par conséquent
lim R;(f) =

Jj—+oo

Proposition 8.4.2. (1) On a
V;C Vi1 Vi €Z <« Img 21 — périodique et dans L3, telle que $(2.) = mo(.) 7(.).

2) Si © est continu en 0 et si V; C Vi1 pour tout j, alors
J J

(8) On a toujours

NV = {0}

JEZ

Preuve. (1) Vu la définition des Vj, on vérifie directement que V; C Vj41 pour tout j si et
seulement si V_; C Vp. De fait, bien stir on a V; C V41 pour tout j implique V_; C Vj. Et
réciproquement, on a f € Vj si et seulement si f27 971y eV ;deslorssi Vg C Vpetsi f € Vi,
alors f(27771) € V_; C Vp clest-a-dire f € Vjy.

Cela étant, supposons avoir l'inclusion. On a alors ¢(./2) € V_; C Vj donc il existe une
fonction m, 2w—périodique et L? . telle que m = 2p(2.) = m @ car les transaltés de ¢
forment une base orthonormée de Vj.

Réciproquement, si f € V_q, /al&rs f(2.) € Vy donc il existe une fonction m qui est 27—

périodique et dans L? _ telle que f(2.) = m@ donc 2f(y/2) =m(y)p(y). Des lors

2f(y) = m(2y)3(2y) = m(2y)mo(y)B(y)

avec y — m(2y)mo(y) 27— périodique et dans L? ~puisque mq est borné. Il s’ensuit que f € Vj.

loc
(2) Rappelons que la propriété 8.2.3 affirme que I'union des espaces V; est dense dans L*(R)
si et seulement si lim;_, 1o Pj(f) = f quel que soit f € L?(R).
Cela étant, pour tout j, avec f € D, le lemme 8.4.1 donne

1RO = 52 [ |[Fwf [pen] a + R
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avec

~

Ri(f) = 2i Z / fly ) fly +272rk)p (27 y + 27k) dy.
k=—00, k#0

Comme lim;j_, o R;(f) = 0 alors on peut conclure. De fait, si on a la densité, alors
i (1m0 - L o] e ) =
J—+00

11 = 5 tim [ [Fo] [l dy = 2O 1117

27r j—r4o0

implique

quel que soit f € D. En prenant f # 0, on obtient |p(0)| = 1. Et réciproquement : si |p(0)| =1
alors

. A 2 _ 2
i [BO)IP = 17
quel que soit f € D. Comme P;(f) et f — P;(f) sont orthogonaux, on a

125 (F) = fI7 = 1A = 12 ()P

donc aussi

lim Pi(f) = f

j—+oo

quel que soit f € D. Mais on a encore ce résultat pour tout f € L?(R). En effet pour tout ¢ > 0,
il existe f € D tel que

=7l <
Des lors
1B =1 = |Ph B+ P - F+T— 4|
< e =+ een =1+ 7=
< e+l -7

ce qui permet de conclure.

(3) Soit f un élément de I'intersection de tous les espaces Vj, j € Z. Cela étant, pour tout
e > 0, il existe f € D(R) tel que

Jr-] < -
Pour tout j, on obtient alors
1Al = 1B = | =B+ B
< ||Bw - B + [P
< |r= 7+ |z
S Ll

On va montrer que
lim ||P;(7)| = 0

Jj——00
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donc on aura
Ifll <e Ve>0

et on pourra conclure que f = 0. )
Soit R > 0 tel que [—R, R] contienne le support de f. Par construction des Vj, pour tout j,
les fonctions ;1 = 27/2p(27. — k) (k € Z) forment une base orthonormée de V; donc on a

Explicitons :

IN

o
o
T
no
g
A/~
—
5y =
5

o

<

8

|
=

QU

=
~
no

I IA
pr— [\&]
kﬁ S,
e
DO
)
+
? 8 \l\
H 8
5.
ES
<
=
)
&

I
T

2 —+00 27 R+k )
2R ) / lp(t)[* dt.
© ke —2J R+-k

Cela étant, si on prend j assez petit pour que les intervalles [—27 R+ k, 2/ R+ k] ne s’intersectent
pas (par exemple j < J avec 2/ R < (1/2)) et si on définit les ensembles S; par

—+o00
Si = |J [-¥R+k2R+E
k=—o00

on a

+oo 29 R+k ) )

> [ el d = [l

oo ) —21 Rtk R

Comme

lim s, (t) = 0

]*}OO

pour presque tout ¢ et comme ¢ € L2, le théoreme de Lebesgue donne

tim [ [o(0) s, (0) dt = 0.

j—)OO

En reprenant la majoration

+o0 J
ol < I 20 35 20 e an = A 20 f o0 xso0 0
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on obtient donc bien finalement que
lim Hpj(f)H ~ 0.

Jj——00

Rappelons que mg est appelé filtre et que la relation
[3(2) =mo() 3()]

est appelée relation d’échelle (scaling relation).

8.5 Exemples de constructions a partir d’une AMR

8.5.1 Les splines

Cet exemple inclut la base classique de Haar.
Pour n = 0, on définit V{ par

Vo = {f¢€ L*(R):Vk € Z, f = constante sur [k, k + 1}
et pour n € Ny,
Vo = {fe L*R): f e C""YR) et Vk € Z, Sk 1y = polynome de degré <n}.

On pose aussi
g = X, *---*X0,] -

n+1 facteurs

Exercices
(1) Montrer que g et les espaces V; (j € Z) définis par

V; = {feLl*R:f(277) eV}
forment une analyse multirésolution de L?(R).
(2) Déterminer my.
8.5.2 Les ondelettes de Littlewood-Paley

Soit une fonction § € C(R) & support compact, & valeurs dans [0, 1], paire, égale a 1 sur
[—27/3,27 /3], nulle sur le complémentaire de [—47 /3,47 /3] et telle que 6%(z) + 6?(27 — ) =1
pour tout x € [0,27]. On définit

1 +
= —Fto
g 27rf,

Vo comme I'adhérence de 'enveloppe linéaire des g(. — k) (k € Z) et pour tout j € Z,
V, = {feL*R): f(277.) € Wo}.

Exercice
Montrer que g et les espaces V; (j € Z) définis par

V; = {feL’R): f(277.) e Wi}

forment une analyse multirésolution de L?(R).
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8.5.3 Les ondelettes de Shannon (ou plutot ’analyse multirésolution de Shan-
non)

Cet exemple est bien stir a rapprocher de ’analyse des signaux bornés en fréquence de
Shannon-Nyquist.
Pour tout j € Z, on définit V; par

~

Vi = {feLZ(R) + supp(f) C [—Qj”’zj”]}

ou supp(g) désigne le support de g et f désigne la transformée de Fourier négative de f. On
définit aussi le sinus cardinal normalisé sin, par

sin(mrz) .
sing(xz) = T siw#0
1 sizx=0

Exercices

(1) Montrer que les espaces V; (j € Z) sont fermés et que les translatés entiers de ¢ := sing
forment une base orthonormée de Vj.

(2) Montrer que les espaces V; (j € Z) forment une analyse multirésolution de L?(R).

(3) Montrer que dans L?(R), on a

2 +oo (71)]C
™

9 — 2% — 1
TR )

p(x) = p(22) +
k=—o00
Suggestion : Poser F(z) = ¢(x) — ¢(2z). Déterminer la transformée de Fourier de cette fonction et la développer en série

trigonométrique de Fourier. Comparer avec la transformée de Fourier de la série du second membre.

(4)) Déterminer my.

8.5.4 Les ondelettes de Meyer

Voir le pdf en annexe.

8.5.5 Illustrations

Voir les pdf en annexe.

8.6 Construction d’'une AMR a partir d’un filtre; exemple des
ondelettes de Daubechies

8.6.1 Recherche de conditions nécessaires sur le filtre

Dans la section précédente, la proposition 8.4.2 donne des conditions sur une fonction ¢ €
L2(R) telle que >72>° (. + 2km)|2 = 1 pour que les Vj (j € Z) que 'on définit & partir d’elle
(comme expliqué précédemment) forment une analyse multirésolution (donc des ondelettes).

Vu ce qui précede, il est clair que la fonction d’échelle ¢ (pére des ondelettes) est fortement

reliée au filtre mg puisque
P(2.) = mo(.)@(.).

Notons que si cette égalité est vraie en 0 et que ¢(0) # 0 alors

mo(0) = 1.
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On peut en fait obtenir ¢ a partir de mg, comme le montre la propriété suivante. Les hypotheses
sont naturelles si on se souvient de la proposition 8.4.2.

Propriété(s) 8.6.1. Si o est continu en 0 et tel que (0) = 1 alors
= H mo(277y)  pour presque tout y.

Preuve. Pour tout J € Ny, on a

J
U Y\ ~ (YN Y Y\ ~
Pl = mo(3) 2(3) = mo(3) mo () 2(5) = = Hme @) 27
Un passage a la limite sur J et I'utilisation de I’hypothese donne immédiatement le résultat.O

Examinons & présent I'égalité >/ °° _|p(y + 2k7)[? = 1 (orthonormalité des translatés de
©) : elle implique une égalité faisant intervenir uniquement le filtre mg comme on peut le voir
ci-dessous.

Propriété(s) 8.6.2. Soit p € L*(R) tel que S/ °° _|4(. + 2km)|? = 1 pp. Si mo, fonction

2m-périodique et L? vérifie
P(2.) = mo()a(.)

loc

alors
|m0(y)]2 + |m0(y+7r)]2 = 1 pour presque tout y.

Preuve. De fait, on a successivement

“+o00
L= Y [p(2y + 2km)[?
k=—00
400
= D Imoly + k)P [y + k)
k=—00
+oo +o0o
= > Imoly+2km)P @y + 2km) > + Y [moly + (2k + Dm)? [2(y + (2k + D)) ?
k=-o00 k=—o0
+00 —+o00
= |mo)* > @y +2km)* + Imo(y+m)* D @y + 7+ 2km)
k=—o00 k=—o0

= Imo)* + Imo(y +m)I*.

Cela étant, la régularité de la fonction d’échelle et de ’ondelette mere est aussi fortement liée
a une factorisation précise du filtre. En effet, notons déja que si $(0) # 0 alors la relation d’échelle
(si valable en 0) donne mg(0) = 1. Vu I’égalité de la propriété 8.6.2, on obtient mg(m) = 0 (pour
autant, bien str, que I’égalité soit vraie en 0). Si le filtre possede de bonnes propriétés, cela
implique qu’on peut le factoriser comme suit

mo(y) = (1+€")L(y)

ou L appartient a L%OC et est 27m-périodique?. On a en fait la propriété suivante.

2. Penser a poser z = e'¥ et a repasser a des polynémes ou des séries de puissances
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Propriété(s) 8.6.3. Soient ¢ et 1) respectivement un pére d’ondelette et une ondelette meére.
Sip € Cpy(R), si D'y est borné sur R quel que soit 1 =1,...,m et s’il existe une C,e > 0 tels
quel |[9(z)], |o(x)| < C(1+|z|)~™ 17 alors il existe une fonction L qui est 2m-périodique et qui
appartient a Cp,(R) telle que

1+ e\
m) = (F5) 0 L) wer

Preuve. COMPLETER (voir par exemple I. Daubechies, Ten lectures on wavelets.) O

8.6.2 Construction a partir d’'un < bon > filtre

Commencons par examiner ce qu’il en est de la convergence du produit infini des dilatés

d’une fonction périodique et L%OC, cf la propriété 8.6.5.

Proposition 8.6.4. Soit mgy une fonction 2mw-périodique qui vérifie
imo(y)|> + |mo(y+7)|> = 1 pour presque tout y.

Si le produit infini
+oo )
H mo(277y)
j=1

converge ponctuellement pour presque tout y alors sa limite appartient a L*(R).

Preuve. Le résultat est du a Stéphane Mallat et une preuve peut aussi étre lue dans le livre
Ten lectures on wavelets d’I. Daubechies (Chapitre 6).

Remarquons que I’égalité vérifiée par mg implique que cette fonction est bornée, donc est
localement intégrable et de carré intégrable. O

Vu la proposition 8.4.2 on pourrait alors penser que si, en plus mg(0) = 1 alors la fonction

o définie par

“+oo
3y) = [[mo277y)
j=1

est un pere pour une analyse multirésolution. Il n’en est rien ... comme le montre le cas de
1 + €f3iy
mo(y) = 9

(cf I. Daubechies page 177) : les translatés de ¢ ne vérifient pas la condition de Riesz.

Ci-dessous figure un résultat de S. Mallat et I. Daubechies (chacun ayant prouvé le résultat
séparément avec une condition suffisante différente) donnant des conditions suffisantes sur le
filtre pour qu’effectivement on obtienne, cette fois, une fonction ¢ ad hoc pour construire une
analyse multirésolution.

Proposition 8.6.5. Soit mg une fonction 2m-périodique, C(R) et telle que
mo(0) = 1, |mo(y)[* + |mo(y +m)|* = 1 pp.
Si (Mallat)

inf |m > 0
|y|27r/2‘ o)
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ou st my se factorise comme suit (Daubechies)

mo(y) = (“;eiy)NL(y)

ot N € Ny et ou L, 2m-périodique, dans Coo(R) vérifie sup,eg |L(y)| < oN=1/2 qlors la fonction
© définie par

+oo
o) = [[mo277y)
j=1

appartient a L*(R), est telle que les fonctions o(. — k) (k € Z) soient orthonormées, vérifie la
relation $(2.) = mo(.)p(.), Uégalité $(0) =1 et p € Co(R).

8.6.3 Les ondelettes d’Ingrid Daubechies
Description générale

L’algorithme de calcul des transformées (discretes) utilise les coefficients du filtre (puisque
c’est le filtre qui permet de passer d’une échelle a 'autre). Comme celui-ci est défini par

1 +o00 ik
mo y’_>§ Z <90('/2)7900,k>e s
k=—o00
il est réduit & une somme finie lorsque le pere ¢ est a support compact. Nul besoin donc de
faire des < coupures > pour la programmation. Notons que si le pere est a support compact, il
en est de méme pour les ondelettes, vu leur définition. En guise d’illustration, voir les quelques
développements dans la section 8.7.

C’est Ingrid Daubechies (Belge qui fait carriere aux USA, dans de prestigieuses universités)
qui a trouvé la construction qui va suivre (fin du siecle dernier). L’histoire est d’ailleurs assez
amusante (& raconter de vive voix). Ajoutons que le systéme de cryptage des empreintes digitales
et de nombreux autres systéemes sont basés sur les travaux de Daubechies.

Cherchons donc comment construire un pere d’ondelettes ¢ (scaling function) a partir de
< bons > filtres de telle sorte que ¢ soit a support compact.
Un résultat < clef > est le suivant.

Propriété(s) 8.6.6. Soit I'(y) = 224:]\, cre” ™ tel que T(0) =1 et M,N € Z, N < M. Alors
le produit infini

ﬁof (Q_jy)

converge uniformément sur tout compact du plan complexe (donc définit une fonction entiére).
De plus, il existe des constantes C1,Co, c1,co > 0 telles que, pour tout y € C,

+oo
[Ir@7y)| < i+l e P01 i ) <o
j=1

et

“+o00
[IT @ 7y)| < Gt +lyh= MW i S(y) > 0.
j=1
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Preuve. Voir dans ’annexe. O

L’utilisation du théoreme de Paley-Wiener permet alors d’affirmer que ce produit infini est
la transformée de Fourier d’une distribution & support dans [N, M] (voir cours < Théorie des
distributions Math0074 > pour une preuve du théoreme de Paley-Wiener). Et la proposition
8.6.4 permet d’obtenir que cette distribution est en fait une fonction de carré intégrable lorsque
I'on a en plus |T'(y)|> + |T(y + m)|? = 1 pour tout y € C. En on a méme plus lorsque I' possede
des propriétés bien spécifiques (cf la proposition 8.6.5)! Cela est effectivement le cas pour les
filtres mg obtenus par Daubechies.

Construction de <« bons > filtres polynomiaux.

L’étape cruciale est donc d’obtenir des filtres (polynomiaux) mg possédant les propriétés
requises. Suivant Daubechies, on cherche ainsi les solutions mg, polynémes, qui vérifient

mo(y)[* + [mo(y + ) = 1

avec mg(0) = 1, sous la forme

m) = (252) )

oun € Ny et ou L est 2m-périodique et combinaison linéaire (coefficients réels) d’exponentielles
ik
ey,

Ci-dessous sont données les diverses étapes du processus. Quelques commentaires illustrant
des propriétés spécifiques de 'ondelette pere seront ensuite signalés. Pour des détails de calcul,
voir par exemple Daubechies dans [2], Chapitre 6 et Chapitre 7.

3

e On cherche donc My(y) = |mo(y)|?, polyndome en? cos(y), qui vérifie

Mo(y) + Mo(y+m) = 1, yeR  (*%)

Mo(y) = <COS2 (Z))nL(y),

ot L(y) = |L(y)|? est aussi un polynoéme en cos(y). Pour la suite, il est plus pratique de remplacer
cos(y) par des sinus en utilisant I’égalité cos(y) = (1 — sin?(y/2))/2. On a donc

i) = (o (3)) P (s (3)) = (1-s2 (3)) P (02 (2)).

En termes de P, I’égalité (**) s’écrit

et

(1-2)"P(x) + 2" P(1—2) = 1, z €10,1]
ce qui est équivalent a
(1—2)"P(x) + 2"P(1l—2z) = 1, z€R (% * %)

puisqu’on a affaire & des polynomes.

3. 1l suffit de noter que My(y) est réel donc égal a sa partie réelle
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e La recherche de P (donc de L) utilise le théoréme de Bezout? qui dit que si Ry, Ry sont
deux polynomes de degré respectivement égal a ni,ng et sans zéro commun, alors il existe des
polynomes Py, Py de degré au plus égal a nog — 1,n1 — 1 respectivement, uniques, tels que

Ri(z)Pi(z) + Ro(z)Py(z) = 1 VzeR.

Notons que la preuve est constructive.
Si on applique ce résultat a notre cas, on sait qu’il existe des polynomes P;, P» de degré au
plus n — 1, uniques, tels que

(1—2)"Pi(z) + 2" P2(x) = 1 VzeR
Comme on a aussi
l1-2)"Py(l—2) + 1—-2)"Pi(l—2) =1 VzxekR,
l'unicité de Py, P> donne Pa(x) = Pi(1 — z). On peut ensuite trouver l’expression explicite

de P; (méme sans utiliser 1’algorithme intervenant dans Bezout, qui est d’ailleurs I’algorithme
d’Euclide pour la division des polynémes). On obtient

n—1
Pi(x) = ZC]?,_Fk_lxk.
k=0

On constate que P;(z) est positif pour x € [0,1], ce qui en fait un bon candidat pour résoudre
|L(y)|> = Pi(sin?(y/2)). Notons aussi que P;(0) = 1.

En fait il existe plus de solutions si on autorise un degré plus élevé. Dans ce qui suit, on
désigne par P, le polynome donné par

n—1
Poe) = 3 Chypr o
k=0

Propriété(s) 8.6.7. Un polyndome trigonométrique a coefficients réels de la forme

mo(y) = <1+2€iy>n£(y)

vérifie
Imo(y))? + |mo(y + ) = 1 ¥y eR

2 peut s’écrire

L(y) = P<sin2 (g))

P(z) = Pu(z) + 2" R @ - m> ,

si et seulement si L(y) = |L(y)

avec

ot R est un polynéome de degré impair tel que P(x) > 0 pour tout y € [0, 1].

4. Il y a un énoncé plus général
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e A présent, & partir de 'expression explicite de |mg(y)|?, il < reste > & trouver mq. Cela s’effectue
de maniere constructive. Voir par exemple Daubechies dans [2], Chapitre 6 ou dans le syllabus
de référence de Jean Schmets, [7].

Des propriétés de majoration de L, donnant ’hypothese ad hoc pour utiliser la proposition
8.6.5 sont obtenues aussi par Daubechies. De méme des estimations fines de @, lesquelles per-
mettent d’estimer la régularité du pere (donc de la mere), peuvent étre trouvées dans [2]. Il est
a noter que le prix a payer pour avoir plus de régularité est une augmentation de la taille du
support, liée au nombre de termes du filtre my.

Enfin, et c’est important, il n’existe pas d’ondelette ayant une décroissance exponentielle, qui
est C et dont toutes les dérivées sont bornées. Donc pas d’ondelette C, a support compact.
Une preuve peut aussi étre trouvée dans [2].

8.7 L’algorithme de base (Stéphane Mallat)

Pour la programmation, on utilise la transformation en ondelettes discretes. L’algorithme de
Mallat décrit celle-ci en utilisant ’analyse multirésolution.

Cet algorithme n’est pas présenté ni analysé dans les présentes notes car il releve plutét du
domaine de ’analyse numérique. De nombreux ouvrages le détaillent car a I’heure actuelle, il
est devenu classique.

Toutefois, explicitons tout de méme ici la facon dont se présente le fait que® pour tout j,
W; est le complément orthogonal du V; dans Vjy1. Si f € L?(R) représente un signal, son
approximation Pjii(f) & I’échelle j 4+ 1 se décompose comme suit

Pia(f) = B(f) +Q;(f)

car Pj+1 - Pj = Qj (Cf 8.2.1).
On reprend le filtre mq défini par

—+00

1 p
mo 1y g D <(/2), por(.) > e

k=—o00

et pour tout k on pose

o = 5 <ol/2, 00k >

5. On suppose que les espaces V; (j € Z) forment une AMR de L? et on reprend les notations utilisées et les
résultats des constructions obtenus précédemment.
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Notons également m; la fonction 3 — e~ ¥mg(y + ) ; on a

+oo
miy) = e Y wpeiok
k=—o00
+oo
— efiy Z (_1)ka—keiyk
k=—o0
+oo
— W Z (_l)kﬂefzyk
k=—00
+oo
= Z (_1)kfe—zy(k+1)
k=—00
+oo
— Z (_1)k+1a e Y
k=—00
Pour tout k, on pose
Bk — (_1)k+1m

Comme

~

Y(2y) = mai(y) 2(y)
on a donc aussi

Br = % <(./2), 00k > -

Cela étant, remarquons que quels que soient les entiers 7,1, k, on a

<ompii> = PVE [ oz k) p@Ta 1) ds
R

= 2_1/2/<p<t_2k> p(t—1) dt
. 2

_ 9-1/2 x _

— 9 /ch(2) oz + 2k 1) dz

= 272 < (./2), pos-ar >

= V2o 9,

ce qui montre bien que passer d’une échelle a l'autre se fait avec les mémes coefficients (ceux du
filtre myg), quelle que soit cette échelle. De la méme maniere,

<> = 22 / (22 — k) @z = 1) da
R

_ 21/2/R¢<t_22k>¢(t—l)dt

_ g1 /R v (5) P+ 2k—1) de

= 272 < (./2), po ok >
= V289
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Revenons alors aux Pj11(f), P;(f) et Q;(f). Pour tous j, k, notons A; j, le coefficient numéro
k du développement de P;(f) dans la base orthonormée ¢;; (I € Z) et D] 1. le coefficient numéro
k du développement de Q]( f) dans la base orthonormée v;; (I € Z); on a donc

Ajr = <Pi(f),pjp>=<frojx> et Djp =<Qi(f)Yjr>=<fvr>.

Cela étant, pour tous j, k, comme Pj1(f) = P;(f) + Q;(f), on a successivement (synthese de
Aii1g)
J+Lk

Ajpie = <Pia(f) ejre > = < Pi(f), 0j01k > + < Q(f), @je1p >
+oo
= > (A <@ @itk > T Dy <ok >)
l=—

+oo
= V2 Z (Aju o2 + Dy Br—a) -

l=—o00

De la méme maniere, comme V;, W; C Vj11, on obtient A;j et D a partir des A;1, (I € Z)
comme suit

Ajg = < [f,pjk>
+oo
= <[ ) <@k Pt > 941>

l=—o00
+oo

= Z < Pl i1l > < i1 >

l=—c0

+oo
=V2 Y arm Ay

[=—00

et

D = < fijr>
“+o0

= <f ) <Yk Pirig > O >

l=—00
+00

= Z < Yjkspir1l > < frpjprn >

l=—00

+oo
= V2 > BaAj

l=—00

Lorsque ¢ est a support compact, seul un nombre fini de coefficients

<(-/2), 0ok >

sont non nuls et le filtre mg est donc un polynoéme trigonométrique, ce qui rend les calculs
numériques plus rapides et fiables puisque les séries précédentes sont en fait des sommes finies.



Chapitre 9

Annexe

9.1 Espaces vectoriels normés

Soit ' un espace vectoriel et soit ||.|| une norme sur E. Les voisinages de eg € E sont les
ensembles V de E pour lesquels il existe r > 0 tel que

{e€eE : |le—e]| <r} C V.

On désigne par b(eg, ) la boule centrée en ey et de rayon r, c’est-a-dire {e € E : [[e—eg| < r}.
On parle alors d’espace normé (E, ||.||).

Une suite e, (m € Np) de l'espace normé (E, ||.||) est dite convergente s’il existe e € E' tel
que limy, 40 ||€m — €| = 0. On dit que e est limite de la suite et on montre directement son
unicité. Elle est dite de Cauchy si, quel que soit € > 0, il existe M € Ny tel que |e, —eq]] < €
pour tous p,q € Ny tels que p,g > M. Une suite convergente est toujours de Cauchy et si la
réciproque est vraie, on dit que l’espace (E, ||.||) est de Banach.

Soient E, F' deux espaces vectoriels, soient ||.||g,||.||r des normes sur E, F' respectivement
et soit 7' un opérateur linéaire défini sur E et a valeur dans F. Par définition (cf topolo-
gie), cet opérateur est continu en e € E lorsque, pour tout voisinage W de Te dans ’espace
normé (F, |.||F), il existe un voisinage V' de e dans I’espace normé (E, ||.||g) tel que TV C W.
L’opérateur est dit continu sur (E, ||.||g) s’il est continu en tout point de E.

Cela étant donné la particularité de la topologie considérée, on peut traduire la continuité
d’une autre maniere.

Propriété(s) 9.1.1. Soient E, F' deux espaces vectoriels, soient ||.||g, ||-||r des normes sur E, F
respectivement et soit T un opérateur linéaire défini sur E et a valeur dans F'. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(1) T est continu

(2) si une suite e, (m € Ny) converge vers e dans (E,||.|g), alors la suite Te,, (m € Np)
converge vers Te dans (F,||.||r)

(3) T est continu en 0

(4) il existe C > 0 tel que ||Te||r < C|le||g quel que soit e € E.

Preuve. Montrons 1'équivalence de (1) et (2). Il est direct de voir que (1) = (2). Supposons
alors que (2) soit correct mais qu’il existe e € E en lequel T n’est pas continu. Il existe donc
un voisinage W de T'e dans (F, ||.||r) qui ne contient aucune image d’un voisinage V' de e dans
(E,||.llg)- I existe donc r > 0 tel que, Ym € Ny, la boule b(e,1/m) n’est pas incluse dans
b(Te,r); pour tout m, soit donc e,, € b(e,1/m) tel que ||Te,, — Te||p > r. Par construction,
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la suite e, (m € Np) converge vers e dans (E,|.||g) donc, par hypothese (2), on doit avoir
limy, 100 ||T€m — Te||p = 0. Mais comme |Te,, — Te||p > r pour tout m, il est clair qu'on a
une contradiction.

Maintenant, si T est continu en 0 (c’est-a-~dire (3)), il est clair qu’on a (2) avec e = 0. Soit
alors une suite e, (m € Ny) qui converge vers e dans (E,|.||g). La suite e, —e (m € Np)
converge donc vers 0 dans (E,||.||g), donc la suite T'(e,, — e) = Tey, — Te (m € Ny) converge
vers 0 dans (F,||.||), ou encore la suite Te,, (m € Ny) converge vers T'e dans (F, ||.||r). On a
donc montré que (2) est correct.

Il est évident que (1) = (3).

Il reste donc a relier le point (4) aux précédents. D'une part il est clair que (4) = (2).
Supposons alors T' continu en 0, ce qui est équivalent & dire que si une suite converge vers 0 dans
(E,||.|lg) alors la suite des images converge vers 0 dans (F), ||.|r). Si (4) n’est pas correct, alors
pour tout m € Ny, il existe e, € E tel que ||Te,,||r > m|/en| g. Pour tout m, puisque ||Te,,| r
est strictement positif on obtient

1
— > Hem ¥m € No.
m [TemllF g
En posant
€m
e, = —— (meN
m ||T€m||F ( 0)
on obtient lim,, 1+ |lef, ||z = 0 et |[|[Te},||r = 1 pour tout m, ce qui contredit ’hypothese sur
la convergence.O
9.2 Produits infinis
Lemme 9.2.1. Pour tous nombres complexes z1,...,zny avecn € Ng, N > 2, on a
N N n—1
[[a+2) = 1+2+> 2 [JO+2)
n=1 n=2 k=1

Preuve. Une récurrence sur N permet de conclure. De fait, pour N =2, on a
I4+21)(14+2) = 14+2z1+20+21220 = 1+ 21+ 221+ 21).

Supposons alors que ’égalité soit vraie pour tout [ < N et montrons qu’elle le reste pour N + 1.
On a successivement

N+1 N
[Ta+z) = (H(1+zn)) (1+2n41)

n=1 n=1
N N
= H(1+Zn) + Zn+1 H(l+zn)
n=1 n=1

N n—1 N
= 142+ > z [JO+2) + zvea [JA+20)
k=1 n=1

n=2 =
N n—1 N
= 142+ z [JO+2) + avea [JO+20)
n=2 k=1 k=1
N+1 n—1

= 142+ Y 2 [JA+2)
k=1

n=2
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On peut donc conclure. O

Proposition 9.2.2. (1) Soit 2, (m € No) une suite de complexes telle que la série > 2 |zm|
converge. Alors le produit infini

+o00 M

1 = 1 1
H (14 2p) L (14 2m)
m=1 m=1

converge et est nul si et seulement si l'un des facteurs est nul.
(2) Soit frn (m € No) une suite de fonctions entiéres telle que la série Y | fm| converge
uniformément sur tout compact de C. Alors le produit infini

+o00 M
ngl(1+fm(2)) = Ml_iglfoongl(lJrfm(Z))’ s eC

converge uniformément sur tout compact de C donc définit une fonction entiere.

Preuve. (1) Pour tout réel z, on all + z < exp(z). Il s’ensuit que pour tout M, on a

M M —+o00

En utilisant le lemme précédent, on obtient ainsi, lorsque p < ¢

p q p m—1 q m—1
H1+zm H1+zm = sz (1+2z,) — sz (1+ 2)
m=1 m=1 m=2 k=1 m=2 k=1

q m—1
- > Wl
m=p+1 k=1
q m—1
D DNEHE | [(EEREY)
m:p-‘rl k=1
< Z |zm | exp( Z |2 |).-
m=p+1

Comme la série des modules des z,, converge, on conclut a la convergence du produit infini.
Passons au point concernant ’annulation du produit infini. Notons d’abord que, quel que
soient k, M € Ny avec k < M, vu le lemme précédent on a

M
H(1+2m) > 1 — |a] — Z E H (1 + [a).
m=k m=k+1

En utilisant les inégalités 1 + = < exp(z) (z € R), on obtient alors

M
H(l—i—zm) > 1 — |z — Z |zm| exp <Z|z1]>
m=k m=k-+1

1. On obtient ces inégalités par exemple en utilisant le fait que la fonction z — exp(z) —z adment un minimum
global en 0. Mais on peut aussi utiliser le TAF : pour tout z, il existe un réel u compris entre 0 et = tel que
exp(z) =1+ xzexp(u); comme zexp(u) > z, on conclut.
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et par conséquent

M +oo +00
[Tt = 1l = S fon exp<z|zl\)
m=k m=k-+1 =k

“+00 —+o0
> 1 — |zl = D |zm| exp (Zym).
m=k =k

Cela étant, on a lim,_,o z exp(z) = 0 donc il existe r > 0 tel que |zexp(z)| < 1/4si |z| < r. En
prenant alors k € Ng (k > 1) tel que? |z < 1/4 et 327°, |2,| < 7, on obtient

M

1 1 1
1 > 1 - - - ==
[0+ = 1472
m=k
pour tout M > k donc aussi
+o00 1
H (14 zp)| > 3
m=k
Il s’ensuit que si le produit infini est nul, alors
E—1
H (I4+2zp) =0
m=1

donc I'un des facteurs de ce produit fini est nul et on conclut.
Réciproquement, il est clair que si 'un des facteurs est nul, alors le produit infini est nul
également.

(2) Ce résultat est obtenu en montrant que le produit infini converge uniformément sur tout
compact de C.
Vu les développements précédents, pour tout z, on a

p q q
H(1+fm H 1+fm < Z |fm eXp <Z|fk >
m=1 m=1 m=p+1

donc, pour tout compact K,

p q +00
sup | | | (14 fm(2)) — ] (14 fim(2)) ‘ < sup | fm(2)| exp (sup |f (Z)|>
zeK 71_;[1 nHl zeK ;_1 zGKkZ:l g

et on conclut en utilisant ’hypothese. O

9.3 Majoration d’un produit infini utile pour Paley-Wiener

Propriété(s) 9.3.1. Soit T'(y) = Yol v cxe * tel que T(0) =1 et M,N € Z, N < M. Alors
le produit infini

ﬁor (277y)

2. se rappeler que la suite z; (j € No) tend vers 0
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converge uniformément sur tout compact du plan complexe (donc définit une fonction entiere).
De plus, il existe des constantes Cy,Ca,c1,co > 0 telles que, pour tout y € C,

“+o0o
[Ir@7y)| < a+ph= e R0l i g() <o
7=1

et
400 A
[Ir@7y)| < G +yh)= P05 () >o.
j=1

Preuve. (a) Pour montrer que le produit infini converge uniformément sur tout compact du
plan, il suffit de montrer que la série

+o0
> |rE@y) - 1
j=1

converge uniformément sur tout compact du plan (cf la section 9.2 dans 'annexe).

Pour tout z € C, on a
Cr (efikz . 1)

1
Ck / D(e”™*t) dt
0

M=

P(z) = 1] =

i
=

I
E

>
Il
=z

I
M=

1
ck(—ikz)/ e Rt gt
0

>~
2

M 1
< S Jeul [k /O H13() gt

N
Soit alors un compact K et R > 0 tel que K C [-R, R]. Si y € K, on obtient ainsi

b
Il

M 1 _
Ty - 1] < 3 falH2 R [
k=N 0

M 1

< 2—JRZ|cky|k/ elFItR gy
k=N 0

< C27.

Ainsi, pour tous p,q € Ny tels que p < ¢, on a

q

q
supz ‘F(Qijy) - 1| < C’ZQ*j
yeK T —
Jj=p Jj=p
et on conclut.
(b) Passons maintenant aux majorations.

e Examinons la premiere. Si on pose

In(y) = eMT(y)
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on pourra conclure si on montre que Iy est borné par une fonction polynomiale lorsque S(y) < 0
puisque |e~NY| = eNSW), Pour M = N, c’est bien siir le cas puisque I'y(y) = 1. Supposons
donc N < M. D’une part on a

M=

In(y) =1 =

r (e—z’(k—N)y _ 1)

Mz =

Ch (€—i(k—N)y _ 1)

k=N+1
M
< Z ‘Ck’ (1 + ‘efi(ka)yD
k=N+1
M
= 3 (1 i 6(ka>%@>)
k=N+1
M
< 2 ) |al =R
k=N+1
la derniére inégalité étant obtenue grace au fait que comme J(y) < 0, on a e *=N)S®) < 1 quel
que soit k > N. D’autre part, on a également
M
P =11 = | 3 e (e —1)
k=N+1
M 1
_ Z r / D, (e—i(k—N)yt> dt
k=N+1 70
M 1
= Z ek (—i(k — N)y) / e~ Uh=N)yt gt
k=N-+1 0
M 1
<Y fanl (e N [0y
k=N-+1 0
M
< lyl D ekl (k=N) = Ryl
k=N+1
la derniére inégalité étant obtenue grace au fait que comme I(y) < 0, on a e(hi=N)SWt < 1 quels

que soient k > N et t € [0,1]. En combinant les deux résultats, on obtient
ITn(y) —1] < C min{L, |y[}

pour tout y € C avec I(y) < 0 et ot C' est une constante strictement positive.
Lorsque |y| < 1, il vient alors

“+o00 +00 too
[Irv @7y)| < JJ(1+C277) < JJexp(C277) = exp(C)
j=1

j=1 j=1

(on a aussi utilisé les relations 31 + z < exp(x), = € R).

3. On obtient ces inégalités par exemple en utilisant le fait que la fonction z — exp(z) — 2 admet un minimum
global en 0. Mais on peut aussi utiliser le TAF : pour tout z, existe un réel u compris entre 0 et = tel que
exp(z) =1+ xzexp(u); comme zexp(u) > z, on conclut.
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Lorsque |y| > 1, il existe J € N tel que 27 < |y| < 27*!; notons que dans ce cas on a
J < (In(|y|)/In(2)). On obtient alors

400 J+1 +o00
HFN (2_jy) = HFN (Q_jy) X H FN (2_jy)
j=1 j=1 j=J+2
J+1
= It~ 27| x HFN< 27ko Iy
Jj=1
J+1
< @) e
< GXP(C) (1+C)*!
< exp(C)(1+0) (1+0)
< exp(0)(1+C) (1+ )0/
(©)

exp C ( + C) |y|1n(1+C)/ln(2)

On conclut a la premiére majoration en combinant les cas |y| <1 et |y| > 1.
e Examinons la seconde majoration. On 'obtient par un procédé tout a fait semblable.

Si on pose

Tun(y) = eMT(y)

on pourra conclure si on montre que I'j; est borné par une fonction polynomiale lorsque S(y) > 0
puisque |e”MY| = eM3W)_ Pour M = N, c’est bien siir le cas puisque I'ar(y) = 1. Supposons
donc N < M. D’une part on a

Tu(y) -1 =

k=N
M-1

= Ck (e_i(k_M)y 1)
k=N
M-1

< Y lal (14 |t
k=N
M-1 < )

_ x| (14 eE=MSE)
k=N
M-1

A
[N}
S
I
=

la derniére inégalité étant obtenue grace au fait que comme ¥(y) > 0, on a e *=M3W) < 1 quel
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que soit k < M. D’autre part, on a également

M-1

Tu(y) -1 = |D o (efi(ka)y _ 1)

i
=

M-1 1
= X [ D (e e
k=N 0
M-—1 1
= S itk - M) / e=ilk=2ut gy
k=N 0
M-1 1
<Yl = Rly| [ 00 gy
k=N 0
M-1

<yl D el (M —k) = R'|y|
k=N
la derniére inégalité étant obtenue grace au fait que comme I(y) > 0, on a ek=M)SW)t < 1 quels
que soient k < M et t € [0,1]. En combinant les deux résultats, on obtient
Ta(y) — 1] < C min{l, [y}

pour tout y € C avec I(y) > 0 et ou C' est une constante strictement positive.
Les calculs sont alors les mémes que dans le cas de I'y et on conclut ici aussi. O



Chapitre 10

Suggestions d’exercices

10.1 Divers

10.1.1 Listes via les pages web relatives au cours
Voir les références des années antérieures du cours d’analyse de bloc 2 math et physique.
Voir aussi les listes de 2020-2021 de ce cours.
10.1.2 Sur les rappels
COMPLETER
Convergences, intégrabilité, intégrales eulériennes
10.1.3 Autres

1. Calculs pour montrer que d’autres suites sont orthonormées totales : Legendre, Laguerre,
Hermite. Voir le syllabus de Jean Schmets (NB : pour la totalité de Legendre, utiliser la
transfo de Fourier L'de Fxi=1,1)-

2. On donne g € LY(R) et on consideére 1'équation différentielle
D*f—f =g

Montrer que la seule solution f qui appartienne a4 L'(R) N C2(R) est la fonction

1
f = ig*ff"l

3. Si f et g appartiennent & L?(R), déterminer la transformée de Fourier de leur produit au
moyen des transformées de Fourier des deux fonctions f, g.
4. Soit la fonction f définie par

l1+z size[-1,0]
f(z) = 11—z size|0,1]
0 sinon

Calculer sa transformée de Fourier.

119
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5. a) Montrer qu’il n’existe pas de fonction g € L'(R) telle que f * g = f quel que soit

f e LY(R).
b) Dans L!'(R), résoudre 1’équation f * f = f.

6. Pour tout r > 0, on définit

Montrer que
Gt *qs = Grys Vs> 0.

7. Soit f € LY(R) tel que x ~ zF, f soit intégrable. Montrer qu'il existe une fonction
g € C1(R) qui est égale presque partout a f.

8. Soit une fonction intégrable f. Montrer que, quel que soit ¢t € R, on a

—itx? _ 1 e f(\/‘%) + f(_\/E) efia:t
/Rf(x)e dr = 5 /0 Tz dt.

En déduire que f est impair si et seulement si

/f(:v) e dy = 0 VteR.
R

9. Pour tout naturel non nul n, soit g, la fonction caractéristique de l'intervalle [—n, n].
a) Déterminer l’expression explicite de g, * g1 pour tout n.
b) Montrer que

nggloollgn*gl\ll = +o0.

10. Soit la fonction f définie par f(x) = x — 23 et on considere 'espace L?([—1,1]).
a) Déterminer le développement de f en série trigonométrique de Fourier.
b) En déduire la valeur de la somme

+oo
(=D"
q;) (2n+1)3°

11. Soit un réel non entier .
a) Prouver que la fonction f : R — R définie par f(z) = cos(ax) pour = € [—m, x| et
prolongée par 2w —périodicité est égale a

sin(ar) (1 1 202 +§ (—1)7:2 Cos(n:[;)).

am a? —
n=1
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b) En déduire que
t = — B
cotg(am) = + nZ: 2002 —n?)
¢) Démontrer que la série
+00 22
g(x) = Zln <1 — n2>
n=1
converge pour tout x €] — 1,1[. Montrer ensuite que g € Cy(] — 1,1[) et déterminer

explicitement sa dérivée.
d) En déduire que pour tout x €] — 1,1[, on a

sin;;rx) _ ﬁ <1_zz>'

n=1

12. Trouver toutes les fonctions de classe C? sur [0,27] qui vérifient
27

; f(x)dr = 0 et |D*f(x)| <|f(z)], Yz € [0,2x].

13. Sommation de Poisson, comme application des séries trigonométriques
COMPLETER

10.2 Compléments sur les espaces de Hilbert

Dans les exercices qui suivent, la résolution de certains utilise les résultats de ceux qui
précedent.

1. Soit H un espace pré-hilbertien, de produit scalaire noté < .,. > et de norme associée
||| Montrer la formule de polarisation : pour tous h,h’ € H, on a

4 <hW >= |h4+W|?=]|h—1|*+i|h+ib|? —i|h—ib|%

2. Soit H un espace de Hilbert, de produit scalaire noté < .,. > et de norme associée |.|.
Si By, (k € N) est une suite croissante de sous-espaces linéaires fermés de H, montrer que
I’union des Ej est un espace vectoriel qui vérifie

1 1

U Ex UzE] = () Er

keNg keNg keNy

En déduire la propriété suivante : pour toute une suite fi (k € Z) d’éléments de H, on a

(heHet <h,fy>=0V¥k = h=0) < span{fy : k€Z} = H.
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. Soit H un espace pré-hilbertien. On dit qu’une suite f,,, (m € N) de H converge faiblement

dans H s’il existe f € H tel que

im < fmh>=<fh> VheH

m——+00

Montrer que si f,, (m € N) est une suite d’éléments de H, si f € H, alors la suite
fm (m € N) converge dans H vers f si et seulement si elle converge faiblement et si

. Soit H un espace de Hilbert, < .,. > son produit scalaire. Alors pour tout hg € H,

Iapplication H — C h +—< h, hg > est linéaire et continue. Et réciproquement : quelle
que soit 'application linéaire continue L de H dans C, il existe un élément unique hg de
H tel que

L(h) = <h,hg> VYheH.

. Soit H un espace de Hilbert, < .,. > son produit scalaire et ||.|| la norme associée. Montrer

que, pour tout A € H, on a

|hllg = sup |<fih>] = sup |[<f,h>]
feH, |flI<1 feH, |[fl=1

. Soient H, H' deux espaces de Hilbert, < .,. >p, < .,. >p leur produit scalaire respectif

et ||.|lz, |||l les normes associées. Pour tout opérateur 7' : H — H', linéaire et continu !

on définit

1T = sup | Th|za.
heH, [[hlln<1

- Montrer que |.|| : T € L(H,H') — ||T|| est une norme sur L(H, H') et que, muni de
celle-ci, L(H, H') est un espace de Banach.
- Montrer que

7| = sup \Thl|lg = sup | <Th,h > |.
heH, ||h]an=1 heH,h' €H" ||h|| g <L,[|I| <1

. Soient H, H' deux espaces de Hilbert, < .,. >, < .,. >p leur produit scalaire respectif

et ||.|lz, |||z les normes associées et soit aussi T € L(H, H').
- Montrer que quel que soit h' € H’, il existe un unique élément hy € H tel que

<Th,h > = < h,hg >y VheE H.

On pose alors hg = T*I'.

- Montrer que 'opérateur 7% défini au point précédent est un opérateur de H' dans H
qui est linéaire et continu. On 'appelle l'opérateur adjoint de T'.

- Montrer que les normes de 7" et de T™ sont les mémes, que (7T7*)* =T et que < Th,h >y
est réel pour tout h lorsque T = T™*.

- Montrer que si Hy, Hy, H3 sont trois espaces de Hilbert, si 77 € L(Hi, Hs) et Ty €
L(Hg, Hg), alors (T2 @) Tl)* = Tl* @) T2*

1. L’ensemble des opérateurs linéaires et continus de H dans H' est noté L(H, H').
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10.3 Ondelettes

1. Moments nuls et zéros du filtre (+intérét d’avoir des moments nuls) ; cf Daubechies [2]
pp 153-155.
Simplifier (en augmentant I’hypothese); admettre le théoreme 5.5.1(dans un premier
temps) donc seulement les corollaires 5.5.3 et 5.5.4.

2. Voir les exemples d’analyse multirésolution, section 8.5.

3. On donne 5
1 o : 3
mo(y) = % = e73W/2 cos <2y>

- Montrer que pour tout y, on a

“+o0 . — 34
o (3y) — sz i) _ 1=
i 3y/2 3y

- On définit alors ¢ € L?(R) par
+oo )
p(y) = [[mo27y).
j=1

Montrer que mg(0) = 1, que |mo(y)|> + |mo(y + 7)|> = 1 pour tout y mais que certains
translatés entiers de ¢ ne sont pas orthogonaux.

4. Voici quelques éléments développés dans la section 8.7 (Algorithme de Mallat), section

dans laquelle on explicite un peu le passage d’une échelle a 'autre; ici, on utilise les
notations de cette section.
L’idée est d’expliciter V11 = V; @ W; en termes des coefficients d’approximation A
et de détail Dj;y. Deux choses sont a considérer : d'une part obtenir les A4 a partir
des A1 et Dj; et d’autre part, obtenir les A;; et D;; a partir des Aj 1. La clef du
passage de I’échelle j + 1 a I’échelle j sont les relations

P(2y) = mo(y)Bly) et b(2y) = miy) By)

qui traduisent que V; et W; sont inclus dans Vji1. La clef du passage de I’échelle j a
I’échelle j + 1 est la relation

) = (moly) +moly + M) 82y) + (maly) +mily+ M) H(2)
qui s’obtient en décomposant ¢ € Vj dans la base orthonormée de V_; & W_; formée des

fonctions ¢_; 1 et ¥_1 4 (k € Z).
Rappelons les relations obtenues dans la section 8.7 : pour tous j, k, on a

A = V2 Z (Aji1ak—2 + Djy Br—2),

—+o0
Ajp = V2 Z ok Ajyi1

l=—00
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et
+o0
Djx = V2 Z B2k Aji1,
l=—00
avec

+o00o
mo(y) = Z ape”™ et B = (-)"asT vk

k=—o00

On considere alors I'analyse multirésolution des splines de « niveau > zéro, c’est-a-dire le
cas des fonctions constantes par morceaux. Dans ce cas on a ¢ = x[g,1]-

- Déterminer mg et .

- On donne la fonction f = xo,1/2[ + 2X[1/2,1]- On a f € V1; décomposer cette fonction
en termes d’éléments de base de Vj et de W,

- On donne la fonction F' = 2x(91] — 3X[1/4,1/2] T X[3/2,1)- On a f € Va; décomposer cette
fonction en termes d’éléments de base de Vi, Wy puis de V, Wy, Wh.

10.4 Frames

Rappelons la notion de condition de Riesz et de base de Riesz, généralisation d’une base
orthonormée.

Définition 10.4.1. Une base de Riesz d’un espace de Hilbert H est une suite de fonctions
fr (k € Z) dont l’enveloppe linéaire est dense dans H et pour laquelle il existe des constantes
A, B >0 telles que A < B et

2
A Z |ck\2 < ch fll < B Z ]ck|2 pour toute famille finie de ¢, € C
(k) (k) (k)
(cette derniere condition est appelée la condition de Riesz).
Pour tout h € H, il existe alors une suite ¢; (k € Z) de? [? unique telle que

“+oo
h = Z cr fr dans H.

k=—o00

C’est la raison pour laquelle on utilise le terme < base > dans la définition.
Cela étant, on définit également la notion de frame :

Définition 10.4.2. Une frame de H est une suite de fonctions fi (k € Z) de l’espace de Hilbert

H (on note ||.|| la norme de celui-ci) pour laquelle il existe des constantes A, B > 0 telles que
A< B et
+oo
AlR? < 3 I<h fo>* < B|h* VYheH.
k=—00

Résoudre les exercices suivants.

1. Montrer que les éléments d’une frame forment une suite totale, c’est-a-dire que 1’élément
nul est le seul élément de H qui soit annulé par tous les éléments de la frame. (En
conséquence, I’enveloppe linéaire des éléments de la suite est dense dans H, cf la section
10.2.)

2. 1? est I’espace vectoriel des suites de complexes dont la série de terme général égal au carré du module des
éléments de la suite converge
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2. Soit fi (k € Z) une suite d’éléments d'un espace de Hilbert (de produit scalaire < .,. >pg
et de norme || ||) qui vérifie la condition de Riesz et d’enveloppe linéaire dense dans H.
On va montrer que cette suite est aussi une frame de H.

Soit T 'opérateur

T :0P%2>5H a = (ag)kez — Z ag [k

2.1. Montrer que T est bien défini, est linéaire, vérifie
VAlalp < |[Talla < VBllalp VYael?

est continu et injectif.
2.2. Comme T est aussi surjectif (la surjectivité est démontrée dans annexe), il admet
un inverse, noté 7. Montrer que 7! est linéaire, vérifie

1 _ 1
—=llhllz < 1T 0l < —=

h Vh e H

et est continu.
2.3. Montrer que, quel que soit h € H, la suite < h, fy > (k € Z) est un élément de 2.
2.4 On définit alors 'opérateur

St heH = (<hfy>)eg € 1%

Montrer que cet opérateur est linéaire, vérifie

“+o0
> I<h fy > = |IShle < VBIhllg VheH

k=—o00

(donc 'inégalité de droite dans la définition d’une frame est vérifiée) et que, quels que
soient o € I?,h € H,
<a,Sh>p=<Tah>.

Cet opérateur est donc 'opérateur adjoint de 7' (voir la section 10.2 pour la définition de
ladjoint), noté T™.
2.5. Montrer que T™* est injectif et que

T* o (T~ Y)* = (T™Y* o T* = identité.

En déduire que T* est bijectif d’inverse (T~1)*.
2.6. On a [T~ Al < (1/VA)|h||g pour tout h € H donc la norme de l'opérateur
T~ (voir la section 10.2 pour la définition et des propriétés de la norme d’un opérateur)
vérifie )

Y < —.

I <
En utilisant le fait que la norme d’un opérateur et de son adjoint sont égales, déduire de

ce qui précede que
+oo

AR)? < Y <h i > = TR

k=—o00

c’est-a-dire I'inégalité de gauche dans la définition d’une frame.
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3. On considere I'espace de Hilbert C? muni du produit scalaire habituel. Montrer que les
éléments f1 = (0,1), fo = (v/3/2,1/2) et f3 = (v/3/2,—1/2)) constituent une frame de
C? mais pas une base.

4. Reprendre l’exemple de Hernandez-Weiss (a partir d’'une ondelette de type Lemarié-
Meyer) COMPLETER (début chapitre 1 et p415)

5. Soit f (k € Z) une suite d’éléments d’un espace de Hilbert qui constitue une frame.
Lorsque les bornes A, B sont les mémes, on parle de tight frame. Montrer quesi A = B =1
et si fi est normé pour tout k, alors la frame est une base orthonormée de H.

6. Soit fx (k € Z) une suite d’éléments d’un espace de Hilbert (de produit scalaire < .,. >g
et de norme || ||) qui constitue une frame.
On définit 'opérateur (appelé opérateur frame) F : H — [ par

Fh = (< h, fi >)kez.
Vu la définition d’une frame, cet opérateur est linéaire, continu et vérifie

VA|h|g < ||Fhl|z < VB|h|lg Yhe H.

6.1. Montrer que, pour tout a € 12, la série Z,‘fi‘ioo ay fr converge dans H.
6.2. Montrer que ’adjoint de F' est donné explicitement par 3

+o0o
Ffa = Z ap fr Vael?

k=—o0

et que 'on a
|F*allg < VB ||lalz Vacl?

6.3. Montrer que pour tout h € H on a
Al|n|}; < < F*Fh,h >y < B|h|%.
Montrer ensuite que
Allpla < [[F*Fhlly < Bllhllg Vhe H,

que F*F est bijectif, tel que ((F*F)~1)* = (F*F)~! (c’est-a-dire que l'inverse est aussi
auto-adjoint) et vérifie

1 . 1
EWLHH < [(F*F)~'h||, < ZHhHH Vhe H

et aussi 1 1
5 k|3 < < (F*F) 'h,h >y < 1 |h||3 Vh € H.

6.4. Pour tout k € Z, on pose alors
fo = (F*F)7'f.
Montrer que la suite fk (k € Z) constitue une frame de H et que 'on a méme

+o0o
1 ~ 1
slhli < > I1<hfi>P < Gl vhed.

k=—o00

3. remarquer que F* est 'opérateur T" de 'exercice 2 (frames)
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On l'appelle la frame duale de la frame de départ.
6.5. On reprend les notations et résultats des exercices précédents. On définit I'opérateur
frame associé a la frame duale

F: HoP? h»—>(<h,ﬁ>>kez

Montrer que

*

F=F(FF) ", (ﬁ)*ﬁ:(F*F)—l, F*ﬁ:id:(ﬁ) F

et en déduire que

400 oo
h= Y <hfi>fi= ) <hfi>fi €l
k=—o00 k=—00

- 6.6. Montrer que l'opérateur F™* est surjectif et qu’il est injectif si et seulement si la
frame est une base de Riesz.
- 6.7. Montrer que si (fx (k € Z) est une tight frame, alors pour tout h € H, on a

+oo
h = Z < h, fr > fr (convergence dans H).

k=—00

Les frames sont tres utilisées en analyse du signal, méme si les éléments sont < redon-
dants > (on n’a pas l'indépendance linéaire des éléments de la frame). Pour une explication
du phénomeéne expliquant leur intérét, voir par exemple les pages 60, 61 et aussi la section 3.6
(du chapitre 3) du livre de Daubechies Ten lectures on wavelets.

10.5 Transf. de Fourier a fenétre et en ondelettes, cas continu

COMPLETER

10.6 Suggestions

Compléments sur les espaces de Hilbert, exercice 4

La continuité de l'application linéaire h € H +— < h,hg > € C est due a l'inégalité de
Cauchy-Schwarz.

Soit alors une application linéaire L pour laquelle il existe C' > 0 tel que |L(h)| < C'|h]|
quel que soit h € H.
Tout d’abord, l'unicité est immédiate car si hg et hj sont des éléments de H pour lesquels
< h,hg > = L(h) = < h,h; > pour tout h € H, alors < h,hg — h; > = 0 pour tout h donc,
en prenant h = hg — hy, on obtient < hg — hy,hg — h1 > = ||ho — k1> = 0 donc hg = hy.
Cela étant, montrons alors 'existence. Bien str si L est nul, hg = 0 convient. Considérons donc
L # 0. Remarquons aussi que si hg € H est tel que < h,hg > = L(h) pour tout h € H, alors
ho est orthogonal a tout h annulé par L. On définit alors ’ensemble Hy par

Hy = {he H : L(h)=0}

(par définition, c’est le noyau de l’application linéaire L). Cet ensemble est un espace vectoriel
qui est fermé car L est continu. On vient aussi de remarquer que si hgy existe, alors c’est un
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élément du complément orthogonal de Hy, lequel n’est pas réduit au singleton 0 puisque L est
non nul. Soit donc f € HOl de norme égale & 1. Pour tous h,h' € H, on a

<IN f>= L) <h f>= L<<h,f>h’) — L(<h,f>h’—h) + L(h).

Pour conclure, il suffit donc de trouver h’ tel que L (< h, f > h' — h) = 0 pour tout h car alors
ho = L(k') f convient. On a successivement

L(<h f>h—h) = <h,f> L) — L(h)
= <h, f>LMI)—- < f,f> L(h)
= <L(MW)h,f> — <L) f>
= < L(K)h—L(h)f, f >;

comme f € Hy, il suffit donc que A’ soit tel que L(h')h — L(h)f € Hy pour tout h. On a
L (LU= L) = LK) L(R) — L(k) L(f).
Cette expression est nulle quel que soit h si on prend A’ = f. On peut donc conclure.

Compléments sur les espaces de Hilbert, exercice 5

Utiliser le résultat suivant (conséquence du théoréme de Hahn-Banach) : si E est un espace
vectoriel normé (on note ||.| sa norme), alors quel que soit ey € E, il existe une fonctionnelle
linéaire continue e), sur E telle que

co(eo) = lleoll® et sup |ef(e)] = |leoll
flell<1

Ondelettes, exercice 2, cas des splines
Rappelons les données.
Pour n = 0 (cas classique de la base de Haar), on définit Vj par

Vo = {f€L*R):Vk€Z, f= constante sur [k, k + 1[}
et pour n € N,
Vo = {feL’R): f€C" ' (R) et Vk €Z, fypri= polynome de degré <n}.

On pose aussi
g = X *---*Xo,1] -

n+1 facteurs

Cas n = 0. Dans ce cas, il est direct de voir que les translatés entiers de x|o,;] sont ortho-
normés. Cela étant, on a

1 .
X[0.1] = 1 —i _iy/2 8in(y/2)
Xo,l(y)—/ewydm—.e’y—1 — pmiy/2 S/ 2)
0.1 ; —i ) v
Notons que 'on a donc aussi, vu la caractérisation de ’orthonormalité des translatés entiers,

“+o0 —+o00
L= Y Xoyy+2km)? = 4sin’(y/2) >

k=—o00 k=—00

1
(y + 2km)?
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Le filtre mg s’obtient alors directement (avoir montré auparavant que l'on a bien une analyse
multirésolution) :

X/[(H](Qy) —iy/2 sm(y) —iy/2 1— e_iy
oy) = —=——~ = ¢ 0 = € cos(y/2) = ———
X[O,l](y) 2sin(y/2) (y/2) >
L’ondelette correspondante est celle de Haar ¢ = Xx(0.1/2] — X[1/2,1]-

Cas n > 0. Dans ce cas, on n’a plus l'orthogonalité des translatés. Pour montrer que les
translatés de g vérifient bien la condition de Riesz puis déterminer le pere et le filtre, on peut
procéder de la maniére suivante. Vu sa définition, la fonction g est & support compact (c’est en
fait [0, n+1]) et réguliere (C™~1); elle est donc bornée, intégrable, donc aussi de carré intégrable.
Vu la forme de la transformée de Fourier de g, la fonction G obtenue par (27-) périodisation de
g, & savoir

400 9 400 1
Gly) = . ‘X[O,l] Ty +2km)| = 4t sin? D (y/2) Y

k=—o00 k=—o00

(y + 2km)2(n+1)

est localement dans L? et méme bornée car elle est continue sur |0, 27 et se prolonge continiiment
en 0 et en 27. En fait c’est un polynome trigonométrique. De fait, les coeflicients de Fourier de
son développement en série trigonométrique de Fourier s’obtiennent de la maniére suivante.

COoUCOU

Ondelettes, exercice 4

On obtient
3 1
= — — = h
/ 5 P00 + 2%Do,o +g
Y
A
s + !
f€V1,h6V0,g€W0

3/2 h f=h+yg
1 A f

1/2

1/2 1 X
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Frames, exercice 2
Utiliser des résultats de la section 10.2.

Frames, exercice 5
Vu les hypothese sur la frame, on a

+o0o
Ihl*> = > [<hfy>] VheH.

k=—oc0
Montrons que les f, (k € Z) sont orthogonaux. Pour tout j € Z, on a

+o0

15017 = >0 I<fiufe>? + IHIN

k=—00,k#j
Puisque les fonctions de frame sont normées, on en déduit que

+oo

0 = Z ‘<fj7fk>‘27

k=—00,k#j

ce qui implique | < fj, fr > | = 0 pour tout k # j et on conclut.
Comme les éléments d’une frame constituent une suite totale?, on a bien une base ortho-
normeée.

Frames, exercice 6.1
Pour la convergence de Z,ji’ioo ag fr dans H, utiliser le critere de Cauchy et I'expression de
la norme en termes de produit scalaire (cf section 10.2) :

1Y o fullr = sup (< ok fu,h >u
(k)

H <1
heH,||h|lg< (k)

= sup Zak < fg,h>g
hEH,HhHHSl (k’)

1/2

sup (k) k) 22 | < fuh>m P
heblu<t %

< (ew)wlle VB

IA

Frames, exercice 6.3
Les premiéeres inégalités sont une ré-écriture des inégalités de la définition d’une frame car

+o0
<F'Fh,h >y = < Fh,Fh>p = ||[Fh|} = > |<h fr>ul>.

k=—o0

Les inégalités suivantes peuvent étre obtenues comme suit. D’une part, pour tout h € H, on

|F*Fh|ly < VB|Fh|z < VBVB|h|u = B|h|u.

4. ce qui est équivalent & la densité de I'enveloppe linéaire des f (k € Z)
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Et d’autre part, pour tout h € H, on a
AlnlE < < F*Fhh > < ||[F*Fhlly [Ihlla

et on conclut.

L’injectivité de F*F est triviale. Pour la surjectivité, montrer que F*F H est un espace
vectoriel fermé dont le complément orthogonal est le singleton {0}. Le reste est direct sauf
peut-étre les deux dernieres inégalités. D’une part on a directement

1
<(FF) > < [ F) ] bl < 5 )

D’autre part, on a successivement

bl = <hh>y = < (F*F)(F*F) 'h,h>y
= < F(F*F)"'h,Fh >p

< |[F(FF)" h|, [Fh]e
< ||F(F*F)"'h, VB|h|a
et
|F(F*F)" 0|5, = < F(F*F)"'h, F(F*F)"'h >p
= < (F*F)'h,F*F(F*F)'h >y
= < (F*F)'h,h>y
donc

Il < < (F*F)"'hh>n Bllh|%

et on conclut.

Frames, exercice 6.4.
Montrer qu’on a une frame est direct en utilisant le fait que les fi (k € Z) forment une frame
et en utilisant les inégalités vérifiées par I'inverse de F*F'. De fait, pour tout h € H on a

+o00o
ANEF) 2 < Y < (FF) g

k=—o00

+oo
= > < b, (F*F) " i >|°

k=—0c0
+o00 " 9
= ) ‘<h,fk>‘
k=—o0
< BI|(F*F)" 'l
et 1 1
—\llg < (F*FY 'R, < =k VYhe H
Il < | F) 7 h, < Zlhl vhe
donc

A ) +oo _ 9 B )
Slnll < 2 [<h > < Glnlh vhen.
k=—00
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Pour obtenir les inégalités annoncées, meilleures que celles-ci puisque A < B, on peut
procéder comme suit. On a t (cf un calcul dans 6.3)

400 " 9 +o00 5
> (< h, fr >] = Y |<(FF) b fr >
k=—oc0 k=—o00

= PR

= < F(F*F)'h,F(F*F)'h>p
< (F*F)"'h, F*F(F*F)"'h >p
= < (F*F)'hh>y

et on conclut alors immédiatement vu les deux dernieres inégalités de 6.3.

Frames, exercice 6.6.
La surjectivité de F™* est immédiate en se servant de la bijectivité de F*F.

Cela étant, si la frame est une base de Riesz, F*a = 0 implique immédiatement o = 0 car

2

—+00
Al <IFalf=| > axfr
k=—0o0 o
Réciproquement, on sait déja que (cf exercice 6.2.) que
00 2
2
IF*alf = | > axfil| < Bllalp
k=—o0 H

Si F* est injectif, cel en fait une bijection linéaire continue entre espaces de Banach, donc
d’inverse continu (conséquence immédiate du théoréme du graphe fermé).

Frames, exercice 6.7.
Quel que soit h € H, on a

—+o0
1
Il = 5 Do I<hfi>]

k=—o00
Quels que soient h,h' € H, on note alors que I'on a
/ 2 2 / 2 /
|<h+ W, fi>]" = |[<h fo>"+|<W, fi >|"+2R (< h, fo > < fr, I >)

donc

En utilisant la formule de polarisation

4 <hW >= |h4+W|?=|h—1W|?+i|h+ib|? —i|h— ik |
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on obtient alors, quels que soient h,h' € H :

+oo
AA<h ]l > = 43 (R(<h fu >< fi, i >) + iR (< h, fr >< fr, il >))

k=—o00

+o0
= 4 ) (R(<hfi><fuh>) — iR(E<h fo><fi,h >))

k=—00

+oo
= 4 ) (R(<hfi><fuh>) +iS(i<h fi><fi,h >))

k=—o00

“+oo
= 4> <hfi><fih>

k=—o00

+o0
= 4< Y <hfi> fi k>
k=—00

—+o00
k=—00

puisque la série > < h, fr > fr converge dans H. On en conclut donc que

—+00

k=—00
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